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Introduction 

The survivable Capacitated Networks Design Problem (SCNDP for short) is 

one of the most essential issues in telecommunication and transportation 

networks. A survivable network is a network that is designed to remain 

operational in the event of a component(s) failure(s) (cable cuts, electronic 

failures on switching centers, and so forth). In SCNDP, researchers usually 

consider survivability in two different ways diversification and reservation. 

Diversification consists of dividing the demand of source-sink node pairs into 

two or more node-disjoint (or arc-disjoint) paths, and in reservation after the 

failure of a component(s) of the network, part of the demand for node pairs 

can still be satisfied by rerouting. To implement reservation, the links on the 

network ought to have enough capacity to support the new flows after the 

rerouting has been made. 
Therefore, in this paper, we first present one model for the problem of 

survivable capacitated network design based on the reservation strategy. In 

many real-world applications, the observed values are often uncertain, for 

example random, fuzzy, etc. Therefore, we consider the demand vector (the 

right-hand side values) randomly and then by using joint chance-constrained 

and probability concepts, obtain the corresponding deterministic model. Then, 

we propose an approximation optimization approach and use piecewise 

tangent approximation and piecewise linear methods to obtain its lower and 

upper bounds, respectively. Finally, computational results show the efficiency 

of the proposed model and approximation methods for relatively large-scale 

networks. 

Material and Methods 

In many real-world applications, the values of parameters are often uncertain. 

There are several methods available to tackle this uncertainty, including: 

1. Fuzzy programming, 

2. Stochastic programming based on scenarios, 

3. Robust optimization, 

4. Probabilistic programming.  

In this paper, we will use the probabilistic programming (joint chance-

constrained) method to obtain the corresponding deterministic model 

according to the type of the initial model and assume an independent non-

deterministic demand vector. 
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The resulting model is the mixed integer non-convex non-linear model which 

we will use iterative and approximate piecewise tangent and piecewise linear 

methods to solve it. 

Results and discussion 

In this article, we first presented a model for the survivable capacitated 

network design problem, and then by considering the demand vector as non-

deterministic and assuming the independence of random variables, we 

presented the corresponding deterministic model by using joint-chance 

constrained and probability concepts. Because the resulting model is the 

mixed integer non-convex non-linear model, two approximations were used 

to solve the problem. The numerical results obtained from GAMS software 

and the CPLEX solver were reported for medium to large-scale networks. 

Next, we will examine the initial model under the assumption of dependence 

between random variables. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 
 This paper develops a cost-capacity efficient model for the SCNDP 

with different capacity levels and piecewise linear convex objective 

function based on the reservation strategy. 

 We suppose the demand vector can be reported as random variables 

in the case of independence. To deal with uncertainty, we focus on 

the joint chance-constrained programming method. 
 This paper develops a mixed integer non-convex non-linear 

programming model and finds a lower and upper approximation, 

using the piecewise tangent approximation and piecewise linear 

approximation, respectively. 
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حمل و نقل و مخابرات، های شبکهدار پایدار در ی ظرفیتدر این مقاله، با توجه به اهمیت مسئله طراحی شبکه

طراحی كرده و سپس با توجه به كاربردهای آن در دنیای واقعی، بردار  ابتدا یك مدل قطعی برای این مسئله

ریزی احتمالی توام، یك مدل قطعی برنامه تقاضا را غیرقطعی در نظر گرفته و با استفاده از رویکرد مسئله

های خطی غیرمحدب صحیح آمیخته برای آن ارائه خواهیم داد. سرانجام، با توجه به نوع مدل، از روشغیر

ای برای حل آن استفاده خواهیم كرد. نهایتا با ای و مماس قطعه قطعهتکراری و تقریبی خطی قطعه قطعه

 های حل را نشان خواهیم داد.وشئی مدل و راكار ارائه چند مثال،
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 مقدمه .1
دار پایدار با كمترین هزینه یکی از موضوعات مهم در حمل و نقل و مخابرات است. شبکه پایدار، مسئله طراحی شبکه ظرفیت

هایی از آن همچنان عملیاتی باقی بماند، به این مفهوم كه، شبکه همچنان ای است كه در صورت تخریب مولفه یا مولفهشبکه

سازی را و ذخیره سازیعدو روش تنو محققانیب تك گره یا تك كمان برآورده كند. بتواند بخشی از تقاضاها را پس از تخر

 گیرند. برای رسیدن به پایداری در نظر می

مجزا( و -مجزا )كمان-د روی دو یا چند مسیر گرههای منبع و مقصسازی به معنای تقسیم تقاضای جفت گرهتنوع

ها همچنان هایی از شبکه، بخشی از تقاضا برای جفت گرهمولفه یا مولفهسازی به این مفهوم است كه پس از تخریب ذخیره

روی شبکه ظرفیت كافی برای حمایت از  هایكمان بایستیسازی، ر برآورده شود. برای اجرای ذخیرهبتواند با تغییر مسی

بار پایداری را تنها با روش  اولین ]11[ 1مینوكس اند را دارا باشند.های جدیدی كه پس از تغییر مسیر ایجاد شدهجریان

بودند  محققینیاولین  ]5[ 3استوئرو  2دال. های پیوسته در نظر گرفتسازی در مدل جریان چندكالایی كلی با ظرفیتذخیره

مخابراتی در نروژ بکار  یسازی( را برای مدل تحقیقاتهسازی و ذخیرپایداری )تنوعهای كه ساختار ظرفیت گسسته و موضوع

 یدار پایدار را مطالعه كردند كه در آن سطوح ظرفیتی ظرفیتمسئله طراحی شبکه، ]12[ و همکاران4سپس ریوسند. برد

نصب  هاكمانبایستی روی  یكه این سطوح ظرفیتبوده  ها بصورت غیرخطی محدب افزایشیهزینهو  ، گسستهقابل دسترس

 توانند همزمان تخریب شوند.هایی را در نظر بگیریم كه میانكمدهد تا حالت سناریوهای كلی شکست به ما اجازه مید. شون

 ]13[انیسی اخیرا صالحی و . عملیاتی باقی بمانند كمانها نیاز دارند كه در برابر خرابی تنها یك حالی كه برخی شبکه در

 كمانتواند شامل چندین كه در آن هر سناریوی شکست می دادندی چندكالایی پایدار ارائه ای درباره طراحی شبکهمقاله

ها آناز بین برود.  آن كمان، تنها بخشی از ظرفیت كمانیبه طوری كه این امکان وجود دارد كه در صورت تخریب  ،باشد

 .دعبوری از هر گره را نیز محدود كردن ، جریانشانهمچنین در مدل

سازی در اند. بطور كلی سه رویکرد مختلف برای مدلمقادیر پارامترها، اغلب غیرقطعی در بسیاری از كاربردهای دنیای واقعی،

سازی های مبتنی بر بهینهسازی تصادفی و تکنیكاند از: تکنیك فازی، بهینههای غیرقطعی وجود دارد كه عبارتحضور داده

توان دار پایدار تصادفی وجود دارد، كه میظرفیت دانیم، نتایج كمتری در زمینه مسئله طراحی شبکهاستوار. تا جایی كه می

لذا در این مقاله ابتدا مدلی اشاره كرد.  ]9[و همکاران 8و لیوبیك ]8[ 7و كاتشکا 6، كاستر]14[و همکاران 5به كارهای تربلانچ

كنیم و سپس با در نظر رائه میای ابا تابع هزینه محدب خطی قطعه قطعه دار پایداررا برای مسئله طراحی شبکه ظرفیت

                                                           
1 Minoux 
2 Dahl 
3 Stoer 
4 Rios 
5 Terblanche 
6 Koster 
7 Kutschka 
8 Ljubic 
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و مفاهیم احتمالی، مدل قطعی متناظر با  ریزی با قیود احتمالی توامگرفتن عدم قطعیت در بردار تقاضا، با استفاده از برنامه

 ریزی صحیح آمیخته غیرخطی و غیرمحدب است.مدل قطعی حاصل، یك مدل برنامه آوریم.آن را بدست می

 ]15[ 3و پاپ 2. وندی پنمعرفی شد ]2[و همکاران  1توسط چارنز 1959اولین بار در سال مسئله محدودیت احتمالی 

همان مسئله را با  ]6[ 4و همزمان كاتائوكا با توزیع نرمال را در نظر گرفتندهای احتمالی فردی خطی كلی مسئله محدودیت

های احتمالی انفرادی خطی كلی را به مسئله مسئله محدودیت ]10[ 6و واگنر 5میلر سمت راست تصادفی بررسی كردند.

های احتمالی توام خطی كلی تعمیم دادند و اعضای بردار سمت راست را به عنوان متغیرهای تصادفی مستقل در محدودیت

  .نتیجه را به حالت وابسته توسعه داد ]6[ 7، جاناتان1972نظر گرفتند. سپس در سال 

های احتمالی توام با سطرهای وابسته در ماتریس ضرایب و بردار سمت راست مسئله محدودیت ]3[ان و همکار 8اخیرا چنگ

 اند.قطعی كلی هستند را بیان كردهسازی خطی غیر تصادفی وابسته كه دارای توزیع بیضوی برای مسئله بهینه

دار پایدار را با سطوح ظرفیت مختلف و تابع ، مسئله طراحی شبکه ظرفیت2ساختار این مقاله به شرح زیر است: در بخش 

، این مدل را در محیط 3كنیم. در بخش سازی است، ارائه میای كه مبتنی بر استراتژی ذخیرههزینه محدب خطی قطعه قطعه

و مدل قطعی متناظر با آن  ستقلال میان متغیرهای تصادفی تقاضا، در نظر گرفتهود احتمالی توام و با  فرض ابا قیغیرقطعی 

ریزی مدل برنامهای برای ای و مماس قطعه قطعه، از روش تقریبی مبتنی بر خطوط قطعه قطعه4آوریم. در بخش بدست می را

كنیم. سرانجام این دو روش را ارائه مینتایج عددی متناظر با  5استفاده كرده و در بخش صحیح آمیخته غیرخطی و غیرمحدب 

 گیری مقاله گزارش خواهد شد.   ، نتیجه6در بخش 

 

 دار پایدار در محیط قطعیمسئله طراحی شبکه ظرفیت .2

|A (|𝐴های كمانجموعه و م|N = n)  (|𝑁 هایبا مجموعه گره G=(N,A,K) شبکه  = 𝑚)  و مجموعه كالاهایK  را

های واسطه مجموعه گره kMو  kگره مقصد كالای  D(k)و  kگره مبدا كالای  Kk ،O(k)برای هر كالای  در نظر بگیرید.

 كنیم:را بصورت زیر تعریف می kپارامتر مهم متناظر با كالای  هستند. حال دو kمتناظر با كالای 

kd: تقاضای كالای k، 

 kρ: سازی، یعنی، مینیمم مقدار از تقاضای كالای پارامتر ذخیرهk .كه بایستی پس از تخریب یك كمان برآورده شود 

                                                           
1 Charnes 
2 Van de Panne 
3 Popp 
4 Kataoka 
5 Miller 
6 Wagner 
7 Jagannathan 
8 Cheng 
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را مجموعه تمام  Sواحد جریان بایستی پس از تخریب یك كمان حمل شود.  kdkρكنند كه حداقل این تعاریف ایجاب می

ی نشان دهنده s=0 دهد. سناریویکه را نشان میاز شبكنیم، به طوری كه، هر سناریو یك حالت عملیاتی سناریوها تعریف می

ها تنها تخریب یك ی حالتی هستند كه در آناند و سایر سناریوها نشان دهندهها سالمحالتی است كه در آن تمامی كمان

مجموعه   sAو   بودهعملیاتی متناظر با آن سناریو  شبکهی نشان دهنده  s ،)s=(N,AsGدهد. برای هر سناریوی كمان رخ می

 دهد.را نشان می Aهای عملیاتی در تمام كمان

هاتعریف مجموعه: 1جدول  

 هامجموعه تعاریف 

 N هامجموعه گره 

 A در شبکه هایمجموعه تمام كمان 

 K مجموعه كالاها 

 A sAاز مجموعه  sهای عملیاتی در سناریوی مجموعه تمام كمان 

 k kM كالایهای میانی نسبت به مجموعه گره 

 maxR={1,2,…,r{ هامجموعه سطوح ظرفیتی در دسترس برای نصب روی كمان 

 

: تعاریف پارامترها2جدول  

 پارامترها تعاریف 

r (i,j)روی كمان  rكران بالای سطح ظرفیت  
ijU

 

i,j( 1-r(روی كمان  rكران پایین سطح ظرفیت  
ijU

 

متناظر با سطح ظرفیت  kوزن جریان كالای  

r  روی كمان(i,j) 

kr
ije 

روی  rهزینه ثابت برای نصب سطح ظرفیت  

 (i,j)كمان 

r
ijf

 

 
روی  rهزینه متغیر متناظر با سطح ظرفیت 

 (i,j)كمان 

r
ijc

 

 
تابع هزینه محدب جریان كل روی 

 (i,j)كمان

ijc
 

 

 sسازی متناظر با سناریوی پارامتر ذخیره

 

 𝜌𝑘
𝑠 = {

1,                𝑠 =  اگر 0

𝜌𝑘 ,              𝑠 ≠ اگر  0
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: تعاریف متغیرهای تصمیم3جدول  

 تعاریف 
متغیرهای 

 تصمیم

، برابر یك و نصب شود (i,j) كمانروی  rاگر سطح ظرفیت  

 رابر صفر استباینصورت در غیر 

r
ijy

 

به ازای سطح  sدر حالت عملیاتی  kجریان كالای  

 (i,j)روی كمان  rظرفیت 

ksr
ijx

 

ks (i,j)روی كمان  sدر حالت عملیاتی  kجریان كل كالای  
ijx 

 

زنیم. محدب تقریب می ایقطعه قطعه یخط توسط یك تابع و بوده ی متغیر بصورت تابع محدبهزینه  قابل ذكر است كه

   صورت  این در   است. خطی  قطعه    maxr  شامل ای دقیقا قطعه قطعه كنیم كه هر تابع محدب خطی می  فرض  همچنین

𝑐𝑖𝑗
𝑟𝑚𝑎𝑥  . . . < 𝑐𝑖𝑗

2 < < 𝑐𝑖𝑗
، یعنی هزینه متغیر از یك سطح ظرفیت به سطح ظرفیت بعدی صعودی است. بر اساس 1

 تعاریف بالا داریم:

    𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠= ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟
𝑟∈𝑅 ,  𝑐𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠) = ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝑟 𝑥𝑖𝑗

𝑟
𝑟∈𝑅 . 

ksr ایقطعه جریان ،𝑐𝑖𝑗به علاوه، بر اساس تابع هزینه 
ijx تواند بر اساس جریان كمانی كل میks

ijx فرمول زیر  با استفاده از

  محاسبه شوند:

𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟={

0,                               𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 ≤  𝑈𝑖𝑗

𝑟−1,                                               

𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 − 𝑈𝑖𝑗

𝑟−1,                𝑈𝑖𝑗
𝑟−1 ≤ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠  ≤ 𝑈𝑖𝑗
𝑟  ,                                     

𝑈𝑖𝑗
𝑟 − 𝑈𝑖𝑗

𝑟−1,                     𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 ≥  𝑈𝑖𝑗

𝑟  .                                                   

 

 دار پایدار به صورت براساس تعاریف و مفاهیم بالا، مسئله طراحی شبکه ظرفیت    

min     z = ∑ ∑ 𝑓𝑖𝑗
𝑟𝑦𝑖𝑗

𝑟 
𝑟∈𝑅(𝑖,𝑗)∈𝐴 + ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗

𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟

𝑟∈𝑅𝑠∈𝑆𝑘∈𝐾(𝑖,𝑗)∈𝐴                                   (1)  

s.t.    

       ∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} - ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} = 0,             ∀𝑖 ∈ 𝑀𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀s ∈ S,                 (2)  

      ∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} - ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ≥ 𝜌𝑘
𝑠dk,        𝑖 = 𝑂(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝐾,∀𝑠 ∈ 𝑆,                )3(    

       xij
ks = ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟
𝑟∈𝑅 ,                                           ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴𝑠, ∀𝑘 ∈ 𝐾,∀𝑠 ∈ 𝑆,             )4( 

       1= 𝑦𝑖𝑗
0 ≥ 𝑦𝑖𝑗

1 ≥.  .  . ≥ 𝑦𝑖𝑗
|𝑅|

,                           ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,                                         (5)  



 
 

 1403سوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

40 

       ∑ 𝑒𝑖𝑗
𝑘𝑟𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟 ≤ (𝑈𝑖𝑗
𝑟 − 𝑈𝑖𝑗

𝑟−1)𝑘∈𝐾 𝑦𝑖𝑗
𝑟 ,              ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴𝑠,∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝑅,              (6)      

        𝑋𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟 ≥ 0,                                                    ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝑅, (7)  

        𝑦𝑖𝑗
𝑟 ∈ {0,1},                                                ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑟 ∈ 𝑅.                             (8)  

 .بندی شودفرمول

های دسته محدودیت های ثابت و متغیر است.سازی هزینهدهد كه در آن هدف، مینیمم( تابع هدف مسئله را نشان می1معادله )

 kی كل كالا كند كه جریان( بیان می4های )دهند. دسته محدودیتمیهای محافظ جریان را نشان (، محدودیت3( و )2)

كمان برابر   روی سطوح ظرفیتی نصب شده روی آن kهای كالای روی هر كمان عملیاتی به ازای هر سناریو با مجموع جریان

سطح ظرفیت  بل از آنروی كمانی نصب باشد، بایستی ق rكند كه اگر سطح ظرفیت ( ایجاب می5های )است. دسته محدودیت

1r-   0روی كمان نصب شده باشد و فرض بر این است كه سطح ظرفیت 𝑟 همچنین،  ها نصب است.همیشه بر روی كمان =

 ( به ترتیب پیوسته و صحیح بودن8( و )7های )محدودیتهای كرانی معروفند و به محدودیت (6های )دسته محدودیت

𝑋𝑖𝑗 متغیرهای
𝑘𝑠𝑟  و𝑦𝑖𝑗

𝑟  دهند.را نشان می 

طور كه قبلا قطعیت همان برای مقابله با عدمشوند. در دنیای واقعی، تقاضاهای مدل بالا معمولا به صورت غیرقطعی ظاهر می

ریزی ی سناریو، بهینه سازی استوار، برنامهریزی تصادفی بر پایهریزی فازی، برنامههای مختلفی از جمله برنامهبیان شد، روش

ریزی و ... وجود دارند كه در این مقاله با توجه به نوع مدل و با فرض بردار تقاضای غیرقطعی مستقل، از روش برنامهاحتمالی 

 احتمالی در حالت توام استفاده خواهیم كرد.  

 

 دار پایدار تصادفی با قیود احتمالی تواممسئله طراحی شبکه ظرفیت .3

  توام با پارامتر اطمینان ( را به صورت محدودیت احتمالی3های )محدودیت با در نظر گرفتن عدم قطعیت در تقاضاها، دسته
𝑝 ∈  صورت به  [0,1]

𝕡 (
1

 𝜌𝑘
𝑠 [∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} −  ∑ 𝑥𝑗𝑖

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ] ≥ 𝑑�̃�,      𝑖 = 𝑂(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆) ≥ 𝑝,         

و استفاده مناسب از مفاهیم آمار و �̃�  در بردار تصادفی 𝑑k̃ برای جلوگیری از تکرار متغیرهای تصادفیگیریم. در نظر می

 توان بصورتمیاحتمال، محدودیت بالا را 

𝕡 (min𝑠∈𝑆{
1

 𝜌𝑘
𝑠 [∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} −  ∑ 𝑥𝑗𝑖

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ], 𝑖 = 𝑂(𝑘)} ≥ 𝑑�̃� , ∀𝑘 ∈ 𝐾) ≥ 𝑝,   (9)  

 توان به صورت های احتمالی توام را میدار پایدار با محدودیتحال مدل طراحی شبکه ظرفیتنوشت. 

min   ∑ ∑ 𝑓𝑖𝑗
𝑟𝑦𝑖𝑗

𝑟 
𝑟∈𝑅(𝑖,𝑗)∈𝐴 + ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗

𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟

𝑟∈𝑅𝑠∈𝑆𝑘∈𝐾(𝑖,𝑗)∈𝐴  
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s.t.  

(2( ، )4) -( 8( و )9)            

 نوشت.

بوده و مستقل از یکدیگر  Φدارای توزیع نرمال استاندارد با توابع توزیع پیوسته  dk̃ متغیرهای تصادفیفرض كنید  :1 قضیه

 های زیر معادل است:( با دسته محدودیت9هستند. در این صورت محدودیت احتمالی توام )

𝑞𝑘≥ 𝛷−1(𝑝𝑧𝑘),       ∀𝑘 ∈ 𝐾,                                                                                     (10)  

 𝑞𝑘≤ 
1

 𝜌𝑘
𝑠 [∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} −  ∑ 𝑥𝑗𝑖

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ],    𝑖 = 𝑂(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆,              (11)   

∑ 𝑧𝑘𝑘∈𝐾 =1,                                                                                                                                 (12)  

  𝑧𝑘 ≥ 0,  𝑞𝑘 ≥ 0,     ∀𝑘 ∈ 𝐾 .                                                                                             (13)  

 توان بصورت ( را می9مستقل از یکدیگرند، پس رابطه ) dk̃چون متغیرهای تصادفی برای اثبات ،  اثبات:

𝕡 (min𝑠∈𝑆{
1

 𝜌𝑘
𝑠 [ ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠}

−  ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠}

] , 𝑖 = 𝑂(𝑘)} ≥ 𝑑�̃� ) ≥ 𝑝𝑘 , ∀𝑘 ∈ 𝐾,   

                                                                             كه در آننوشت 

      𝑝1 𝑝2 … 𝑝𝐾 = 𝑝 .                (14)  

,𝑧𝑘=و با تعریف  𝑝( نسبت به مبنای 14)گیری از طرفین رابطه حال با لگاریتم ∀𝑘 ∈ 𝐾 log𝑝 𝑝𝑘 داریم 

𝕡 (min𝑠∈𝑆 {
1

 𝜌𝑘
𝑠 [ ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠}

−  ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠}

] , 𝑖 = 𝑂(𝑘)} ≥ 𝑑�̃� ) ≥ 𝑝𝑧𝑘 , ∀𝑘 ∈ 𝐾, 

∑ 𝑧𝑘

𝑘∈𝐾

= 1, 𝑧𝑘 ≥ 0, ∀𝑘 ∈ 𝐾. 

 با توجه به تعریف تابع توزیع تجمعی

min𝑠∈𝑆 {
1

 𝜌𝑘
𝑠 [ ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠}

− ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠}

] , 𝑖 = 𝑂(𝑘)} ≥ Φ−1(𝑝𝑧𝑘  ), ∀𝑘 ∈ 𝐾, 
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 ∑ 𝑧𝑘

𝑘∈𝐾

= 1, 𝑧𝑘 ≥ 0, ∀𝑘 ∈ 𝐾. 

 با تعریف 

 𝑞𝑘 = min𝑠∈𝑆 {
1

 𝜌𝑘
𝑠 [ ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠}

− ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠}

] , 𝑖 = 𝑂(𝑘)}, 

 داریم: 

𝑞𝑘≥ 𝛷−1(𝑝𝑧𝑘),       ∀𝑘 ∈ 𝐾,                                                                                          

 𝑞𝑘≤ 
1

 𝜌𝑘
𝑠 [∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} −  ∑ 𝑥𝑗𝑖

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ],    𝑖 = 𝑂(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆,                    

∑ 𝑧𝑘𝑘∈𝐾 =1,                                                                                                                                 

  𝑧𝑘 ≥ 0,  𝑞𝑘 ≥ 0,     ∀𝑘 ∈ 𝐾.                                                                                              

 شود.حکم اثبات می

های احتمالی توام و دار پایدار با محدودیتحال بر اساس قضیه فوق، مدل قطعی متناظر با مسئله طراحی شبکه ظرفیت

 متغیرهای تصادفی مستقل به صورت 

min     ∑ ∑ 𝑓𝑖𝑗
𝑟𝑦𝑖𝑗

𝑟 
𝑟∈𝑅(𝑖,𝑗)∈𝐴 + ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗

𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟

𝑟∈𝑅𝑠∈𝑆𝑘∈𝐾(𝑖,𝑗)∈𝐴  

s.t.  

(2( ، )4) -( 8( و )01)و             (11) (12) و  (13)   و   

سخت است. برای حل این مسئله، -NPبوده كه جز مسائل  غیرخطی غیرمحدب صحیح آمیختهاست. این مسئله یك مدل 

كنیم كه در قسمت بعدی ای استفاده میای و نیز خطوط مماس قطعه قطعهاز روش تقریبی مبتنی بر خطوط قطعه قطعه

ای یك كران بالا و از روش تقریبی خطوط مماس قطعه شرح خواهیم داد. در هر تکرار از روش تقریبی خطوط قطعه قطعه

 آید. روش تکراری تا برقراری شرط توقف ادامه خواهد یافت. به دست میای یك كران پایین قطعه

 . روش حل4

 . کران پایین: تقریب مماس قطعه قطعه 1. 4

در ایننن بخننش بننرای بدسننت آوردن یننك كننران پننایین بننرای منندل غیرخطننی غیرمحنندب صننحیح آمیختننه، از تقریننب    

بنه   [0,1) افنرازی را از بنازه    kz ابتندا بنرای هنر متغینر    ای اسنتفاده خنواهیم كنرد. بنرای اینن منظنور،       مماس قطعه قطعه
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𝑧𝑘1 صننورت < 𝑧𝑘2 < ⋯ < 𝑧𝑘𝑇  گیننریم و سننپس تننابع نظننر مننی در H(z𝑘) = Φ−1(𝐩𝐳𝐤)   را در هننر یننك از

 نقاط افراز با بسط تیلور مرتبه اول به صورت زیر 

𝐻(𝑧𝑘) ≅ 𝐻(𝑧𝑘𝑡) + 𝐻′(𝑧𝑘𝑡)(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘𝑡) = 𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘, 

 .زنیمتقریب می

لم زیر  Φ−1(𝐩𝐳𝐤)برای بررسی تحدب  اند.مماس Φ−1(𝐩𝐳𝐤)هر یك از خطوط حاصل از این تقریب در نقاط افراز بر تابع 

 كنیم. اشاره می ]3[ را از

𝑝 گرا: 1لم  ≥  
1

2
𝐻(𝑧) ( آنگاه تابع  = 𝛷−1(𝑝𝑧 محدب است. [0,1] در بازه  

 مراجعه شود.                                                                                                          ]3[به  اثبات:

 كنیم.ی زیر را برای یافتن كران پایین، ارائه میقضیه Φ−1(𝐩𝐳𝐤)،تحدب تابع با توجه به 

  مسئله زیر را در نظر بگیرید:: 2قضیه

LB: min    𝑡1 = ∑ ∑ 𝑓𝑖𝑗
𝑟𝑦𝑖𝑗

𝑟 
𝑟∈𝑅(𝑖,𝑗)∈𝐴 + ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗

𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟

𝑟∈𝑅𝑠∈𝑆𝑘∈𝐾(𝑖,𝑗)∈𝐴              (15                  )                                 

      s.t.    

            ∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} - ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} = 0,        ∀𝑖 ∈ 𝑀𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆,               

          𝑞𝑘≥ 𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘,                                           ∀𝑘 ∈ 𝐾,  ∀𝑡 ∈ 𝑇,                                                    

           𝑞𝑘≤ 
1

 𝜌𝑘
𝑠 [∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} −  ∑ 𝑥𝑗𝑖

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ],    𝑖 = 𝑂(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆,                           

            xij
ks = ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟
𝑟∈𝑅 ,                                        ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴𝑠, ∀𝑘 ∈ 𝐾,∀𝑠 ∈ 𝑆,                         

            1= 𝑦𝑖𝑗
0 ≥ 𝑦𝑖𝑗

1 ≥.  .  . ≥ 𝑦𝑖𝑗
|𝑅|

,                        ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,                                                    

            ∑ 𝑒𝑖𝑗
𝑘𝑟𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟 ≤ (𝑈𝑖𝑗
𝑟 − 𝑈𝑖𝑗

𝑟−1)𝑘∈𝐾 𝑦𝑖𝑗
𝑟 ,           ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴𝑠, ,∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝑅,                                          

             ∑ 𝑧𝑘𝑘∈𝐾 =1,                                                                                                                          

             𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟 ≥ 0,                                              ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝑅,        

             𝑧𝑘 ≥ 0,  𝑞𝑘 ≥ 0,                                ∀𝑘 ∈ 𝐾,                                                                     

               𝑦𝑖𝑗
𝑟 ∈ {0,1},                                                   ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑟 ∈ 𝑅,                                                       

 كه در آن
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𝑏𝑘𝑡 = 𝐻′(𝑧𝑘𝑡),  𝑎𝑘𝑡 = 𝐻(𝑧𝑘𝑡) − 𝑏𝑘𝑡 𝑧𝑘𝑡. (61)            

مقدار تابع هدف بهینه مسئله فوق یك كران پایین ، [0,1] در بازه Φ−1(𝐩𝐳𝐤)تابع  ( یعنی محدب بودن1لم )با توجه به 

  آمیخته است. غیرمحدب صحیح برای مقدار تابع هدف بهینه مسئله غیرخطی

 توان بصورت زیر نوشت: ( را می15محدودیت دوم از مسئله )اثبات: 

 𝑞𝑘 ≥ max
𝑡∈{1,2,…,𝑇}

{𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘},    ∀𝑘 ∈ 𝐾. 

 ، پس برای هر نقطه مماس داریم: محدب است [0,1] در بازه Φ−1(𝐩𝐳𝐤)چون تابع 

Φ−1(𝐩𝐳𝐤) ≥ 𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑡 ∈ {1,2, … , 𝑇}. 

                                                                                           بنابراین:  

Φ−1(𝐩𝐳𝐤) ≥ max
𝑡∈{1,2,…,𝑇}

{𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘},    ∀𝑘 ∈ 𝐾. 

 یسرانجام رابطه

 𝑞𝑘 ≥ Φ−1(𝐩𝐳𝐤) ≥ max
𝑡∈{1,2,…,𝑇}

{𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘},    ∀𝑘 ∈ 𝐾, 

 ی آید، كه این رابطه با رابطهبه دست می

{(𝑧𝑘,  𝑞𝑘):  𝑞𝑘 ≥ Φ−1(𝐩𝐳𝐤), ∀𝑘 ∈ 𝐾 } ⊆ 

{(𝑧𝑘,  𝑞𝑘):  𝑞𝑘 ≥ 𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝑧𝑘 , ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑡 ∈ {1,2, … , 𝑇} }                                                
                                                                                               شود.معادل بوده و حکم اثبات می

ای برای بدست آوردن یك كران بالا برای مدل غیرخطی غیرمحدب صحیح آمیخته، در ادامه از تقریب خطی قطعه قطعه

 استفاده خواهیم كرد.

 . کران بالا: تقریب خطی قطعه قطعه 2. 4

 این حالت مقادیر متناظر با هر یك از خطوط گذرنده از دو نقطه افراز متوالی با توجه به تحدب تابعدر 

 H(z𝑘) = Φ−1(𝐩𝐳𝐤) ،یك كران بالا از تابع Φ−1(𝐩𝐳𝐤)  میان این دو نقطه افراز متوالی است. حال با توجه به این

 مطلب، قضیه زیر برقرار است.

   مسئله زیر را در نظر بگیرید:: 3قضیه

UB: min     𝑡2 = ∑ ∑ 𝑓𝑖𝑗
𝑟𝑦𝑖𝑗

𝑟 
𝑟∈𝑅(𝑖,𝑗)∈𝐴 + ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗

𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟  𝑟∈𝑅𝑠∈𝑆𝑘∈𝐾(𝑖,𝑗)∈𝐴    (17)                           

       s.t.    

            ∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} - ∑ 𝑥𝑗𝑖
𝑘𝑠 

{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} = 0,        ∀𝑖 ∈ 𝑀𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆                             

           𝑞𝑘≥ 𝑔𝑘𝑡 + 𝑤𝑘𝑡𝑧𝑘,                                             (∀𝑘 ∈ 𝐾, 𝑡 < 𝑇),                                                                
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             𝑞𝑘≤ 
1

 𝜌𝑘
𝑠 [∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴𝑠} − ∑ 𝑥𝑗𝑖

𝑘𝑠 
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴𝑠} ],   𝑖 = 𝑂(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆,                          

            xij
ks = ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟
𝑟∈𝑅 ,                                          ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴𝑠 , ∀𝑘 ∈ 𝐾,∀𝑠 ∈ 𝑆,                 

            1= 𝑦𝑖𝑗
0 ≥ 𝑦𝑖𝑗

1 ≥.  .  . ≥ 𝑦𝑖𝑗
|𝑅|

,                            ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,                                                                        

            ∑ 𝑒𝑖𝑗
𝑘𝑟𝑥𝑖𝑗

𝑘𝑠𝑟 ≤ (𝑈𝑖𝑗
𝑟 − 𝑈𝑖𝑗

𝑟−1)𝑘∈𝐾 𝑦𝑖𝑗
𝑟 ,             ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴𝑠 , ,∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝑅,                                      

             ∑ 𝑧𝑘𝑘∈𝐾 =1,                                                                                                                                                               

            𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑠𝑟 ≥ 0,                                                    ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝑅,       

            𝑧𝑘 ≥ 0,  𝑞𝑘 ≥ 0,                                                ∀𝑘 ∈ 𝐾,                                                                                             

           𝑦𝑖𝑗
𝑟 ∈ {0,1},                                                  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑟 ∈ 𝑅,                  

 كه در آن 

(18                 )   𝑔𝑘𝑡 = 𝐻(𝑧𝑘𝑡) − 𝑤𝑘𝑡 𝑧𝑘𝑡, 𝑤𝑘𝑡 =
𝐻(𝑧𝑘,𝑡+1)−𝐻(𝑧𝑘𝑡)

𝒛𝒌,𝑡+1−𝒛𝒌𝑡
 .    

هدف بهینه مسئله فوق یك كران بالا محدب است، پس مقدار تابع  [0,1] در بازه  Φ−1(𝐩𝐳𝐤)با توجه به این كه تابع 

 برای مقدار تابع هدف بهینه مسئله غیرخطی صحیح آمیخته است.

 است.                                                                             2اثبات این قضیه، مشابه اثبات قضیه اثبات: 

 دهد.و پایین را بصورت شبه كد نشان می های بالاهای محاسبه كران، الگوریتم روش4جدول

 

 های بالا و پایینی کرانهای محاسبهالگوریتم روش: 4جدول

 الگوریتم:

:𝑡قرار دهید مقدار دهی اولیه:  =  بروید.  1و به گام  1

  بعد از بدست آورد نقاط درون یابی از طریق :1گام 

𝑧𝑘1 = 0.01, 𝑧𝑘𝑡 = 0.1(𝑡 − 1), 𝑡 = 2,3, … , 𝑇, 𝑘 ∈ 𝐾,  

 (  بدست آورید.18ی )را از طریق معادله  𝑤𝑘𝑡و  𝑔𝑘𝑡 ( و مقادیر 16ی )را از طریق معادله 𝑏𝑘𝑡و  𝑎𝑘𝑡مقادیر 

𝑡1( را حل كنید و یك كران پایین 15مدل ) :2گام
 برای مسئله غیرخطی غیرمحدب صحیح آمیخته بدست آورید. ∗

𝑡2( را حل كنید و یك كران بالا 17مدل ) :3گام
 برای مسئله غیرخطی غیرمحدب صحیح آمیخته بدست آورید. ∗
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𝐺𝑎𝑝  %100.در صورتی كه شکاف  :4گام =
𝑈𝐵−𝐿𝐵

𝑈𝐵
𝑡1میان دو كران  

𝑡2و   ∗
كوچکتر باشد، توقف  γاز یك مقدار بسیار كوچك مانند  ∗

:𝑡كنید، در غیر اینصورت  = 𝑡 +  برگردید.  1و به گام   1

 

 

 محاسباتی نتایج .5

آزمایشی بر روی  هایدهیم. نمونهدر این بخش با ارائه نتایج محاسباتی، كارآیی مدل پیشنهادی و روش حل را نشان می

روش حل  همچنین شوند.انجام می GB 8.00و حافظه داخلی  (2.20 GHz) ،(Core i-5200)كامپیوتر با مشخصات 

  كنیم.اجرا می CPLEXی با حل كنندهكدنویسی و  GAMS 25.1.2ر را در نرم افزا 4ارائه شده در بخش 

نشان داده شده  1گیریم كه در شکلكمان را در نظر می m =5  گره و n =5ای در مقیاس متوسط با در نمونه اول شبکه

 است.

 

 

 

 

  

کمان 5و  گره 5 ای باشبکه  :1شکل  

 گیریم:برای این نمونه، مقدار پارامترها را بصورت زیر در نظر می 

 .(p =0.6پارامتر اطمینان )  -

𝑘نقاط درونیابی متناظر با هر كالای  - ∈ 𝐾 ،T,…,2,3=t) , 1-t*(0.1= tkz,  0.01=1kz . 

 (. maxr =3ماكزیمم سطح ظرفیت )  -

rهزینه ثابت  -
ijf برای هر كمان ،(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  و𝑟 = 1,2, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥 شود.تولید می (1,6)به طور یکنواخت در بازه 

rهزینه متغیر  -
ijc ، برای هر كمان(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  و𝑟 = 1,2, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥  1((به طور یکنواخت در بازه+r(3,r3(  تولید

 شود.می

rظرفیت  -
ijU،  برای هر كمان(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  و𝑟 = 1,2, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥  1((به طور یکنواخت در بازه+r(2,r2(  تولید

 شود. می

به ترتیب  4و  1های فرض بر این است كه دو كالا وجود دارد و هر كالا دارای یك گره منبع و یك گره مقصد است. گره

های منبع و مقصد كالای دوم هستند. برای این نمونه دو به ترتیب گره 5و  2های های منبع و مقصد كالای اول و گرهگره

1 2 

3 

5 

4 
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سازی برابر یك و در سناریوی ها بدون تخریب )سالم( هستند و پارامتر ذخیرهناریوی اول تمام كمانسناریو وجود دارد كه در س

شود. برای راحتی، وزن هر كالا متناظر با هر سطح فرض می 5/0سازی برابر شود و پارامتر ذخیره( تخریب می3,1دوم كمان )

 شود. ظرفیت روی هر كمان برابر یك در نظر گرفته می

 ارائه شده است.  5ج این مثال در جدول نتای

 

: نتایج محاسباتی 5جدول  

𝒕𝟐 شکاف)%(
∗  𝒕𝟏

∗  تعداد نقاط درونیابی 

2.72 53.89 52.42 T = 5 

0.28 53.48 53.33 T = 6 

0.00 53.48 53.48 T = 7 

 

ی تقریب مماس قطعه در این جدول، ستون اول تعداد نقاط درونیابی، ستون دوم و سوم به ترتیب مقادیر توابع هدف بهینه

دهند. همچنین ستون آخر شکاف میان مقادیر ای )كران بالا( را نشان میای )كران پایین( و تقریب خطی قطعه قطعهقطعه

 دهد كه از رابطه این دو تقریب را نشان می

 

.100% , 𝐺𝑎𝑝 =
𝑈𝐵−𝐿𝐵

𝑈𝐵
 

 .آیدبدست می

 دهیم. ایندر ادامه نمودار تغییرات مقادیر تقریب كران بالا و پایین را نسبت به تغییرات تعداد نقاط درونیابی نشان می

 نشان داده شده است.  2نمودار با جزئیات در شکل 

 

 
 مختلف : تقریب کران بالا و پایین برای نقاط درونیابی2شکل
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، با افزایش تعداد نقاط درونیابی، تقریب كران پایین افزایشی و تقریب كران بالا كاهشی است. همچنین با 2با توجه به شکل 

رسد، شکاف برای می 7افزایش تعداد نقاط درونیابی، شکاف میان دو تقریب كاهش یافته و زمانی كه تعداد نقاط درونیابی به 

  شود.جواب بهینه حاصل میاین نمونه به صفر رسیده و 

تولید شده است را  ]1[كمان را كه توسط روش باراباسی  m =21  گره و n =10با ای در مقیاس بزرگ شبکهدر نمونه دوم 

 نشان داده شده است. 3گیریم. این نمونه در شکل در نظر می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ]1[، تولید شده توسط روش باراباسی کمان 21گره و  10 ای با :  شبکه3شکل

 گیریم:برای این نمونه، مقدار پارامترها را بصورت زیر در نظر می

 .(p =0.6پارامتر اطمینان )  -

𝑘نقاط درونیابی متناظر با هر كالای  - ∈ 𝐾 ،T,…,2,3= i) , 1-i( 0.1= kiz,  0.01=1kz. 

 (. maxr =3ماكزیمم سطح ظرفیت )  -

rهزینه ثابت  -
ijf برای هر كمان ،(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  و𝑟 = 1,2, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥  تولید  (1,10)به طور یکنواخت در بازه

 شود.می

rهزینه متغیر  -
ijc ، برای هر كمان(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  و𝑟 = 1,2, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥  1((به طور یکنواخت در بازه+r(3,r3(  تولید

 شود.می

rظرفیت  -
ijU،  برای هر كمان(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  و𝑟 = 1,2, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥  1((به طور یکنواخت در بازه+r(2,r2(  تولید

 شود. می

 9و  2های كنیم كه دو كالا وجود دارد و هر كالا دارای یك گره منبع و یك گره مقصد است. گرهدر این نمونه فرض می

های منبع و مقصد كالای دوم هستند. برای این به ترتیب گره 6و  1های های منبع و مقصد كالای اول و گرهبه ترتیب گره

2 

10 

4 

5 

9 

1 

3 

8 

7 

6 
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سازی برابر یك ها بدون تخریب )سالم( هستند و پارامتر ذخیرهاول تمام كمان نمونه دو سناریو وجود دارد كه در سناریوی

شود. برای راحتی، وزن هر كالا فرض می 5/0سازی برابر شود و پارامتر ذخیره( تخریب می6,5و در سناریوی دوم كمان )

 ارائه شده است. 6مثال در جدول نتایج این  شود.متناظر با هر سطح ظرفیت روی هر كمان برابر یك در نظر گرفته می

 

: نتایج محاسباتی 6جدول  

𝒕𝟐 شکاف)%(
∗  𝒕𝟏

∗  تعداد نقاط درونیابی 

4.00 42.93 44.65 T = 6 

1.91 43.78 44.62 T = 7 

0.15 44.56 44.63 T = 8 
0.00 44.58 44.58 T = 9 

 

ی دوم و سوم به ترتیب مقادیر توابع هدف بهینه، ستون اول تعداد نفاط درونیابی، ستون 5در این جدول، همانند جدول 

ای )كران بالا( و ستون چهارم شکاف میان مقادیر این ای )كران پایین( و تقریب خطی قطعه قطعهتقریب مماس قطعه قطعه

 دهند.دو تقریب را نشان می

 دهیم.نشان می 4ونیابی با جزئیات در شکل نمودار تغییرات مقادیر تقریب كران بالا و پایین را نسبت به تغییرات تعداد نقاط در

 

 
 مختلف : تقریب کران بالا و پایین برای نقاط درونیابی4شکل
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با افزایش تعداد نقاط درونیابی، تقریب كران پایین افزایشی و تقریب كران بالا در كل كاهشی است.  4با توجه به شکل 

رسد، می 9تقریب كاهش یافته و زمانی كه تعداد نقاط درونیابی به  همچنین با افزایش تعداد نقاط درونیابی، شکاف میان دو

 رسد.شکاف برای این نمونه به صفر می

 

 گیری. بحث و نتیجه6

دار پایدار ارائه كردیم و سپس با غیرقطعی در نظر گرفتن بردار در این مقاله ابتدا مدلی را برای مسئله طراحی شبکه ظرفیت

های احتمالی توام و مفاهیم احتمال، مدل قطعی بودن متغیرهای تصادفی، با استفاده از محدودیتتقاضا و با فرض مستقل 

متناظر با آن را ارائه كردیم. با توجه به اینکه مدل حاصل غیرخطی صحیح آمیخته است، از دو تقریب برای حل مسئله استفاده 

و  5های در جدول و بزرگ به ترتیب در مقیاس متوسط اییهشبکه برای CPLEXدی با استفاده از حل كننده شد و نتایج عد

 وابستگی میان متغیرهای تصادفی است.هدف ما بررسی مدل اولیه در محیط عدم قطعیت و با فرض  آینده،گزارش شد. در  6
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