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Introduction  
Throughout this paper, ܴ is a commutative Noetherian ring and ॔ is a proper 
ideal of ܴ. In the case where ܴ is local with maximal ideal ॠ, ෠ܴ denotes the 
ॠ-adic completion of ܴ, ܧோሺܴ ॠ⁄ ሻ	denotes the injective hull of the residue 
field ܴ ॠ⁄  and ሺെሻ∨ ൌ Homோሺെ, ோሺܴܧ ॠ⁄ ሻሻ denotes the Matlis dual functor. 
Let D॔ ≔ H॔௖ሺܴሻ∨ whenever ܴ is a relative Cohen-Macaulay local ring with 
respect to ॔ and htோ॔ ൌ ܿ (i.e. there is precisely one non-vanishing local 
cohomology module of ܴ with respect to ॔). The ܴ-module D॔	has been 
studied in [16] by the author. Indeed, we showed that these modules treat like 
dualizing (canonical) modules over Cohen-Macaulay local rings. In the 
present paper, the main aim is to introduce and study a concept of maximal 
relative Cohen-Macaulay modules with respect to an ideal ॔ of ܴ. Indeed, this 
notion can be considered as a natural generalization of the ordinary concept of 
Maximal Cohen-Macaulay module over a local Cohen-Macaulay ring. Let ܴ 
be a Cohen-Macaulay local ring with a dualizing ܴ-module Ωோ. Then, there 
exists the well-known isomorphism ܯ ≅ Extோ

ௗି௧ሺExtோ
ௗି௧ሺܯ, Ωோሻ, Ωோሻ, 

whenever ܯ is a Cohen-Macaulay ܴ-module of dimension ݐ. Also, we know 
that there are some well-known results in the aria of tensor product of Cohen-
Macaulay modules. For this purpose, suppose for a moment that ܴ is a Cohen-
Macaulay local ring with a dualizing module Ωோ and that ܯ is a non-zero 
finitely generated ܴ-module. Kawasaki, in [12, Theorem 3.1], showed that if 
 is Cohen-Macaulay if and only if ܯ has finite projective dimension, then ܯ
ோ⊗ܯ Ωோis Cohen-Macaulay. Next, in [13, Theorem 1.11], Khatami and 
Yassemi generalized this result. They showed that the above result holds 
whenever ܯ	has finite Gorenstein dimension. In this direction, we show that 
the above result holds under the assumptions that	sup	ሼ	i|	Extୖ

୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ
depthሺܴሻ െ depthሺܯሻ and Tor୧

ୖሺM,Ωோሻ ൌ 0 for all ݅ ൐ 0 which are weaker 
conditions than finiteness of Gorenstein dimension of ܯ. 

Material and Methods 
In this paper to prove the most results we use the methods of derived category 
and spectral sequences.  
 
Results and discussion  
In the present paper, as a generalization of the notion of maximal Cohen-
Macaulay module over a local ring ܴ, we introduce a concept of relative 
maximal Cohen-Macaulay module with respect to an ideal of ܴ. Then, we 
investigate some properties and characterizations of such modules and as an 



application of them, we provide generalization and improvement for the 
results [12, Theorem 3.1] and [13, Theorem 1.11]. 

Conclusion  
As a first result in this paper, we show that over a relative Cohen-Macaulay 
ring ܴ the n-th syzygies of any finitely generated ܴ-module ܯ is zero or 
maximal relative Cohen-Macaulay for all cdሺ॔,ܯሻ ൑ ݊. Next, we generalize 
a well-known result related to the maximal Cohen-Macaulay modules. Indeed, 
we show that if ܴ is a relative Cohen-Macaulay local ring with respect to ॔, 
then for any maximal Cohen-Macaulay ܴ-module ܯ there exists the natural 
isomorphism ܯ⊗ோ ෠ܴ ≅ HomோሺHomோሺܯ,D॔ሻ, D॔ሻ. More precisely, for all ॔ -
relative Cohen-Macaulay ܴ-modules ܯ with cdሺ॔,ܯሻ ൌ  we provide the ,ݐ
isomorphism ܯ⊗ோ ෠ܴ ≅ Extோ

௖ି௧ሺExtோ
௖ି௧ሺܯ, D॔ሻ, D॔ሻ. Also, over relative 

Cohen-Macaulay local rings, we establish a characterization of maximal 
relative Cohen-Macaulay modules. Finally, by using the above-mentioned 
results, we could provide generalization and improvement for some well-
known results in the aria of tensor product of Cohen-Macaulay modules. We 
establish another main result which, by using D॔ instead of Ωோ, provides a 
generalization of the above-mentioned result of Khatami and Yassemi. Indeed 
we prove that if ሺܴ,ॠሻ is an ॔_ܴܯܥ local ring with gradeሺ॔, ܴሻ ൌ ܿ and ܯ is 
a non-zero finitely generated ܴ-module such that Tor௜

ோሺ॔ܦ,ܯሻ ൌ 0 for all ݅ ൐
0. Then the following statements hold true:  
(i) Extୖ

௜ ሺܯ⊗ோ ,॔ܦ ሻ॔ܦ ≅ Extୖ
௜ ሺܯ, ෠ܴሻ for all ݅ and ܯ⊗ோ ॔ܦ ് 0,  

(ii) Suppose that sup	ሼ	݅|	Extୖ
௜ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ gradeሺ॔, ܴሻ െ gradeሺ॔,ܯሻ 

and that grad	ܯ ൌ gradeሺ॔, ܴሻ െ cdሺ॔,ܯሻ. Then ܯ is ॔_ܴܯܥ	if and only if 
H॔௜ሺܯ⊗ோ D॔ሻ ൌ 0 for all ݅ ് cdሺ॔,ܯሻ. Furthermore, as an application of 
the above theorem we could improve the results [12, Theorem 3.1] and [13, 
Theorem 1.11]. 
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  مقدمه
خواهد بود. در  ܴال سره از حلقه يك ايده॔		و  جابجايي داراي عنصر يكه غير صفريك حلقه نوتري  ܴ ،اسر اين مقالهتسردر

نسبت به توپولوژي ܴ	نشان دهنده حلقه كامل شده  ෠ܴباشد،  ॠآل ماكسيمال يك حلقه موضعي با ايدهܴ	حالتي كه 
–ॠ ،ܧاديكோሺܴ ॠ⁄ ሻ  ܴبيانگر پوشش انژكتيو ميدان خارج قسمتي ॠ⁄ وሺെሻ∨ ൌ Homோሺെ, ோሺܴܧ ॠ⁄ ሻሻ    نشان

htோ॔ با  ॔ آلمكالي نسبت به ايده-يك حلقه كوهن ܴدوگان ماتليس خواهد بود. فرض كنيد  1دهنده تابعگون ൌ  باشد. ܿ

D॔) در اين صورت مدول دقيقا يك نقطه ناصفر دارد.॔		آل نسبت به ايدهܴ (يعني: مدول كوهمولوژي موضعي  ≔ H॔௖ሺܴሻ∨ 
هاي ي حلقهرو 2هاي متعارفبسيار شبيه به مدول يرفتاره قرار گرفته است مورد مطالع ]16 [ به وسيله نويسنده در مقاله كه

گويند، متعارف ميرا  Ωோمدول متناهي مولد با بعد انژكتيو متناهي ܴ–اشيم كه توجه داشته بد. مكالي موضعي دار-كوهن
݅هرگاه براي هر عدد صحيح  ൒ 1 ،Extோ

௜ ሺ	Ωோ, Ωோሻ ൌ ,HomோሺΩோو  0 Ωோሻ ≅ يك حلقه موضعي ܴ . فرض كنيد ܴ
ܯdepthୖهرگاه  ،گويندمكالي ماكسيمال مي-را كوهن ܯمدول متناهي مولد ܴ–باشد. در اين صورت  ൌ dimܴ .

مكالي ماكسيمال يكي از رسته هاي مهم و مورد توجه بسياري از محققين جبرجابجايي و -هاي كوهنرسته مدول
مكالي ماكسيمال -هاي كوهني مدولهاي موضعي منظم، رستهتوان ديد كه روي حلقهجبرهمولوژيكي است. به وضوح مي

هاي ي مدولي گرنشتاين موضعي اين رسته دقيقا همان رستههاهاي آزاد است و همچنين روي حلقهي مدولدقيقا رسته
  مراجعه كند.)  ]3 [تواند به مرجع متناهي مولد با بعد گرنشتاين صفر است. (جهت جزييات بيشتر در اين زمينه خواننده مي

است  ܴ	از حلقه ॔		آل مكالي ماكسيمال نسبت به يك ايده-هاي كوهنهدف اصلي معرفي و مطالعه مدولدر اين مقاله،      
مكالي ماكسيمال روي حلقه -هاي كوهنتواند بعنوان يك تعميم طبيعي از مفهوم قديمي مدولدر حقيقت اين مفهوم ميكه 

مكالي ماكسيمال منجر به برخي نتايج جالب و -هاي كوهنمطالعات انجام شده روي مدولمكالي در نظر گرفته شود. -كوهن
مكالي ماكسيمال نسبي برخي از اين نتايج -مقاله عمده هدف ما فراهم نمودن نسخه كوهنمعروف شده است كه در اين 

، ܴمكالي نسبي -دهيم كه روي يك حلقه كوهننشان مي 2,2بعنوان اولين نتيجه در مقاله حاضر، در تذكر معروف است. 
ሻܯ,cdሺ॔و براي تمام اعداد صحيح  ܯبراي يك مدول متناهي مولد مانند  ൑ ݊ ،– يك مدول  ܯاز  3امين سي زي جي݊

-هاي كوهن،  يك نتيجه معروف در زمينه مدول3,2مكالي ماكسيمال نسبي يا يك مدول صفر است. سپس در گزاره -كوهن
باشد، آنگاه براي ॔		 آلمكالي نسبت به ايده-يك حلقه كوهن ܴدهيم كه اگر دهيم. در حقيقت نشان ميمكالي را تعميم مي

  يكريختي طبيعي زير موجود است:ܯ		مكالي ماكسيمال مانند -كوهن دولمെܴهر 
ோ⊗ܯ ෠ܴ ≅ HomோሺHomோሺܯ,D॔ሻ, D॔ሻ. 

ሻܯ,cdሺ॔		با ॔		 لآمكالي نسبت به ايده-هاي كوهنبطور دقيق تر براي همه مدول ൌ كنيم كه يكريختي اثبات مي، 	ݐ
  زير همواره برقرار است:

ோ⊗ܯ ෠ܴ ≅ Extோ
௖ି௧ሺExtோ

௖ି௧ሺܯ, D॔ሻ, D॔ሻ. 

                                                            
1 Functor 
2 Canonical modules 
3 Syzygy    
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-هاي كوهني از مدولسازيك مشخص D॔با استفاده از مدول مكالي نسبي -روي يك حلقه كوهن 4,2قضيه  همچنين در    
عميم و بهبود براي برخي نتايج معروف در زمينه يك ت 4,2ه از قضيه دهيم. نهايتاً، با استفادسيمال نسبي ارائه ميمكالي ماك

لي مكا-يك حلقه كوهن ܴكنيم. براي اين منظور فرض كنيم كه مكالي مهيا مي-كوهنهاي حاصل ضرب تانسوري مدول
نشان داد  ]12, 3,1[ در 1مدول ناصفر متناهي مولد باشند. كاوازاكيെܴيك  ܯو  Ωோ موضعي به همراه يك مدول متعارف

ோ⊗ܯو تنها اگر  مكالي است اگر-كوهن ܯيك مدول با بعد تصويري متناهي باشد، آنگاه  	ܯكه اگر  Ωோ  مكالي -كوهن
دند كه قضيه بالا براي مدولخاتمي و ياسمي اين قضيه را تعميم دادند. در حقيت آنها نشان دا ]13, 1,11[ . سپس درباشد

ل بعنوان يك نتيجه اصلي با استفاده از مدو 5,2در قضيه راستا  باشد. لذا در اينگرنشتاين متناهي نيز برقرار ميهاي با بعد 
 7,2آوريم. بعلاوه در گزاره بدست مي ، تعميم ديگري از قضيه بالا ( قضيه خاتمي و ياسمي) راΩோ به جاي مدول متعارف ॔ܦ

  را بهبود ببخشيم.   ]13, 1,11[و  ]12, 3,1[ توانستيم نتايج بعنوان كابردي از قضيه بالا 
 

 

 پيش نيازها. 1

  پردازيم.خواهد بود ميدر اين بخش به معرفي برخي از تعاريف، مفاهيم و نمادهايي كه در مقاله حاضر مورد نياز     
جهت نشان دادن يكريختي در رسته مشتق  ⋍	نشان داده مي شود و از نماد  ሺܴሻܦها با نماد مدول -ܴ 2رسته مشتق شده

ܺكنيم. براي همبافت ها استفاده ميشده مدول ∈ به صورت زير تعريف مي آن مهاي سوپريمم و اينفيمومفهوم  ሺܴሻܦ
  شوند:

supܺ ≔ supሼ݅ϵԺ	| ௜ሺܺሻܪ ് 0ሽ 
  و 

	inf	ܺ ≔ inf 	ሼ݅ϵԺ	| ௜ሺܺሻܪ ് 0ሽ 
∅supمطابق با قرار داد مرسوم داريم كه  ൌ െ∞  و		. inf∅ ൌ െ∞	 و همبافت  ݈براي عدد صحيحሺܺ, ، همبافت ௑ሻߦ

ሺ∑௟ܺ, ∑ߦ
೗௑	ሻ  ݒيعني براي هر عدد صحيحباشد. درجه به سمت چپ مي ݈به اندازه  ܺنشان دهنده همبافت انتقال يافته	 ،

ሺ∑௟ܺሻ௩ ൌ ܺ௩ି௟		  ߦو௩
∑೗௑ ൌ ሺെ1ሻ௩ߦ௩ି௟

௑.  توجه داشته باشيم كه هرെܴ توان بعنوان يك همبافت ا مير ܯمدول
 هاي بطورزير رسته كامل از همبافتهمچنين  گيرد.رار مير نقاط قدر ساي 0در جايگاه صفرام و  ܯدر نظر گرفت كه در آن 

هاي با اينفيموم (يعني: همبافت و محدود از راست هاي با سوپريمم متناهي)(يعني: همبافت همولوژيكي محدود از چپ
ها با امل از همبافتشوند. بعلاوه زير رسته كنشان داده مي ሺܴሻ⊏ܦو   ሺܴሻ⊐ܦبه ترتيب با استفاده از نمادهاي  متناهي)

بطور همولوژيكي محدود يا بطور همولوژيكي از چپ محدود هستند به ترتيب با نمادهاي  كه هاي متناهي مولد همولوژي مدول
ᇝܦ
௙ሺܴሻ  ܦو⊏

௙ሺܴሻ ܺشوند. فرض كنيم مي نشان داده ∈ ܻو  ሺܴሻ⊏ܦ ∈ . در اين صورت همبافت همريختي  ሺܴሻ⊐ܦ
,Homୖሺܺ܀با نماد  ܻو  ܺمشتق شده راست از  ܻሻ شود و همچنين داريمان داده مينش:  

                                                            
1 Kawasaki 
2 Derived category  
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,Homோሺܺ܀ ܻሻ ≃ Homோሺܲ, ܻሻ ≃ Homோሺܺ, ሻܫ ≃ Homோሺܲ,  ሻܫ

هستند. بعلاوه براي هر  ܻو يك تحليل انژكتيو براي  ܺبه ترتيب يك تحليل تصويري براي   ܫو  ܲهاي در اينجا همبافت 
  :   داريم ݅عدد صحيح 

Extୖ
௜ ሺX, Y	ሻ ≔ ,Homோሺܺ܀௜ሺିܪ ܻሻሻ 

ܺ هايو همچنين براي همبافت ∈ ܻو  ሺܴሻ⊏ܦ ∈ ࡾ⨂ܺ، همبافت ضرب تانسوري مشتق شده چپ با نماد ሺܴሻ⊏ܦ
 ܻࡸ

  شود و داريم:نشان داده مي
ࡾ⨂ܺ

ܻࡸ ≃ ோܻ⨂ܨ ≃ ܺ	⨂ோܶ ≃  ோܶ⨂ܨ
داريم  ݅هستند. بعلاوه براي هر عدد صحيح  ܻو  ܺيكدست براي  هايتحليلبه ترتيب  ܶو  ܨهاي كه در اينجا همبافت

Tor௜
ோሺX, Yሻ ≔ ௜ሺX⊗ோܪ

ࡸ Yሻهمبافت همريختي   ،هاشتر در مورد رسته مشتق شده مدول. براي تعاريف و جزييات بي
فرض كنيد  .كندمراجعه   ]4[و  ]3[تواند به مراجع مشتق شده راست و همبافت ضرب تانسوري مشتق شده چپ خواننده مي

H॔امين مدول كوهمولوژي موضعي െ݅باشد. در اين صورت  ܴآل از حلقه يك ايده ॔مدول و ܴ–يك  ܯ
௜ሺܯሻ زير  بصورت

  شود:تعريف مي
H॔
௜ሺܯሻ ∶ൌ lim

౤∈	Գ
ሱۛ ሮۛ

Extୖ
௜ ሺܴ ॔௡⁄  .ሻܯ,

ሻܯ,cdሺ॔ همچنين    ≔ sup	ሼ݅ϵԺ	|H॔௜ሺܯሻ ് 0ሽ  باشدمي ॔نسبت به ايده آل  ܯنشان دهنده بعد كوهمولوژيكي.  

   
 

  نتايج .2
  هرگاه ،شودناميده مي، 1॔مكالي نسبت به ايده آل -كوهن ܯ مولد مدول متناهيܴ–. 1,2تعريف 

gradeሺ॔,ܯሻ ൌ cdሺ॔,ܯሻ, 
-كوهن ܯبه عبارت معادل، مدول  است.॔	ال رشته در ايده-ܯنشان دهنده طول بزرگترين  ሻܯ,gradeሺ॔كه در آن 

H॔مدول كوهمولوژي موضعي െܴاست، هرگاه 	॔		آلنسبت به ايده مكالي
௜ሺܯሻ تنها در نقطه ݅ ൌ cdሺ॔,ܯሻ ناصفر باشد .

مكالي نسبي نيز -دهيم  و آن را كوهننشان مي ܯܥܴ_॔را با نماد  ॔آل مكالي نسبت به ايده-براي راحتي كار مدول كوهن
 ܯܥܴ_॔مدول െܴيك  ܯگوييم، هرگاه ماكسيمال مي ܯܥܴ_॔را  ܯ مولد مدول ناصفر متناهيെܴناميم.  بعلاوه مي
ሻܯ,cdሺ॔	با  ൌ cdሺ॔, ܴሻ .باشد      

را  ماكسيمال مكالي-كوهن هايمدولو  يلكام-كوهن هايمدولمفهوم  ي ازميفوق تعم فيكه تعر يموجه داشته باشت     
تقاطع كامل  يهاآلدهيبا مفهوم اي نسبي مكال-كوهنهاي مدولكه مفهوم  يمتوجه داشته باش نيدهد. همچنيارائه م

مورد مطالعه  ]16[و  ]15[، ]14[  ،]10[ درهايي مدول نيچن راًياخ .مرتبط است، مطالعه شده است ]9[كه در  2كوهمولوژيكي
  اند.قرار گرفته

                                                            
1  Cohen-Macaulay with respect to ideal ॔ 
2 Cohomologically complete intersection ideals 
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۴مدول و ܴ–يك  ܯفرض كنيد كه . 2,2تذكر  ൌ ൛	F୧, λ୧

۴ൟ	  باشد. در اين صورت، براي هر   ܯيك تحليل آزاد براي
Ω୧، مدول ݅عدد صحيح 

୊ሺܯሻ:ൌ ker	λ୧ିଵ
୊  با توجه به تمرين كنيم. تعريف مي  ܯامين سي زي جي از - ݅را بعنوان

݊براي هر عدد صحيح  ܴمكالي موضعي-روي يك حلقه كوهن ]2, 2,1,26[ ൒ dimܴ ،مدول Ω௡୊ሺܯሻ  صفر يا يك
  يعني نامساوي  ]2, 1,2,9[گزاره  لذا با توجه به است.مكالي ماكسيمال -مدول كوهنܴ–

gradeቀ॔	, Ω୬୊ሺܯሻቁ ൑ minሼ	n, gradeሺ॔, ܴሻሽ 
݊براي هر عدد صحيح  ܴمانند  ܯܥܴ_॔توان نتيجه گرفت كه روي يك حلقه مي ൒ cdሺ॔, ܴሻ هايل، مدو Ω௡୊ሺܯሻ  

                                                      			                                                           ماكسيمال هستند. ܯܥܴ_॔مدول ܴ–صفر يا يك 
با  باشد. در اين صورت 	Ωୖ مدول متعارفെܴهمراه با يك  ݀با بعد  مكالي موضعي-يك حلقه كوهن ܴفرض كنيد        

  زير موجود است: يكريختي معروف ܯمانند  ݐمكالي از بعد -مدول كوهنܴ–براي  ]2, 3,3,10[توجه به قضيه 
M ≅ Extୖ

ௗି௧൫Extୖ
ௗି௧ሺM, Ωோሻ, Ωୖ൯. 

بالا را فراهم  يكريختي يك تعميم طبيعي از Ωோ متعارفبه جاي مدول  	D॔لذا در اين راستا، در گزاره زير با استفاده از مدول
  كنيم. مي
  

,gradeሺ॔با  ܯܥܴ_॔يك حلقه موضعي و  	ሺܴ,ॠሻفرض كنيد  . 3,2گزاره  ܴሻ ൌ باشد. در اين صورت، براي هر   ܿ
ሻܯ,cdሺ॔با  ܯمانند  ܯܥܴ_॔مدول ناصفر و ܴ– ൌ t :يكريختي طبيعي زير برقرار است  

ோ⊗ܯ ෠ܴ ≅ Extୖ
ୡି୲ሺExtୖ

ୡି୲ሺܯ, D॔ሻ, D॔ሻ. 
ோ⊗ܯماكسيمال باشد، آنگاه   ܯܥܴ_॔مدول ܴ–يك  ܯبه ويژه اگر  ෠ܴ ≅ HomୖሺHomୖሺܯ, D॔ሻ, D॔ሻ.  

  
ሻܯ,cdሺ॔با  ܯܥܴ_॔مدول ܴ–يك  ܯ. فرض كنيم كه برهان ൌ  3,4[(iv) باشد. در اين صورت با توجه به قضيه ݐ

݆براي هر عدد صحيح  ]16, ് 	ܿ െ Extୖداريم كه  ݐ
௝ ሺܯ, D॔ሻ ൌ هاي زير براي هر يكريختيبا استفاده از  . بنابراين،0

  : ݅عدد صحيح 
Extோ

௜ ሺM, Σ௖ି௧D॔ሻ ≅ ,ܯHomோሺ܀௜ሺିܪ Σ௖ି௧D॔ሻሻ 
																																		≅ Hି௜ሺΣୡି୲ሺ܀Homோሺܯ,D॔ሻሻሻ 
																														≅ Hି௜ା௧ି௖ሺ܀Homோሺܯ, D॔ሻሻ 

													≅ Extୖ
௜ା௖ି௧ሺM, D॔ሻ, 

,HomୖሺMمي توان نتيجه گرفت كه  Σୡି୲D॔ሻ ≅ Extୖ
ୡି୲ሺM, D॔ሻ  ݅و همچنين براي هر عدد صحيح ൐ داريم  0

Extୖ
௜ ሺM, Σୡି୲D॔ሻ ൌ لذا در  آيد.بدست مي  ]4, 2,3,10[ دقت كنيم كه يكريختي دوم در بالا با استفاده از لم . اينجا0

,HomୖሺMرسته مشتق شده، يكريختي  Σୡି୲D॔ሻ ≃ ,ܯHomோሺ܀ Σୡି୲D॔ሻ آوريم. از طرف ديگر، با را بدست مي
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෠ܴ، يكريختي ]16, 3,8[ توجه به تذكر ≅ HomୖሺD॔, D॔ሻ ≃ ,HomோሺD॔܀ D॔ሻ  موجود است. بنابراين با استفاده از
  توان يكريختي هاي زير را بدست آورد:مي ]4,24A. ,3[و  ]3,4 ,16[(ii) قضيه هاي

,ሻ	D॔,ܯHomோሺ܀Homோሺ܀ D॔ሻ 	≃ ோ⊗ܯ
ࡸ ,HomோሺD॔܀ D॔ሻ	 

                                                   ≃ ோ⊗ܯ	
ࡸ ܴ.෡ 

  هاي زير: در نتيجه، با توجه به يكريختي
Extୖ

ୡି୲ሺExtୖ
ୡି୲ሺܯ, D॔ሻ, D॔ሻ ≅ HomோሺExtୖ܀௧ି௖൫ܪ

ୡି୲ሺܯ, D॔ሻ, D॔ሻ൯ 

																																																											≅ ,HomୖሺM܀Homோሺ܀௧ି௖൫ܪ Σୡି୲D॔ሻ, D॔ሻ൯ 

																																																										≅ ,HomୖሺM܀HomோሺΣୡି୲܀௧ି௖൫ܪ D॔ሻ, D॔ሻ൯ 

																																																											≅ ,HomୖሺM܀Homோሺ܀௧ି௖൫Σ୲ିୡܪ D॔ሻ, D॔ሻ൯ 

																																															≅ ,HomୖሺM,D॔ሻ܀Homோሺ܀଴൫ܪ D॔ሻ൯ 

	≅ ܯ	 ⊗ோ ෠ܴ 
اثبات كامل مي آيند،بدست ِمي ]4, 2,3,16[و  ]4, 2,3,10[ هايهاي چهارم و پنجم به ترتيب از لم كه در آن يكريختي

                                                                                                                                  شود.
 

 دهد. مكالي نسبي ارِائه مي-هاي كوهنحلقهمكالي نسبي ماكسيمال روي -هاي كوهنسازي از مدولقضيه زير يك مشخص

باشد. در اين صورت،  متناهي مولد مدول ناصفرܴ–يك  ܯموضعي و  ܯܥܴ_॔يك حلقه  	ሺܴ,ॠሻفرض كنيد .4,2قضيه 
  هاي زير معادل هستند:گزاره

 ماكسيمال است.  ܯܥܴ_॔يك مدول  ܯ )1

݅براي هر عدد صحيح   )2 ൐ Extୖ داريم كه 0
௜ ሺܯ, D॔ሻ ൌ 0 . 

  شرايط زير برقرار هستند )3
ܯ	الف)  ⊗ோ ෠ܴ ≅ HomோሺHomୖሺM,D॔ሻ, D॔ሻ	.  

݅ب)   براي هر عدد صحيح                  ൐ 0   ،Extୖ
௜ ሺHomୖሺܯ,D॔ሻ, D॔ሻ ൌ 0.  

  
ሻܯ,cdሺ॔و نامساوي  ]16, 3,3[ابتدا با توجه به تذكر  برهان. ൑ cdሺ॔, ܴሻ  معادل آيد، بدست مي ]6 , 2,2[كه از قضيه

شود. حال دقت الف) نتيجه مي )3⟸	) 1 ، گزاره3,2آيد و همچنين با استفاده از گزاره ) بدست مي2 ⟺) 1هاي بودن گزاره
   ، يكريختي زير برقرار است: ݅براي هرعدد صحيح  ]16, 3,2[ كنيم كه بنابر نتيجه

Extୖ
௜ ሺHomୖሺM, D॔ሻ, D॔ሻ ≅ ቀH॔௖ି௜൫Homோሺܯ, D॔ሻ൯ቁ

∨
								ሺ∗ሻ						 

,cdሺ॔كه در آن  ܴሻ ൌ براي  دهد كهنتيجه مي ]3,4 ,16[(b)(iv) به كاربردن قضيهب)   )3⟸	) 1ه بنابرين براي گزار. ܿ
݅هر عدد صحيح  ് cdሺ॔,ܯሻ	  داريمH॔௜ሺHomୖሺM, D॔ሻሻ ൌ مياستفاده از يكريختي بالا حاصل و لذا نتيجه با  0

݆ هر عدد صحيح ب) براي )3ابتدا با استفاده از فرض )1⟸	) 3 گزارهشود. براي ൏ H॔داريم   	ܿ
௝ሺHomୖሺM, D॔ሻሻ ൌ

,Supp൫HomୖሺM. از طرف ديگر، دقت كنيم كه 0 D॔ሻ൯ ⊆ SuppሺMሻ با توجه به مثال  و(iii)]5,32 ,17[  يك
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,HomୖሺMاز مدول  	୍	∋ሼN୧ሽ୧مانند  مولد متناهي هايخانواده از زير مدولو يك  ܫ 1مجموعه انديس مستقيم D॔ሻ  موجود
  است بطوري كه:

HomୖሺM, D॔ሻ ≅ 	 lim
౟∈	౅
ሱۛሮ

N୧. 

݅اين امر كه براي هر  لذا با توجه به ∈ 	I  ،SuppሺN୧ሻ ⊆ SuppሺMሻ توان نتيجه مي ]6, 2,2[ و به كار گرفتن قضيه
,cd൫॔گرفت كه HomୖሺM, D॔ሻ൯ ൑ cdሺ॔, Rሻ	 لذا براي هر عدد صحيح .݆ ്   داريم:  	ܿ

	H॔
௝ሺHomୖሺM, D॔ሻሻ ൌ 0. 

  آوريم:هاي زير را بدست مييكريختي ]3,1 ,16[(iii) و قضيه)ب) 3فرض  ሺ∗ሻ،	با استفاده از يكريختي  در نتيجه،  
Extୖ

௜ ൫R/॔,M⊗ୖ R෡൯ ≅ Extୖ
௜ ቀR/॔, H॔ୡ൫HomோሺM, D॔ሻ൯

∨
ቁ 

																																								≅ Tor௜
ୖ ቀR/॔, H॔ୡ൫HomୖሺM, D॔ሻ൯ቁ

∨
 

																																		≅ Tor௜ିୡ
ୖ ൫R/॔, HomୖሺM, D॔ሻ൯

∨
. 

݅بنابراين، براي هر عدد صحيح  ൏ Extୖداريم كه  ܿ
௜ ൫R/॔,M⊗ୖ R෡൯ ൌ به  ]8, 2,2[ و همچنين با توجه به قضيه 0

݅توان ديد كه براي هر عدد صحيح سادگي مي ൏ ܿ  ،H॔௜ሺܯ ⊗ோ ෠ܴሻ ൌ  2نهايتاً، با استفاده از قضيه تغيير پايه يكدست . 0
݅توان نتيجه گرفت كه براي هر عدد صحيح مي 3و قضيه استقلال ൏ ܿ  ،H॔୧ ሺܯሻ ൌ                                        شود.ميو لذا اثبات كامل  0

  
 1,11[ با توجه به بحث انجام شده در مقدمه، قضيه زير كه يكي از نتايج اصلي در اين مقاله است، يك تعميم از قضيه     

صورت ه باستفاده خواهيم كرد كه  ܯكند. در قضيه زير از مفهوم درجه براي مدول را فراهم ميز خاتمي و ياسمي ا  ]13,
grad	ܯ ൌ infሼ	݅	|	Extோ

௜ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ  شود. تعريف مي  
  

,gradeሺ॔موضعي با   ܯܥܴ_॔يك حلقه  	ሺܴ,ॠሻفرض كنيد . 5,2قضيه  ܴሻ ൌ  متناهيمدول ناصفر ܴ–يك  ܯو   ܿ
݅باشد به طوري كه براي هر عدد صحيح  مولد ൐ Tor௜داشته باشيم  0

ோሺM,D॔ሻ ൌ هاي زير  . در اين صورت گزاره0
  برقرار هستند:

Extୖ، ݅براي هر عدد صحيح  )1
௜ ሺM⊗ୖ D॔, D॔ሻ ≅ Extୖ

௜ ሺM, ෠ܴሻ  وM⊗ୖ D॔ ് 0. 

Extୖ	݅|	ሼ	supفرض كنيم كه   )2
௜ ሺM, Rሻ ് 0ሽ ൌ gradeሺ॔, Rሻ െ gradeሺ॔,Mሻ	 همچنين داشته  و

ܯ	gradباشيم  ൌ gradeሺ॔, Rሻ െ cdሺ॔,Mሻ	 است اگر و تنها   ܯܥܴ_॔يك مدول  ܯ.  در اين صورت
݅اگر براي هر عدد  صحيح  ് cdሺ॔,ܯሻ  داشته باشيمH॔௜ሺܯ ⊗ோ D॔ሻ ൌ 0 .  

  

                                                            
1 Directed index set 
2 Flat Base Change Theorem 
3 Independence Theorem 
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انديس  يك مجموعه ]17, 5,40[ مدول تصويري باشد. در اين صورت با توجه به قضيهܴ–يك  ܲفرض كنيد  )1 برهان.
  موجود است به طوري كه  ୍	∋൛F୨ൟ୨هاي آزاد متناهي مولد مانند مدولܴ–به همراه خانواده اي از  ܫ مستقيم

ܲ ≅ lim
ౠ∈	౅
ሱۛሮ

F୨ 

݆براي هر  ]4,3 ,16[(i) بنابراين با استفاده از قضيه  ∈ 	I   ݅و ് 	0 H॔ୡି௜൫F௝ ⊗ୖ D॔൯ ൌ ݅لذا براي هر . 0 ് 	0 
  داريم

H॔௖ି௜ሺP ⊗ୖ D॔ሻ ≅ lim
ౠ∈	౅
ሱۛሮ

H॔ୡି௜൫F௝ ⊗ୖ D॔൯ ൌ 0. 

݅براي هر عدد  توان ديد كهمي ]16, 3,2[ بنابراين با به كار گرفتن نتيجه  ് 	0 ،Extୖ
௜ ሺP⊗ୖ D॔, D॔ሻ حال با استفاده .

  :زير موجود است 1رشته طيفي ربع سومي  ]3,8 ,17[(i)و تذكر  ]16, 10,49[ از قضيه

Eଶ
୮,୯: ൌ Extୖ

୮ሺTor୯ୖሺM,D॔ሻ, D॔ሻ ௣
⇒Extୖ

୮ା୯൫M, ෠ܴ൯. 

ݍچون براي هر   ൐ ,ܯTor୯ୖሺداريم كه  0 D॔ሻ ൌ ݍ، پس براي هر 0 ് 0 ،Eଶ
୮,୯ ൌ و لذا رشته طيفي روي ستون  0

ݍ ൌ Extୖيكريختي   ،݅ريزد. بنابرين براي هر عدد فرو مي 0
୧ ሺM⊗ୖ D॔, D॔ሻ ≅ Extୖ

୧ ሺM, ෠ܴሻ در . آيدبدست مي
داريم  ݅براي هر عدد صحيح  ]7, 3,2,15[مدول يكدست است، لذا با استفاده از قضيه ܴ–يك  ෠ܴ ادامه توجه كنيم كه چون

Extୖ
௜ ൫M, ෠ܴ൯ ≅ Extୖ

௜ ሺM, Rሻ⊗ୖ ෠ܴ  دهد كه نشان ميM⊗ୖ D॔ ് 0.  
  
gradeሺ॔,Mሻهايه كنيم كه با استفاده از نامساويابتدا بايد توج )2 ൑ cdሺ॔,Mሻ ൑ cdሺ॔, Rሻ	   يك  ܴو فرض اينكه

,gradeሺ॔ است، ܯܥܴ_॔حلقه  ܴሻ െ gradeሺ॔,Mሻ يك مدول  ܯ باشد. حال فرض كنيمنامنفي مي يك عدد
݅باشد. در اين صورت، براي هر  ܯܥܴ_॔ ് gradeሺ॔,Mሻ   داريمExtୖ

௜ ሺM, Rሻ ൌ و  )1. لذا،  با استفاده از گزاره 0
݅توان ديد كه براي هر عدد  صحيح مي ]16, 3,2[ نتيجه ് cdሺ॔,ܯሻ ،H॔୧ ሺܯ ⊗ோ D॔ሻ ൌ . همچنين عكس گزاره 0

                                                                                                     شود.حاصل مي ]16, 3,2[ و نتيجه )1كور با استفاده از گزاره مذ
   

و از بعد گرنشتاين متناهي باشد.( براي تعريف،  مولد متناهي مدول ناصفر،ܴ–يك  ܯيك حلقه موضعي و  ܴكنيد فرض    
݅دهند كه براي هر عدد نتيجه مي ]7, 10,4,17[ و گزاره ]5, 1,10[ در اين صورت، نتيجه .ديده شود) ]1[ ൐ 0، 

Tor୧
ୖሺM, Ωோሻ ൌ  1,4,8[ با توجه به قضيه  باشد و همچنينمي ܴبراي حلقه  متعارفمدول ܴ–يك  Ωோكه در اينجا   0

Extୖ	i|	ሼ	supداريم كه   ]3,
୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ depthሺܴሻ െ depthሺܯሻ	دهد عكس مطلب ينشان م . تذكر زير

iبراي هر عدد دهيم كه اگر باشد. درحقيقت نشان ميمذكور برقرار نمي ൐ 0 ،Tor୧
ୖሺM, Ωோሻ ൌ و   0

                                                            
1 Third quadrant spectral sequence 
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sup	ሼ	i|	Extୖ
୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ depthሺܴሻ െ depthሺܯሻ	 متناهي  ܯ، آنگاه لزوما بعد گرنشتاين مدول

  اشد. بنمي
  

 مدول ناصفر وܴ–يك  ܯو  Ωோ متعارفمكالي موضعي به همراه مدول -يك حلقه كوهن 	ሺܴ,ॠሻفرض كنيد . 6,2تذكر 
Extୖ	i|	ሼ	supكه د بطوري باشن مولد متناهي

୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ depthሺܴሻ െ depthሺܯሻ  و همچنين
pdୖሺܯሻ ൌ ݊  . حال فرض كنيم ∞ ൒ dim	R  وΩ௡୊ሺMሻ ،െ݊ براي  ࡲامين سي زي جي مدول از يك تحليل آزاد

همچنين چون براي هر عدد  .مكالي ماكسيمال است-كوهن Ω୬୊ሺMሻمدول  2,2 باشد. در اين صورت، با توجه به تذكر ܯ
iصحيح  ൐ Extୖ، يكريختي0

୧ ሺΩ୬୊ሺMሻ, Rሻ ≅ Extୖ
୧ା୬ሺM, Rሻ  برقرار است، پس براي هر عدد صحيحi ൐ داريم  0

Extୖ
୧ ሺΩ୬୊ሺMሻ, Rሻ ൌ   زير . در نتيجه يكريختي0

,HomୖሺΩ୬୊ሺMሻ܀ Rሻ ≃ HomୖሺΩ୬୊ሺMሻ, Rሻ 
,HomோሺΩ୬୊ሺMሻمدولܴ–شود و همچنين ها برقرار ميشده مدولدر رسته مشتق  Rሻ	 مكالي ماكسيمال است و -كوهن

݅براي هر  ]2, 3,5,11[ لذا با توجه به نتيجه ൐ Extୖ داريم 0
୧ ሺHomୖሺΩ୬୊ሺMሻ, Rሻ, Rሻ ൌ   . بنابراين با توجه به0

]4,24 A. ,3[   هاي زيريكريختي  
,HomୖሺΩ୬୊ሺMሻ܀Homୖሺ܀ Rሻ, Ωୖሻ ≃ Ω୬୊ሺMሻ⊗ୖ

ۺ ,HomୖሺR܀ Ωୖሻ ≃ Ω୬୊ሺMሻ⊗ୖ
ۺ Ωୖ 

݅كند كه براي هر ايجاب مي  ൐ Tor୧داشته باشيم  0
ୖሺΩ୬୊ሺMሻ, Ωோሻ ൌ . حال با فرض درست بودن عكس مطلب بالا، 0

ሻቁܯGdimୖቀΩ୬୊ሺگيريم كه نتيجه مي، Ω୬୊ሺMሻبراي مدول  ]3, 1,2,6[با به كار بردن لم  ൌ GdimୖሺMሻو لذا  0 ൏

كه در شرط   ܯ مولد متناهي ناصفر ومدول ܴ–. بنابراين با فرض درست بودن عكس مطلب بالا اثبات كرديم كه هر∞
sup	ሼ	i|	Extୖ

୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ depthሺܴሻ െ depthሺܯሻ كند داراي بعد گرنشتاين متناهي است كه صدق مي
 ܯ مولد متناهيمدول ناصفر و ܴ– و يك ܴ، يك حلقه موضعي و آرتيني مانند ]11[ اين يك تناقض است. زيرا با توجه به

Extୖ	i|	ሼ	supبا شرط  
୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ                                                   باشد.    نامتناهي مي ܯگرنشتاين موجود است كه بعد  0

  
الي موضعي مك-دهد روي يك حلقه كوهنكه نشان مي ]13, 1,11[ با توجه با تذكر اشاره شده در بالا، در گزاره زير،  قضيه    
مكالي -كوهن ܯمدول متناهي مولد با بعد گرنشتاين متناهي باشد، آنگاه ܴ–يك  ܯ، اگر Ωோ متعارف همراه با مدول ܴ

ୖ⊗Mاست اگر و تنها اگر  Ωୖ	 دهيم.تعميم ميمكالي است، را -كوهن  
  

مدول ناصفر و ܴ–يك  ܯو  Ωோ متعارفمكالي موضعي به همراه مدول -يك حلقه كوهن 	ሺܴ,ॠሻفرض كنيد. 7,2گزاره 
Extୖ	i|	ሼ	supد بطوري كه متناهي مولد باش

୧ ሺܯ, ܴሻ ് 0ሽ ൌ depthሺܴሻ െ depthሺܯሻ   براي هر و همچنين
݅عدد صحيح  ൐ 0  ،Tor୧

ୖሺM, Ωோሻ ൌ مكالي ماكسيمال) است اگر و تنها -كوهن( مكالي-كوهن ܯ. در اين صورت، 0
ୖ⊗Mاگر  Ωୖ	 مكالي ماكسيمال)  است. -كوهن( مكالي-كوهن  
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෠ܴ	 3,3,5 ,2[، [(c)قضيه با توجه به  ابتدا توجه كنيم برهان. ⊗ୖ Ωୖ ≅ Ωோ෠ است و همچنين با  ෠ܴيك مدول متعارف براي حلقه  	
depthሺܴሻهاي تساوي توجه به ൌ depth൫ ෠ܴ൯  وdepthሺܯሻ ൌ depth൫ܯ෡൯  هاي يكريختي و		Extୖ

୧ ሺܯ, ܴሻ⨂ோ ෠ܴ ≅

	Extோ෠
୧ ൫ܯ෡, ෠ܴ൯ و	Tor୧

ୖሺM, Ωோሻ⨂ோ ෠ܴ ≅ Tor୧
ோ෠൫ܯ෡, Ωோ෠൯توان ديد كه يك حلقه كامل است و لذا مي ܴتوانيم فرض كنيم مي

Ωୖ ≅ Dॠ	 توان نتيجه گرفت كه مكالي است مي-كوهن ܴ. همچنين چونgradሺMሻ ൌ depth	R െ dim	Mنابراين اثبات با . ب
 .شود) كامل مي2(.5,2استفاده از قضيه 
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