
 

Optimal Stratification Using Decision Trees 

 M. Moradi1  , E. Kasani 2  

1. Corresponding Author, Department of Statistics, Faculty of Sciences, Razi University, Kermanshah, Iran.  E-mail: 
moradi_m@razi.ac.ir 

2. Department of Statistics, Faculty of Sciences, Razi University, Kermanshah, Iran. E-mail:  E-mail e.kasani@razi.ac.ir 

Article Info ABSTRACT  
Article type: 
Research Article 
 
 
Article history:  
Received: 5 May 2024 

Received in revised form: 
    30 May 2024 
Accepted: 16 June 2024 
Published online:  
 10 July 2024 
  
 
Keywords:  
Strata boundaries, 
Homogeneity of units  
within strata, 
Stratified sampling Efficiency,  
Penalty. 
 
 

Introduction 
Stratification sampling is one of the most widely used sampling methods. In 
some cases, it is up to the researcher to determine the boundaries of the classes, 
and in some cases, the society is already classified. The optimal classification 
for a situation is obtained from the boundary of the classes, based on those 
boundaries, the variance of the average (or total) estimator of the community 
reaches its minimum value. In traditional methods, the variance of the 
estimator is considered as a function of the boundaries of the response 
variable, and in order to achieve the minimum of the variance, equations are 
obtained, which are often solved by numerical methods. 

Considering that one of the boundaries of stratum h, i.e. , appear only in two 
terms  and , we have 

∑
 

Now, if  is the density function of y, the weight of the stratum can be 
written based on it, as follows; 
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Therefore, the derivative can be written as follows. 
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Similarly, a similar formula is obtained for the next stratum, and finally for 
1,2,… , 1, we have 
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These equations do not have a closed solution and are solved using 
approximate numerical methods. 

The first disadvantage of this optimal classification style is not considering 
independent variables. The second disadvantage is complicated equations that 



do not have a closed and understandable answer. Since the objectives of 
multiple data mining and the role of classification are not limited to the 
estimation of one parameter, it is necessary to seek to classify the observations 
into homogeneous subgroups so as to help more interpretability of the data.  

The decision tree, which is basically a prediction method, partitions the data 
into subgroups with the highest purity based on quantitative or qualitative 
auxiliary variables in successive branches. The simple interpretability of the 
decision tree is more prominent than its predictive accuracy. 

Material and Methods 
In this paper, we have tried to build the optimal classification based on the new 
criterion, λ , that is a combination of variance and a penalty 
for increasing the number of strata, so that important auxiliary variables in the 
formation of the decision tree determine the limits of the strata. In the 
introduced criterion the penalty term is λ , where H is the number of strata 
and λ is a tunning parameter. For zero value of λ, only the first term of the 
criterion, which is the variance, will play a role. As the tuning parameter λ 
increases, the number of optimal starts is reduced from 128 to 84, 6, and 2. 

Results and discussion 
By pruning the saturated tree successively until reaching the root node, 
different values of the variance of the estimator are obtained. By drawing a 
plot including the variance versus the number of strata, similar to the Figure 2 
on the top- left, a curve is obtained that has the highest concavity in the corner. 
Using the information obtained from this corner and the number of strata 
related to it will lead us to choose the appropriate value of λ. 

The classification process starts from the saturated tree and with successive 
pruning until reaching the tree stump, the number of strata decreases, the 
optimal classification is achieved based on the introduced combined criteria. 

Conclusion 
By applying the established criteria to the real population of Razi University 
students' academic progress, which includes the response variable of academic 
progress and twelve auxiliary variables in Table (1), the optimal classification 
with six strata was the result. The decision tree that produces this classification 
is shown in Figure 3. 

 

How to cite: Moradi, M., & Kasani, E. (2024). Optimal Stratification Using Decision Trees, Mathematical Researches, 
10 (2), 51 – 65. 

 
 
 

                               © The Author(s).                                                                        Publisher: Kharazmi University 
 

 

 



 

 

 بندي بهينه با استفاده از درخت تصميمطبقه

   2كسانيالناز  ، 1مرادي محمد

 abcdef@khu.ac.ir ، ايران. رايانامه:كرمانشاه، رازي، دانشگاه علومدانشكده ، آمارگروه نويسنده مسئول، . 1

  abcdef@khu.ac.ir :رايانامه ، ايران.كرمانشاه، رازي، دانشگاه علومدانشكده ، آمارگروه . 2

 چكيده  اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله: 

  
  
 16/2/1403 :افتيدر خيتار

  10/3/1403: بازنگري خيتار
  27/3/1403: رشيپذ خيتار
  20/04/1403: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ،حدود طبقات

  ،همگني واحدها داخل طبقات
  ،يبندگيري طبقهكارايي نمونه

  .جريمه
  

گيري است. در برخي موارد تعيين حدود طبقات هاي نمونهبندي يكي از پركاربردترين روشگيري طبقهنمونه
بندي بهينه به ازاي وضعيتي بندي شده است. طبقهطبقهبه عهده محقق است و در مواردي جامعه از قبل 

ن (يا مجموع) جامعه به شود كه بر اساس آن حدود، واريانس برآوردگر ميانگيازحدود طبقات حاصل مي
هاي سنتي، واريانس برآوردگر را تابعي از حدود طبقات متغير پاسخ در نظر كمترين مقدار خود برسد. در روش

هاي عددي به جواب شود كه غالبا از روشگيرند و جهت رسيدن به كمينه واريانس معادلاتي حاصل ميمي
نظر نگرفتن متغيرهاي مستقل است. عيب دوم، معادلات بندي بهينه، در رسد. عيب اول اين سبك طبقهمي

ندي بكاوي چندگانه و نقش طبقهاي است كه جوابي بسته و قابل فهم ندارند. از آنجا كه اهداف دادهپيچيده
 هاي همگن بود طوريبندي مشاهدات به زيرگروهفقط محدود به برآورد يك پارامتر نيست، بايد به دنبال رده

ست، در بيني اها نيز كمك شود. درخت تصميم كه در اصل روشي جهت پيشيري بيشتر دادهكه به تفسيرپذ
راز هايي با بيشترين خلوص افها را براساس متغيرهاي كمكي كمي يا كيفي به زيرگروهانشعابات متوالي داده

  بيني آن است.  تر از توان پيشكند. تفسيرپذيري ساده درخت تصميم برجستهمي
اي بر بندي بهينه را بر اساس معيار جديدي كه تركيبي از واريانس و جريمهايم طبقهقاله، سعي كردهدر اين م

زياد شدن تعداد طبقات است بسازيم طوري كه متغيرهاي كمكي با اهميت در تشكيل درخت تصميم حدود 
متوالي تا رسيدن به  هايشده شروع و با هرسبندي از درخت اشباعكنند. فرايند طبقهطبقات را مشخص مي

 شود. بندي بهينه بر اساس معيار تركيبي معرفي شده حاصل ميشود، طبقهكنده درخت، تعداد طبقات كم مي
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  مقدمه .1
ها استنباط آماري براي  هر كدام از زير جامعهسازي يا هنگامي كه جامعه آماري از چند زير جامعه تشكيل شده باشد و مدل

ت هاي مستقل از طبقات تحبندي كردن جامعه به شكل هر زير جامعه يك طبقه و گرفتن نمونهجداگانه مورد نياز باشد، طبقه
بندي از طبقه 2هاو مواجه با انبوهي از مه داده 1كاويبندي مرسوم بوده است. امروزه در مباحث دادهگيري طبقهعنوان نمونه
هاي كوچكتر با رفتار مشابه تحت عنوان يك از زير مجموعه ،ها بيشتر به منظور كم كردن پيچيدگي استخراج الگوكردن داده

  شود. استفاده مي ،طبقه به جاي استخراج يك الگوي واحد از كل داده
ا . در گذشته بيشتر هدف براورد يك پارامتر ببندي كردن به صورت بهينه به معيار مورد نظر تحليل بستگي داردنحوه طبقه

 دادهقابل قبول بوده است، پس منطقي است كه معيار واريانس و هدف رسيدن به كمينه آن باشد. در مواجه با مه 3درستي
ل تا يتر و فراتر از فقط برآورد يك پارامتر مانند ميانگين يا مجموع جامعه است و استخراج و تعميم نتايج تحلهدف پيچيده

ها در كنار معيار درستي بايد نيم نگاهي به ساده بندي دادهحد امكان بايد ساده و قابل فهم باشد. با اين استدلال، در طبقه
ها به چهار طبقه بر اساس دو عامل جنسيت و تحصيلات در بندي دادهبندي داشت. به عنوان مثال، طبقهبودن ساختار طبقه

، 5تا 0بندي با تعداد طبقات بيشتر و متغيرهاي كمكي مانند سن (بندي ساده و طبقهيك طبقهدو رده تحصيلات كم و زياد 
به بالا) و غيره مثالي از يك  5000و  5000تا  2000، 2000تا  500، 500تا  0و بالاتر)، درآمد ( 30و  30تا  15،15تا  5

  تر است.  بندي با ساختاري پيچيدهطبقه
امعه ج ،ياطبقه يريگطرح نمونه كيدر  «... اندبندي را بدين شكل تعريف كردهگيري طبقهنمونه 1992و همكاران  سارندال

شود. انتخاب در يدر هر طبقه انتخاب م ينمونه احتمال كي. شوديم ميبه نام طبقات تقس يپوشانرهميغ يهاهمعارجيبه ز
 يكمك ريچند متغ اي كي رياست و معمولاً با توجه به مقاده معاج ياز واحدها ي افرازيبندمختلف مستقل است. طبقه طبقات

  »شود. يم فيتعر همعاج يهمه واحدها يموجود برا
بر اساس متغير پاسخ اقدام به تعيين حدود طبقات نمود طوري كه واريانس برآوردگر تحت تخصيص  1950دالنيوس در سال 

هاي نيمن و متناسب اقدام به بر اساس متغير كمكي و تحت تخصيص1969نيمن كمينه شود. سينگ و سوخاتمه در سال 
بندي بهينه را  براي براوردگر نسبتي و طبقه 1971ر سال بندي بهينه نمودند. سينگ و سوخاتمه دتعيين حدود طبقه

  رگرسيوني مورد بررسي قرار دادند. 
 اختكنوي عيكه از توز يكمك ريرا بر اساس متغ پاسخريمتغ كي نهيبه يبندطبقه نييتع مسئله 2014خان و  همكاران سال 

  حل كردند.  4ايپو يسيبرنامه نو فناستفاده از  باي در نظر گرفته و رخطيغ يزيرمسئله برنامه كيكند، به عنوان  يرويپ
 تيسمانند سن، جن يعيطب طيشرا ريسا ايي يايمانند مناطق جغرافمتغيرهاي كمكي استفاده از به جاي  2018ردي و همكاران 

ويا بر نويسي پدر تخصيص نيمن و با استفاده از روش برنامه به حداكثر رساندن دقت برآورد ي بهينه را جهتبندطبقه ،رهيو غ
  بررسي كردند.  فقر آهن يخونكم يدر زنان بررس نيهموگلوب زانيم نيتخمهاي سلامت نظير روي شاخص

                                                            
1 Data mining 
2 Big data 
3 Accuracy 
4Dynamic 
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 با افتهي ميتعمبندي بهينه براي يك متغير كمكي ، طبقهناهمسان ونيرگرس 1همعاتحت مدل ابرج2022گوپت و اهامد سال
  . را مورد مطالعه قرار دادندمتناسب  صيتخص

ا با و نمونه ر كردنداستفاده  يبندطبقه ريبه عنوان متغ يكمك ريمتغ كيو  پاسخرياز دو متغ 2023دانيش و همكاران سال 
، هاجامعه ابراز  يا. تحت مجموعهكردندانتخاب  ضربحاصلو  ينسبتز برآوردگرهاي ا تركيبيبا  يبندطبقه رياستفاده از متغ
  ند. وردبه دست آ ايپو يسينوبرنامه كرديروي پاسخ و با رهايانباشته متغ انسيوار يسازنهيكم قياز طر را تحداقل معادلا

در تمام كارهاي انجام شده فوق، هدف تعيين حدود طبقات بر اساس متغيرپاسخ يا متغير كمكي كمي  است كه همبستگي 
نبه نظري شود و بيشتر جها براي متغير پاسخ توزيع احتمالي در نظر گرفته مي. در ابرجامعهبالايي با متغير پاسخ داشته باشد

هاي فرض شده پيروي نكنند. با توجه به پيچيده شدن حل معادلات، غالبا از هاي واقعي ممكن است از توزيعدارد زيرا داده
  برنامه نويسي پويا جهت تقريب جواب معادلات استفاده شده است. 

در اين مقاله بدون فرض توزيع خاصي براي متغير پاسخ و با استفاده از متغيرهاي كمكي كمي يا كيفي كه در ساخت درخت 
كنيم. پس از ساختن درخت تصميم كه الگوريتمي ساده و قابل بندي جامعه ميتصميم قابل استفاده هستند، اقدام به طبقه

ها جهت رسيدن به تعداد كمتري طبقه بزرگ ا تعداد زياد و سپس ادغام آنفهم براي همه دارد، تصور حدود طبقات كوچك ب
  تواند مورد استقبال كاربران نه چندان مسلط به رياضيات هم قرار گيرد. اي است كه ميكار ساده

هاي دادهها را از شود كه دانشجويان دانشگاه رازي هستند.  موفقيت تحصيلي آندر بخش دوم، جامعه موردمطاله معرفي مي
ايم. به همراه متغير پاسخ موفقيت تحصيلي، مورد بررسي قرار داده 1401تا  1375هاي آموزشي سيستم گلستان سال

اوري شده اند كه در تعيين طبقات متغيرهاي كمكي جنسيت، دانشكده، معدل ديپلم، مقطع و مقياس بومي بودن هم جمع
 بندي بهينه بر اساسهاي موجود تعيين طبقهمفيد باشند. در بخش سوم، روشتوانند كارآمد و قابل فهم مديران اجرايي مي

بندي بهينه را بر اساس درخت تصميم و معياري تركيبي از درستي و متغير پاسخ بيان شده است. در بخش چهارم، طبقه
  ايم و در نهايت بخش پنجم نتيجه گيري نوشته شده است. تعداد طبقات معرفي كرده

  

  اري و متغيرهاي مربوطهجامعه آم  .2

هاي برآورد ميزان پيشرفت تحصيلي دانشجويان، غير از اهميت درستي برآوردها، براورد اين پارامتر به تفكيك زيرجامعه در
قابل فهم و به تعداد كم هم اهميت دارد. در اين بخش، جامعه آماري، متغير پاسخ پيشرفت تحصيلي و متغيرهاي كمكي كه 

  گيرند.بندي جامعه استفاده كرد، مورد بررسي قرار ميدر طبقه هاتوان از آنمي

  

  

                                                            
1Superpopulation 
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  ،هدفجامعه  2,1

  ياهگزارش گلستان ثبت شده باشد. ستميها در سآن يهستند كه اطلاعات آموزش يدانشگاه راز انيدانشجو آن دسته از 
 بود. 1401 تا 1357از سال  يو دكتر ارشديكارشناس ،يكارشناس ،يدانشجو در مقطع كاردان 60922شامل  هياول

 يهاشاخص يبه عنوان مثال، در مقطع كارشناس با هم دارند. ياديز تدر مقاطع مختلف تفاو يليتحص شرفتيپشاخص
در مقاطع بالاتر  كهيحالدارند در ياديز تيو تعداد واحد افتاده اهم يتعداد ترم مشروط ،يليالتحصمعدل فارغ لياز قب يآموزش

 انيدانشجو تياكثر نكهياساس و با توجه به ا ني. بر اكنديم دايپ تيهم اهم يشاخص پژوهش ،يدر كنار شاخص آموزش
 ستميس اطلاعات نيهمچن م،يقرار نداد يرا مورد بررس يليتكم لاتيتحص انيبودند، دانشجو يشده مقطع كارشناس رفتهيپذ

مورد مطالعه  ياصلاحات، جامعه آمار نيا با .ميدر نظر نگرفت زيها را نآن به ناچاربه قبل ناقص بود و  1375گلستان  از سال 
  .اندكرده ليدانشگاه تحص نيدر ا 1401تا  1375از سال  يو كارشناس يطع كاردانادر مق رسيد كه دانشجو 30434 به

  متغيرهاي مورد مطالعه 2,2

 ازين يآمار يهاافزارپردازش نشده و ناقص هستند و قبل از انتقال به نرم صورتگلستان اغلب به ستميموجود در س يهاداده
گمشده و... است. پردازش  ،ياضاف ،يميقد يهاها شامل، وجود دادهاز نواقص موجود در داده يدارند. برخ شيرايو و يبه پاكساز

 يسازاز آماده بعدشوند.  ثبت نشده و... مشخص ريگمشده، مقاد ريام شد تا انحرافات، مقاداكسل انج افزارها در نرمداده هياول
 سايمق ريثبت شده بود متغ ستميكه در س ييرهايمتغ علاوه بر شدند.Rيآمار افزاراكسل آماده ورود به نرم افزارها در نرمداده
مشحصات مربوط به تعدادي از  اضافه شد.به مجموعه داده و  محاسبه ،استان محل زندگي ريبودن با استفاده از متغ يبوم

  آمده است. 1اند در جدول متغيرهايي كه در اين مقاله استفاده شده

گروه استان كرمانشاه،  6با استفاده از كد استان و شهرستان محل سكونت به و است  يارتبه يريمتغ يبوم اسيمق
 شد.  ليكشور تبداز دور و خارج يليخ يهادور، استان يهاهمجوار، استان يهاكرمانشاه، استان يهاشهرستان

. به عنوان مثال، دو ستين يابياساس  معدل خام قابل ارزاست و تنها بر يدر بخش آموزش چند بعد يليتحص شرفتيپ
 يگريدرس را گذرانده و د 16مره ها با ناز آن يكي. كننديدرس را اخذ م كيهمزمان  يكه در ترم ديريرا در نظر بگ يكلاسهم

در محاسبه معدل درس مورد نظر  گذراند،يدرس را م16افتاده هم با نمره  يبعد دانشجو يها. اما در ترمافتديدر آن درس م
 يدرس برابر نبوده است. بر مبنا نيكردن اآن دو نفر در پاس شرفتيپ زانيم كهيحالدر شوديلحاظ م 16هر دو نفر  يبرا
فرض  نيهمچن گرفته شده است. ردر نظ شرفتيپاس شده به اخذ شده هم جزو شاخص پ ياستدلال نسبت واحدها نيهم
 رديگيمشروط شده و در شرف اخراج از دانشگاه قرار م ياخذ شده را پاس ول يهمه واحدها يچند ترم متوال ييدانشجو ديكن

او را در  يكلاس. همزمان همشوديم ليالتحصفارغ 15ضا با معدل و فر ددهيخود را بهبود م اما در ادامه كار با تلاش معدل
دو نفر با  نيا شرفتيپ زانيشود. م ليالتحصفارغ يو بدون مشروط 15هر ترم با معدل  كنواختيكه به طور  ديرينظر بگ
تعداد ترم  نكهيا ليدلخواهد بود. به سهيقابل مقاتريمنطق ،نام شدهثبت  يهابه ترم يمشروط يهامانند نسبت ترم يشاخص

  شد.  در نظر گرفته يهمان تعداد ترم مشروطريتغها وجود نداشت ماخذ شده در  مجموعه داده
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  گلستان سيستماخذ شده از يرهايمتغ نيمهم از ب هايريمتغات مشخص. 1جدول 

  

 اثرياست. جهت ب ريرشته در چند سال مختلف متغ كي يو حت گريرشته به رشته د كيمعدل خام است كه از  گريد نكته
 صيمختلف استاندارد شده است. به منظور تلخ يهارشته-يگروه ورود ريدر ز انيكردن اثر رشته و سال ورود، معدل دانشجو

ده استفاده ش ياصلبعد، از روش مولفه كيدر  يو نسبت ترم مشروط همعدل استاندارد شده، نسبت واحد پاس شد ريسه متغ
 است.  

رشته-ورودي معدل كل استاندارد شده به تفكيك , 
		تعداد	واحد	پاس	شده
	تعداد	واحد	اخذ	شده ,   تعداد ترم مشروطي

 نيشتريب يممكن را دارد و به عبارت انسيوار نيشترياست كه ب رهاياز متغ يخط يبياول  ترك ياصلمولفه ،ياصلدر روش مولفه
تحت عنوان  يگريراه د ،يليتحص شرفتيمحاسبه پ. جهت كنديپاسخ در خود حفظ م رياطلاعات ممكن را در مورد سه متغ

 زانياز لحاظ م تيو پراهم تيكم اهم يرهاياست كه متغ نيروش ا نيا بيموزون با وزن برابر وجود دارد. از معا نيانگيم
  افراد را ندارد. يليتحص شرفتيپ كيتوان تفك يو به اندازه روش مولفه اصل رديگيدر نظر م كسانيرا  انسيوار

  درصدگمشده  نوع متغير نام متغير نوع   رديف

 %42  كيفي سكونتكد استان محل  يعموم 1

 %0  يفيك غير ايراني)-مليت(ايراني  يعموم 2

 %0  يفيك زن)-جنسيت(مرد  يعموم 3

 %0  يكم تعداد واحداخذ شده  يآموزش 4

 %0  يكم تعداد واحد گذرانده  يآموزش 5

 %0  يكم يتعداد مشروط  يآموزش 6

0%  يكم معدل كل  يآموزش 7 .31 

 26.%90  يكم پلميمعدل د  يآموزش 8

 %0  يفيك مقطع  يآموزش 9

 %41  يفيك و...)يانتقال،ياخراجل،يدانشجو(فارق التحصتيوضعنيآخر  يآموزش 10

 %0  كيفي كددانشكده  يآموزش 11

 %0  كيفي كد رشته  يآموزش 12
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هاي مختلف، شاخص مناسبي ها و رشته، با توجه به تغييرات معدل در ورودياساس معدل خامبر يليتحص شرفتيشاخص پ
 شتريب يريرپذيقرار گرفت و به منظور تفس يمحاسبات بعد يمبنا رشته-ياساس وروداستاندارد شده بر نيست. پس شاخص

  .ايمكرده يبنداسيصفر تا صد مق دامنهآن را در 

. . .  

∗  

  
 

  بندي بهينه با استفاده از متغير پاسخطبقه .3
طبقه است. در اين بخش،  به دنبال يافتن آن  Hقرار گرفته و هدف ساختن  (a,b)در بازه  yفرض كنيد متغير پاسخ 

,حدود  , …  را كمينه كند. اگر از هر طبقه با اندازه  هستيم كه واريانس برآوردگر  ,
  به صورت زير خواهد بود. گرفته شود،  واريانس برآوردگر  اي به اندازه نمونه

1
 

شوند و در طبقات ام در نظر گرفته ميhهر دو به عنوان واريانس طبقه  و  ، جملات1كه 
در تخصيص نيمن كه اندازه نمونه هر طبقه متناسب با اندازه طبقه و واريانس  پوشي با هم دارند.بزرگ تفاوت قابل چشم
   توان به صورت زير ساده كرد.شود، فرمول واريانس را ميطبقه در نظر گرفته مي

1 1 1 1

1 1
 

توان ضريب تصحيح جامعه متناهي وزن طبقه است. با فرض اينكه جامعه آنقدر بزرگ است كه مي كه 
رسيم. همچنين با توجه هدف خود مي به ∑را عدد يك فرض كرد، جمله دوم حذف مي شود و با كمينه كردن 

  شود، داريم ظاهر مي و  فقط در دو جمله  يعني  hبه اينكه حدود طبقه 

∑
 

  توان وزن طبقه را بر اساس آن نوشت.باشد، ميy چگاليتابع  حال اگر 
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W  

 

  توان به صورت زير نوشت.لذا مشتق را مي

2
 

  توان نوشت،به طور مشابه براي طبقه بعدي نيز مي

2
 

,1,2حدود طبقات بهينه به ازاي  … ,   آيد. از حل معادلات زير به دست مي1

2 2
 

حلي راه 1957دالنيوس و هاج سال اند. وابسته هردو به  و  اي ندارند، زيرا جملات اين معادلات جواب بسته
  از رابطه زير حاصل شود. ارايه كردند. فرض كنيد تابع  ∑تقريبي براي رسيدن به كمينه 

f t dt 

درون طبقه ثابت و توزيع يكنواخت در نظر  fاگر تعداد طبقات زياد و طول طبقات كم باشد، منطقي است كه تابع 
  گرفته شود. 

W ≅ y y  

≅
y y

√12
 

f t dt ≅ f y y  

  ام است. با استفاده از روابط بالا داريم،hدر طبقه fمقداري ثابت از تابع  كه 
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√12 ≅ y y Z Z  

Zشود كه همه جملات ماني كمينه ميزمقداري ثابت است، سمت راست معادله بالا  	چون Z 
  با هم برابر باشند. 

اند كه از فراواني ها جذر گرفته و سپس مقدار تجمعي را بدين شكل معرفي كردهبندي بهينه مطالب فوق روش طبقه از
هاي مساوي تشكيل يافته از مقدار طبقات محاسبه شود. سپس مقدار كل به تعداد طبقات مورد نظر تقسيم شود. بازه

  سازد.ها، حدود بهينه طبقات را مشخص ميتجمعي جذر فراواني

  

  استفاده از درخت تصميمبندي بهينه با طبقه .4
هاي ديگر هم تا حدي مشابه همين بندي بهينه معرفي شد. روشهاي طبقهترين روشدر بخش قبلي، يكي از مرسوم

هاي همگن به تعداد روش هستند. در اين بخش به كمك ساختن درخت تصميم ابتدا اقدام به افراز مشاهدات به زيرگروه
 ارزهم هاگروهدهيم. هركدام از اين را كاهش مي 2ي پايانيهارخت، تعداد گروهد 1كردن زياد نموده و سپس با هرس

  كنند.يك طبقه را مشخص مي اي از فضاي متغيرهاي كمكي است وزيرمجموعه

گيري از ساختن به كار برد، لذا در مباحث نمونه 3يبندردهو  ونيرگرس همسئل ي هردوتوان برايرا م ميتصم يهادرخت
توان به هردو منظور برآورد ميانگين يا مجموع جامعه و برآورد نسبت جامعه به ترتيب با مي اساس درختطبقات بر 

  بندي كمك گرفت. درخت رگرسيوني و درخت رده

 نيياز بالا به پااين روش  كرديروشود. براي ساخت درخت استفاده مي4يبازگشت انشعاب دوتاييروش در اين مقاله از 
واحد هستند) و سپس به  طبقه كينقطه همه مشاهدات متعلق به  نيشود (در ا يدرخت شروع م ياز بالا راياست، ز

، شوديتر درخت نشان داده منييدر پا ديدو شاخه جد قياز طر انشعابد. هر شويمي افراز نيب شيپ يفضا يطور متوال
. به شودسازي متوقف ميانشعاب و فرايندتا در نهايت تعداد مشاهدات هر انشعاب به مقداري از قبل تعيين شده برسد 

  گويند. شده مي 5درختي كه بيشترين انشعابات روي آن انجام شده درخت اشباع

                                                            
1 Pruning 
2 Terminal nodes 
3 Classification 
4Recursive binary splitting 
5 Saturated tree 
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تر كردن آن اقدام به كوچكبا هرس كردن درخت 1برازشيبيني با درخت تصميم جهت اجتناب از بيشهنگام پيش
خت تا حد اشباع، بزرگ شود و تعداد زيادي گره پاياني به دست دهيم درشود. در اين تحقيق، به طور مشابه، اجازه ميمي

ها زير گروهي از مشاهدات را در بر دارد كه براي ما نقش يك طبقه دارند. سپس با هرس كردن آيد. هركدام از اين گره
ر هرس د يابيم.ت ميهاي پاياني در همديگر است، به طبقاتي با اندازه بزرگتر دسهاي اضافي، كه به نوعي ادغام گرهشاخه

ها مقدار گيرند، به ازاي صرفنظر كردن از هر كدام از انشعابهاي توليد شده مورد توجه قرار ميكردن آخرين انشعاب
شود، انشعابي كه با حذفش بندي) محاسبه ميمجموع توان دوم خطا در درخت رگرسيون (و نرخ خطا در درخت رده

بندي در شود. دو مورد از طبقهيجه شود به عنوان گزينه هرس در نظر گرفته ميبيشترين درستي و يا كمترين خطا نت
  ) نمايش داده شده است. 1چهار و هيجده طبقه در شكل (

بندي و ادغام همه مشاهدات دهيم كه مفهوم حذف طبقهادامه مي 2اين عمل را تا رسيدن به كنده درخت (گره ريشه)
شود، در يك زير گروه است. در ادامه بر اساس معيار دقت برآوردگر كه جمله جريمه تعداد طبقات هم به آن اضافه مي

  آوريم. بندي بهينه را به دست ميطبقه

  

طبقه  جدهيجامعه را به ه يهرس شده. سمت چپ جامعه را به چهار طبقه و سمت راست ميدو درخت تصم : 1  شكل
  .كنديافراز م

                                                            
1Overfitting 
2Root node 
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خصيص دهيم. در تتاثير تعداد طبقات بر واريانس برآوردگر را با فرض استفاده از تخصيص متناسب مورد بررسي قرار مي

. در تخصيص شود، يعني ه ميمتناسب اندازه نمونه هر طبقه متناسب با اندازه طبقه در نظر گرفت
  شود.متناسب واريانس برآوردگر به صورت زير ساده مي

 

كنند. با زياد شدن تعداد با تغيير طبقات تغيير مي	و واريانس طبقه  در فرمول ساده شده بالا دو جمله وزن طبقه 
ها اثر چنداني يابد، لذا با كم و زياد شدن تعداد طبقات طبقات مقادير وزن كم ولي تعدادشان افزايش مي

خواهند داشت،  نقش اساسي در تغييرات  	نخواهند داشت. اما جملات واريانس طبقه  بر
ها، عملا ميانگين موزوني از واريانس طبقات است. در درخت تصميم با زياد شدن تعداد انشعاب ∑ زيرا

شوند كه همان تر ميها همگنيابد. به عبارتي ديگر مشاهدات داخل گرهها كاهش ميمشاهدات داخل گره 1ناخالصي
∑مفهوم كاهش واريانس طبقه  و در نهايت كاهش ميانگين موزون  توان تصور كرد كه را دارد. به راحتي مي 		

  كند. كاهش پيدا مي ها، واريانس بندي حاصل از درخت تصميم با افزايش تعداد انشعابدر طبقه

  

قرمز  نيچنقطه ی. خط افقλ چھار مقدار متفاوت یاز تعداد طبقات به ازا یبه عنوان تابع C اريمع راتيي:  تغ٢شکل 

را در نقاط  یمنحن یھا. نقاط توپر شکل بالا سمت چپ کنجدھدیدر ھر نمودار را نشان م  Hoنهيمکان تعداد طبقه بھ
  .ندداده ا شينما ۴۵و  ١٩، ۶

                                                            
1Impurity 
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شود تعداد طبقات تاحد گيري كردن از تعداد زيادي طبقه، چندان مطلوب نيست و در عمل سعي مياز طرفي نمونه
اي هم بر زياد جريمه كنيم كه در كنار كاهش واريانس اين اساس معياري تعريف مي امكان كم باشند. بر

  به صورت زير است. Cشدن تعداد طبقات اعمال كنيم. معيار تركيبي 

λ 1 4 

λپارامتر تنظيم است. با انتخاب   λو و در اصل همان اندازه درخت است تعداد طبقات Hكه  يعني هيچ محدوديتي  0
 λكردن واريانس است. با انتخاب مقدار بزرگي براي در تعداد طبقات وجود نخواهد داشت و هدف اصلي فقط كمينه

تواند به صورت پيش فرض بر اساس ميزان مي 	λمقدار  شود نه واريانس.اهميت بيشتر به تعداد كم طبقات داده مي
بالا سمت راست،  2توان بر اساس نقطه كنج منحني مشابه شكل همچنين مي اهميت تعداد طبقات به دقت تعيين شود.

  را تعيين كرد. 	λ) مقدار بهينه1-4تعداد طبقات بهينه و سپس از رابطه (

بايد با دقت طوري انتخاب شود كه همزمان كه واريانس تا حد مطلوبي كاهش داده شده، تعداد طبقات هم به  λمقدار 
  نيابد.  صورت غيرضروري افزايش

) كمكي  1كه متغير پاسخ پيشرفت تحصيلي و دوازده متغير جدول () 2معه آماري معرفي شده در بخش (بر اساس جا
λ، به ازاي مقادير 2 شكلدر هستند،  0, 0.00001, 0.0001,  Cتعداد طبقات بهينه بر اساس معيار  0.001

طبقات بهينه  از تعداد ، λمحاسبه و مشخص شده است. همانطور كه از نمودار معلوم است، با افزايش ضريب تنظيم 
  كاهش پيدا كرده است. 2 و 6و  84به  128

 Cتوان تعداد طبقه بهينه را تعيين كرد. منحني برابر صفر است، مي λچپ كه در آن تا حدي از روي نمودار بالا سمت  
مشهودتر است زيرا شيب منحني قبل و بعد از آن  6داري سه كنج است. البته كنج بودن در نقطه  45و  6،19در نقاط 

λ، كه به ازاي   Cافزايش مي يابد، شيب منحني 6تا  2نقطه تفاوت زيادي دارد. هنگامي كه تعداد طبقات از  0  
به بعد به آن اندازه كاهش  6ولي افزايش تعداد طبقات از كند همان واريانس برآوردگر است،  شديدا كاهش پيدا مي

، 19تا  6، 6تا  2ميزان كاهش واريانس به ازاي افزودن يك طبقه از تعداد طبقه  2آورند. در جدول واريانس به وجود نمي
قه ز طبشود و امحاسبه شده است. بيشترين كاهش واريانس تا رسيدن به شش طبقه حاصل مي 128تا  45و  45تا  19

تشکيل شش طبقه با استفاده از درخت  شود.شش به بالا به ازاي افزايش هر طبقه مقدار ناچيزي از واريانس كم مي

  نمايش داده شده است.  ٣تصميم ھرس شده در شکل 

λدر نمودار پايين سمت چپ نيز به ازاي   تعداد طبقه بهينه برابر شش حاصل شده است.  0.0001

هاي قبلي دارد، محدود نبودن معيار بهينگي به پارامتر واريانس  و دخالت داشتن تفاوت كليدي كه اين روش با روشه
بندي كردن مشاهدات بر اساس حدود متغير پاسخ در اجرا اغلب ميسر نيست. عامل تعداد طبقات است. همچنين طبقه

ورد بندي طبيعي جامعه مو كيفي كه ممكن است در طبقه بندي با درخت تصميم، هردو نوع متغير كمكي كميدر طبقه
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توجه باشند در اين روش قابل استفاده هستند.  به عنوان مثال، هنگام بررسي رضايت مشتريان يك شركت به ويژه در 
اولين نظرسنجي، شايد اطلاع چنداني از حدود رضايت در دست نباشد ولي به راحتي مشتريان بر اساس متغيرهاي كمكي 

  بندي هستند. موجود قابل طبقه

  . 2هاي نمودار بالا سمت چپ شكل ميزان كاهش واريانس در ازاي افزودن يك طبقه در كنج.  2جدول
کاھش واريانس در ازای 

 افزايش ھر طبقه
کاھش واريانس به نسبت 

 وضعيت قبلی  واريانس برآوردگر  تعداد طبقات  وضعيت

    0.048947  ٢  ١ 

‐0.00056  ‐0.00226  0.04669  ٦  ٢ 

‐4.1E‐05  ‐0.00053  0.04616  ١٩  ٣ 

‐4.9E‐05  ‐0.00127  0.044895  ٤٥  ٤ 

‐1E‐05  ‐0.00085  0.044045  ١٢٨  ٥ 

 

  

 نتيجه داده است. 1-4: درخت با شش گره پاياني كه طبقه بندي بهينه را بر اساس معيار 3  شكل

  

  گيرينتيجه .5
از  شود.شود مزيت تفسيرپذيري هم اضافه ميهنگامي كه حدود طبقات بر اساس انشعابات درخت تصميم ساخته مي

نتايج بخش چهارم معلوم شد كه اين هدف با شش طبقه و بر اساس متغيرهاي كمكي دانشكده، مقطع و جنسيت قابل 
هاي علوم نفر دانشجويان دانشكده 256اول شامل  بندي بهينه بدين صورت است كه طبقهدستيابي است. نتايج اين طبقه

نفر از دانشجويان  4253اند، طبقه دوم شامل و شيمي است كه در مقطع كارداني يا كارداني معادل فارغ التحصيل شده



 

 بندي بهينه با استفاده از درخت تصميمطبقه
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ه اند، طبقهاي علوم و شيمي است كه در مقاطع ديگر (غير از كارداني يا كارداني معادل) فارغ التحصيل شدهدانشكده
اي ههاي ديگر (غير از شيمي و علوم) هستند. دانشجويان دختر دانشكدهنفر از دانشجويان پسر دانشكده 11267سوم 

ر اند. دانشجويان دختر غيديگر (غير از شيمي و علوم) بر اساس دو عامل مقطع و دانشكده در سه طبقه بعدي قرار گرفته
نفر در يك  481ويان كارداني دانشكده فني و دامپروري به تعداد نفر در يك طبقه و دانشج 13860كارداني به تعداد 

  اند.جاي گرفتهاي ديگر نفر در طبقه 199ها به تعداد طبقه  و دانشجويان كارداني بقيه دانشكده

بندي بر اساس دانشكده و جنسيت(يعني دو برابر تعداد بندي فقط تفسيرپذيري بود شايد طبقهاگر هدف از طبقه
كرديم. ولي اگر هدف را فقط ها)، بهترين گزينه بود كه در آن صورت به درستي قابل قبولي دست پيدا نميدانشكده

داديم كه مشكلات پيچيدگي و دشواري طبقه يا بيشتر تشكيل مي 128كرديم بايد به تعداد درستي بالا در تعيين مي
  تفسيرپذيري را با خود داشت.  
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