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Abstract: In this paper, we define and discuss the properties of various classes of analytic multivalent
functions by using Gegenbauer polynomials. We make use of Gegenbauer polynomials to introduce the
new differential operator. This operator is based on the convolution Hadamard product. Also, we define
a new subclass of p-valent starlike and convex functions of order by using the q-derivative operator. In
addition, we derive families of analytic univalent functions associated with Gegenbauer polynomials and q-
derivative operators. Also, we obtain coefficient bounds for the functions in such new subclasses of analytic
functions. Moreover, we obtain several corollaries and results for p-valent starlike and convex functions of
order α. We establish certain growth and distortion theorems in such new subclasses of analytic functions.
Moreover, using the concept of the (q, δ)-neighborhood, we provide several inclusion symmetric relations
for certain (q, δ)-neighborhoods of analytic univalent functions with negative coefficients. Various q-
inequities are also discussed in more detail.
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ریاضͬ پژوهش های

۱۶–۱ ص ،۱ شماره ،۱۲ دوره ،۱۴۰۵ سال

q⁃مشتق بر مبتنͬ p⁃ارز توابع به نوین دیدگاه
باوئر گͽن چندجملەای و

(۱) مسیح سلطانͬ ولͬ و ۱ (۱) امینͬ ابراهیم

ايران تهران ۱۹۳۹۵، ۴۶۹۷ − پستͬ صندوق پيام نور، دانشͽاه رياضͬ گروه (۱)

۱۴۰۵̸۳̸۲۲ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۱۰̸۵ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲̸۷̸۱۳ دریافت: تاريخ

q⁃محدب و q⁃ستارەگون موضوع با ارز چند و تحلیلͬ توابع از خاصͬ رده مقاله این در چͺیده:
q⁃مشتق عملͽر از استفاده با ردەها این ͬ دهیم. م ارائه گͽن باوئر چندجملەای های از استفاده با را
ͬ کنیم. م تعریف را p⁃ارز توابع رده این برای ͬ های ͽهمسای −(δ, q) این، بر علاوه ͬ شوند. م تعریف
که منفͬ، ضرایب با p⁃ارز توابع برای ͬͽهمسای⁃ (δ, q) شمول رابطەی و ضرایب کران هم چنین

ͬ آوریم. م بەدست را ͬ شوند، م تعریف گͽن باوئر چندجملەای های و q⁃مشتق عملͽر با

عملͽر گͽن باوئر، چندجملەای های هانکل، دترمینان ،ͬͽهمسای تحلیلͬ، توابع کليدي: واژەهاي
q⁃مشتق.

05A30; 26D15; 30C45 ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱

عملͽرهای از جدیدی تعمیم این که است شد ه گرفته کار به تقریب نظریه در q⁃کسری حساب اخیر، دهەهای در
دارد کوانتومͬ ͷفیزی و خاص توابع مانند زمینەها از بسیاری در گستردەای کاربردهای مفهوم این است. ͷکلاسی
پوروهیت .[۴ ،۳] کرد تحلیل و معرفͬ را q⁃انتگرال عملͽر و q⁃مشتق عملͽر که بود کسͬ اولین جͺسون .[۲ ،۱]
ͷدیس در تحلیلͬ توابع از مشخص کلاس ͷی کسری، q⁃مشتق عملͽر از استفاده با که بود افرادی اولین از ͬͺی
توسط q⁃مشتق عملͽر از استفاده با مختلط آنالیز زمینه در توابع هندسͬ نظریه ادامه، در .[۵] داد تعمیم را واحد
مجموعەهای زیر در را q⁃مشتق عملͽر مفهوم محققان از بسیاری بعد، به آن از .[۶] است شده داده توسعه سیروستاوا
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۳ مشتق... −q بر مبتنͬ p⁃ارز توابع مطالعه

عملͽر از استفاده با را ستارەگون توابع خواص از برخͬ هم کاران و اسمعیل بردەاند. کار به تک ارز توابع از مختلف
مخروطͬ ناحیه در q⁃مشتق عملͽر از باستفاده را متقارن عملͽر هم کاران و کاناس .[۷] آوردەاند بەدست q⁃مشتق

بحث مورد را Ωk,α یافته تعمیم مخروطͬ دامنه با مرتبط q⁃ستارەگون توابع هم کاران و ژانگ .[۸] کردەاند تحلیل
.[۱۰] کردەاند بررسͬ را منفͬ ضرایب با تحلیلͬ توابع برای ͬͽهمسای⁃(n, δ) هم کاران و آلتین تا .[۹] دادەاند قرار
به توجه با .[۱۱] نمودەاند ارائه q⁃فراهندسͬ توابع بررسͬ برای یافته تعمیم q⁃تفاضل عملͽر ͷی داروس و محمد
مختلف زمینەهای در را عملͽرها این جامع بەطور محققان از بسیاری دارند، q⁃عملͽرها که زیادی بسیار اهمیت

.[۱۵–۱۲] کردەاند مطالعه تحلیلͬ توابع
است: زیر بەصورت f تابع q⁃مشتق عملͽر ،q ∈ (۰, ۱) برای

Dqf(z) =
f(z)− f(qz)

z(۱− q)
, z ̸= ۰, q ̸= ۱. (۱ .۱)

است: زیر بەصورت معمولͬ مشتق به همͽرا q⁃مشتق عملͽر که کنید توجه

lim
q→۱−

Dqf(z) = lim
q→۱−

f(z)− f(qz)

(۱− q)z
= f ′(z).

زیر بەصورت و ͬ دهیم م نمایش [n]q با را q⁃عدد باشد. n ∈ N و q ∈ (۰, ۱) کنید فرض [۱۷] .۱ .۱ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف

[n]q =
qn − ۱
q − ۱

, n ∈ N.

.[n]q → n داشت خواهیم q → ۱− که حالتͬ در کنید توجه

D = {z : |z| < ۱} یͺەی باز ͷدیس روی که باشد f تحلیلͬ p⁃ارز توابع شامل Ap و p ∈ N کنید فرض
اگر خاص حالت در هستند. f(z) = zp +

∑∞
k=۱ ak+pz

k+p شͺل به سری نمایش دارای و ͬ شوند م تعریف
S با را تک ارز توابع رده ͬ شود. م گفته تک ارز آن به باشد، ͷبەی ͷی f ∈ A تابع اگر .A۱ = A داریم p = ۱

.[۱۸] است شده بررسͬ کوهر و گراهام توسط رده این ͬ دهیم. م نمایش
مختلط صفحه در D یͺەی باز ͷدیس روی تحلیلͬ و p⁃ارز توابع مجموعه Up و p ∈ N کنید فرض هم چنین،

باشند: زیر سری نمایش با

f(z) = zp −
∞∑
k=۱

ak+pz
k+p, ak+p ≥ ۰, z ∈ D. (۲ .۱)

داشت: خواهیم آن گاه باشد شده داده نمایش (۲ .۱) رابطه با f تابع اگر q⁃مشتق، عملͽر تعریف به توجه با

Dqf(z) = [p]qz
p−۱ −

∞∑
k=۱

[k + p]qak+pz
k+p−۱.

با را g و f تابع دو پیچش .g(z) = zp −
∑∞

k=۱ bk+pz
k+p و باشد شده داده (۲ .۱) سری با f تابع کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را آن و ͬ دهیم م نشان f ∗ g

(f ∗ g) (z) = zp −
∞∑
k=۱

ak+pbk+pz
k+p, ak+p ≥ ۰, bk+p ≥ ۰, z ∈ D.
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کردەاند: تعریف زیر بەصورت را f تابع m⁃ام مرتبەی هانکل دترمینان های [۱۹] مقاله در توماس و نونان

Hm(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bk bk+۱ bk+۲ · · · · · · bk+m−۱

bk+۱ bk+۲ bk+۳ · · · · · · bk+m

bk+۲ bk+۳ bk+۴ · · · · · · bk+m+۱
... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ...

bk+m−۱ bk+m bk+m+۱ · · · · · · bk+۲(m−۱)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.m ≥ ۱, k ≥ ۱ و m, k ∈ N آن در که

،H۲(۱) = b۳− b۲۲ هانکل دترمینان مثال، بعنوان شدەاند. بررسͬ نویسندگان از بسیاری توسط هانکل دترمینان های
برای هانکل دترمینان بالای کران که دادەاند [۲۲]نشان در نویسندگان .[۲۱] است شده بررسͬ فکته⁃سͽو بار اولین
خواص از بسیاری و تحلیلͬ توابع برای هانکل دترمینان ۱۹۹۹ سال در دیل و وین است. |b۲b۴− b۲۳| با برابر f تابع

.[۲۳] کردەاند بررسͬ را دترمینان این
با چندجملەای ها این ͬ شوند. م شناخته G

(µ)
j کروی فوق چندجملەای های بەعنوان که گͽن باوئر چندجملەای های

ژاکوبی چندجملەای های از خاصͬ نمونەهای آن ها هستند. متعامد [−۱, ۱] بازه در (۱− t۲)µ−
۱
۲ وزن تابع به توجه

چندجملەای ها این تعریف برای زیر مولد تابع از ͬ دهند. م تعمیم را چبیشهف و لژاندر چندجملەای های و هستند
ͬ کنیم. م استفاده

H(t, z) =
۱

(۱− ۲tz + z۲)µ
= ۱+

∞∑
k=۱

G
(µ)
k (t)zk.

است: زیر دیفرانسیل معادلەی از ویژەای جواب گͽن باوئر چندجملەای های

(۱+ t۲)y′′ − (۲µ+ ۱)ty′ + k(k + ۲µ)y = ۰.

لژاندر جملەای چند به گͽن باوئر چندجملەای های حالت این در است. لژاندر معادلەی µ = ۱
۲ ازای به معادله این

گͽن باوئر چندجملەای های حالت این در است. چبیشهف معادله µ = ۱ که حالت در معادله این ͬ شوند. م تبدیل
مطالعه ͷهارمونی آنالیز زمینه در گͽن باوئر چندجملەای های ͬ شود. م تبدیل دوم مرتبه چبیشهف جملەای چند به

.[۲۵ ،۲۴] کردەاند مطالعه را چندچملەای ها این ͷفیزی و ریاضͬ در محققان از بعضͬ اخیرا شدەاند.
است: برقرار جملەای ها چند این برای زیر بازگشتͬ رابطه

G(µ)
۰ (t) = ۱,

G
(µ)
۱ (t) = ۲µt,

kG
(µ)
k (t) = ۲t(kj + µ− ۱)G(µ)

k−۱(t)− (k + ۲µ− ۲)G(µ)
k−۲(t).

ͬ کنیم: م تعریف را زیر سری ͬ توانیم م گͽن باوئر، چندجملەای های از استفاده با

Mµ
p(t, z) = zp −

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)z

k+p.



۵ مشتق... −q بر مبتنͬ p⁃ارز توابع مطالعه

بەصورت را Fµ
p : Up → Up عملͽر تحلیلͬ، تابع دو پیچش تعریف و Mµ

p(t, z) تابع تعریف از استفاده با اکنون
ͬ کنیم: م تعریف زیر

Fµ
p (t, z) = Mµ

p(t, z) ∗ f(z) = zp −
∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+pz

k+p, ak+p ≥ ۰, z ∈ D. (۳ .۱)

باشد. شده داده (۳ .۱) با Fµ
p ∈ Up و µ > ۰ ،t > ۰ ،۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۲ .۱ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را NSµ,p
q (t, α) توابع کلاس

NSµ,p
q (t, α) =

{
Fµ

p (t, z) ∈ Up : ℜ
(
zDqFµ

p (t, z)

[p]qFµ
p (t, z)

)
> α, z ∈ D

}
.

باشد. شده داده (۳ .۱) با Fµ
p ∈ Up و µ > ۰ ،t > ۰ ،۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۳ .۱ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را NCµ,p
q (t, α) توابع کلاس

NCµ,p
q (t, α) =

{
Fµ

p (t, z) ∈ Up : ℜ

(
۱+

Dq(zDqFµ
p (t, z))

[p]qDqF
µ
p (t, z)

)
> α, z ∈ D

}
.

داشت: خواهیم p = ۱ هرگاه خاص، حالت در

NSµ,۱
q (t, α) = NSµ

q (t, α), NCµ,۱
q (t, α) = NCµ

q (t, α).

و δ > ۰ کنید فرض .۴ .۱ تعریف

Gµ
p (t, z) = zp −

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)bk+pz

k+p, bk+p ≥ ۰, z ∈ D. (۴ .۱)

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت Fµ
p ∈ Up تابع ͬͽهمسای⁃(δ, q) این صورت در

N δ
p,q(Fµ

p (t, z)) =

{
Gµ
p (t, z) ∈ Up,

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)[k + p]q|ak+p − bk+p| ≤ δ

}
, (۵ .۱)

آن گاه ،h(z) = zp, p ∈ N اگر (۳ .۱) بنابر

N δ
p,q(h) =

{
Gµ
p (t, z) ∈ Up,

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)[k + p]q|bk+p| ≤ δ

}
. (۶ .۱)

کلاس این است. T µ,p
q (t, λ, α) کلاس به متعلق p⁃ارز توابع خواص و ͬ ها ویژگ بررسͬ مقاله این اصلͬ هدف

ͬ کنند: م صدق زیر نامساوی در که است Fµ
p (t, z) توابع شامل

ℜ
{

zDqFµ
p (t, z) + λzDq(zDqFµ

p (t, z))

(۱− λ)[p]qFµ
p (t, z) + λ[p]qzDqFµ

p (t, z)

}
> α, z ∈ D, ۰ ≤ α < ۱.
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داریم: که است واضح

T µ,p
q (t, ۰, α) = NSµ,p

q (t, α) و T µ,p
q (t, ۱, α) = NCµ,p

q (t, α).

برقرار زیر نامساوی بەطوری که باشد Fµ
p (t, z) توابع شامل Up از کلاسͬ زیر Rµ,p

q (t, λ, α) کنید فرض هم چنین،
باشد:

ℜ
{
Fµ

p (t, z) +
zλ

[p]q
DqFµ

p (t, z)

}
> α.

است: زیر بەشرح مقاله این اصلͬ ساختار
ارائه را Rµ,p

q (t, λ, α) و T µ,p
q (t, λ, α) کلاس های به متعلق توابع ضرایب تخمین جهت نامساوی هایی ۲ بخش در

بخش در ͬ آوریم. م بەدست را کلاس ها این به متعلق توابع برای را دگرشͺلͬ و رشد قضیه این بر علاوه ͬ دهیم. م
را شده تعریف کلاس های زیر از منفͬ ضرایب برای تحلیلͬ توابع برای ͬͽهمسای⁃(δ, q) با شمول رابطه چندین ۳

ͬ آوریم. م را پایانͬ نکته چند ۴ بخش در پایان، در ͬ کنیم. م اثبات

ضرایب نامساوی ۲

بەدست را Rµ,p
q (t, λ, α) و T µ,p

q (t, λ, α) کلاس های زیر به متعلق توابع ضرایب برای کران هایی بخش این در
ͬ آوریم. م

اگر فقط و اگر Fµ
p (z) ∈ T µ,p

q (t, λ, α) آن گاه .Fµ
p (z) ∈ Up و ۰ < q < ۱ کنید فرض .۱ .۲ قضیه

∑∞
k=۱

(
−α(۱− λ)[p]q + (۱− λα[p]q)[k + p]q + λ[k + p]۲q

)
G

(µ)
k+p(t)ak+p ≤ ϕp,

۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱, ϕp (۱− λ+ λ[p]q) < λ[p]q, z ∈ D, p, µ ∈ N,
(۱ .۲)

آن در که

ϕp = (۱+ αλ− α)[p]q + (λ− αλ)[p]۲q. (۲ .۲)

داشت: خواهیم این صورت در .Fµ
p (z) ∈ T µ,p

q (t, λ, α) کنید فرض اثبات.

ℜ

 (۱+ λ[p]q)z
p −

∑∞
k=۱

[k+p]q+λ[k+p]۲q
[p]q

G
(µ)
k+p(t)ak+pz

k+p

(۱− λ+ λ[p]q)z
p −

∑∞
k=۱(۱− λ+ λ[k + p]q)G

(µ)
k+p(t)ak+pzk+p

 > α,

۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱, ϕp (۱− λ+ λ[p]q) < λ[p]q, z ∈ D, p, µ ∈ N.

داشت: خواهیم ،z → ۱− و بͽیریم نظر در حقیقͬ اعدا محور روی را z اگر

(۱+ λ[p]q)−
∑∞

k=۱
[k+p]q+λ[k+p]۲q

[p]q
G

(µ)
k+p(t)ak+p

(۱− λ+ λ[p]q)−
∑∞

k=۱(۱− λ+ λ[k + p]q)G
(µ)
k+p(t)ak+p

≥ α,

۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱, α(۱− λ) + λ[p]q > ۲, z ∈ D, p, µ ∈ N.
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داشت: خواهیم لذا

−
∞∑
k=۱

(
−α(۱− λ)[p]q + (۱− λα[p]q)[k + p]q + λ[k + p]۲q

)
G

(µ)
k+p(t)ak+p

≥ (α− αλ− ۱)[p]q + (αλ− λ)[p]۲q,

۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱, ϕp (۱− λ+ λ[p]q) < λ[p]q, z ∈ D, p, µ ∈ N.

ͬ آید. م بەدست ۱ .۲ قضیه از (۱ .۲) نامساوی نتیجه در
ͬ دهیم: م قرار است. برقرار (۱ .۲) نامساوی کنید فرض برعکس،

z ∈ ∂D = {z ∈ C : |z| = ۱},

داشت: خواهیم (۳ .۱) تعریف بنابر آن گاه

∣∣∣∣∣ zDqFµ
p (t, z) + λzDq(zDqFµ

p (t, z))

(۱ − λ)[p]qFµ
p (t, z) + λ[p]qzDqFµ

p (t, z)
− ϕp

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣(−ϕp(۱ − λ)[p]q + (۱ − λϕp[p]q)[p]q + λ[p]۲q)z
p −

∑∞
k=۱

(
−ϕp(۱ − λ)[p]q +

(
۱ − λϕp[p]q

)
[p + k]q + λ[p + k]۲q

)
G

(µ)
k+p

(t)ak+pz
k+p

∣∣∣
|(۱ − λ + λ[p]q)[p]qz

p −
∑∞

k=۱(۱ − λ + λ[k + p]q)[p]qG
(µ)
k+p

(t)ak+pz
k+p|

=
(−ϕp(۱ − λ)[p]q + (۱ − λϕp[p]q)[p]q + λ[p]۲q)|z|

p +
∑∞

k=۱

(
−ϕp(۱ − λ)[p]q +

(
۱ − λϕp[p]q

)
[p + k]q + λ[p + k]۲q

)
G

(µ)
k+p

(t)ak+p|z|k+p

(۱ − λ + λ[p]q)[p]q |z|p −
∑∞

k=۱(۱ − λ + λ[k + p]q)[p]qG
(µ)
k+p

(t)ak+p|z|k+p

≤ ϕp − α.

۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱, ϕp
(
۱ − λ + λ[p]q

)
< λ[p]q , z ∈ D, p, µ ∈ N.

ͬ آوریم م بەدست مطلق ماکسیمم اصل بردن بەکار با است. برقرار (۱ .۲) نامساوی که ͬ یابیم م در نتیجه در
ͬ شود. م کامل قضیه اثبات لذا .Fµ

p ∈ T µ,p
q (t, λ, α)

این است. برقرار ۱ .۲ قضیه از (۱ .۲) نامساوی برای تساوی ͬ دهد م نشان که ͬ دهیم م ارائه تحلیلͬ تابع اکنون
است: زیر بەصورت انتهایی تابع

f(z) = zp −
(۱+ αλ− α)[p]q + (αλ− λ)[p]۲q

−α(۱− λ)[p]q + (۱− λα[p]q)[k + p]q + λ[k + p]۲q

۱
G

(µ)
k+p(t)

zk+p, z ∈ D,

۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱, ϕp (۱− λ+ λ[p]q) < λ[p]q, z ∈ D, p, µ ∈ N.

ͬ دهیم. م ارائه را زیر نتایج فوق، قضیه از استفاده با

اگر Fµ
p ∈ NSµ,p

q (t, α) این صورت در .Fµ
p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۲ .۲ نتیجه

اگر فقط و
∞∑
k=۱

(
−α[p]q + [k + p]q

)
G

(µ)
k+p(t)ak+p ≤ (۱− α)[p]q, z ∈ D.

است: برقرار زیر بەصورت شده داده تابع با فوق نامساوی برای تساوی

f(z) = zp − (۱− α)[p]q(
−α[p]q + [k + p]q

)
G

(µ)
k+p(t)

zk+p, z ∈ D.
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،Fµ
p ∈ NCµ,p

q (t, α) این صورت در .Fµ
p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۳ .۲ نتیجه

اگر فقط و اگر

∞∑
k=۱

(
(۱− α[p]q)[k + p]q + [k + p]۲q

)
G

(µ)
k+p(t)ak+p ≤ [p]q + (۱− α)[p]۲q, z ∈ D,

است: برقرار زیر بەصورت شده داده تابع با فوق نامساوی برای تساوی

f(z) = zp −
[p]q + (۱− α)[p]۲q(

(۱− α)[k + p]q + [k + p]۲q

)
G

(µ)
k+p(t)

zk+p, z ∈ D.

در باشد. شده داده نمایش (۳ .۱) با Fµ
p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۴ .۲ قضیه

اگر فقط و اگر Fµ
p (t, z) ∈ Rµ,p

q (t, λ, α) این صورت

∞∑
k=۱

(
۱+

λ[k + p]q
[p]q

)
G

(µ)
k+p(t)ak+p ≤ ۱+ λ− α, ۰ ≤ α < ۱, ۰ ≤ λ ≤ ۱.

است: برقرار زیر بەصورت شده داده تابع با فوق نامساوی برای تساوی

f(z) = zp −
(۱+ λ− α)[p]q

([p]q + λ[k + p]q)G
(µ)
k+p(t)

zk+p, z ∈ D.

به متعلق (۳ .۱) نمایش با Fµ
p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ λ ≤ ۱ ،۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۵ .۲ قضیه

این صورت در باشد. T µ,p
q (t, λ, α) کلاس

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

ϕp

ϕk+p

(۳ .۲)

و

∞∑
k=۱

[k + p]qG
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

ϕp[k + p]q
ϕk+p

, (۴ .۲)

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت ϕk+p و (۲ .۲) رابطه با ϕp آن در که

ϕk+p = −α(۱− λ)[p]q + (۱− λα[p]q)[k + p]q + λ[k + p]۲q, k = ۱, ۲, ۳, ... (۵ .۲)

داشت: خواهیم ۱ .۲ قضیه در (۱ .۲) نامساوی بنابر اثبات.

(
−α(۱− λ)[p]q + (۱− λα[p]q)[k + p]q + λ[k + p]۲q

) ∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p
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≤
∞∑
k=۱

(−α(۱− λ)[p]q + (۱− λα[p]q)[k + p]q + λ[k + p]۲q)G
(µ)
k+p(t)ak+p

≤ (۱+ αλ− α)[p]q + (λ− αλ)[p]۲q,

ͬ آید. م بەدست ۵ .۲ قضیه از (۳ .۲) نامساوی نتیجه در

داشت: خواهیم (۱ .۲) نامساوی بردن بەکار با هم چنین

− α(۱− λ)[p]q

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p +

(
(۱− λα[p]q) + λ[k + p]q

) ∞∑
k=۱

[k + p]qG
(µ)
k+p(t)ak+p

≤
∞∑
k=۱

ϕk+pG
(µ)
k+p(t)ak+p ≤ ϕp.

داشت: خواهیم لذا

((۱− λα[p]q) + λ[k + p]q)
∞∑
k=۱

[k + p]qG
(µ)
k+p(t)ak+p ≤ ϕp + α(۱− λ)[p]q

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p

= ϕp + α(۱− λ)[p]q
ϕp

ϕk+p

.

ͬ آوریم: م بەدست بنابراین

ϕk+p + α(۱− λ)[p]q
[k + p]q

∞∑
k=۱

[k + p]G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

ϕp (ϕk+p + α(۱− λ)[p]q)

ϕk+p

.

ͬ آید. م بەدست است شده ارائه (۴ .۲) در که نظر مورد نامساوی نتیجه در

ͬ آوریم. م بەدست را زیر نتایج فوق، قضیه از استفاده با

در باشد. NSµ,p
q (t, α) کلاس به متعلق Fµ

p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۶ .۲ نتیجه
داشت: خواهیم این صورت

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

(۱− α)[p]q
−α[p]q + [k + p]q

و

∞∑
k=۱

[k + p]qG
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

(۱− α)[p]q[k + p]q
−α[p]q + [k + p]q

.

در باشد. NCµ,p
q (t, α) کلاس به متعلق Fµ

p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۷ .۲ نتیجه
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داشت: خواهیم این صورت

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

[p]q + (۱− α)[p]۲q

(۱− α[p]q)[k + p]q + [k + p]۲q

و
∞∑
k=۱

[k + p]qG
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

[p]q + (۱− α)[p]۲q
(۱− α[p]q) + [k + p]q

.

کنیم. اثبات را زیر قضیه ͬ توانیم م مشابه، بەطور

در باشد. Rµ,p
q (t, λ, α) کلاس به متعلق Fµ

p (t, z) ∈ Up و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۸ .۲ قضیه
داشت: خواهیم این صورت

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

(۱+ λ− α)[p]q
[p]q + λ[k + p]

و
∞∑
k=۱

[k + p]qG
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

(۱+ λ− α)[p]q[k + p]q
[p]q + λ[p+ k]q

.

ͬ آوریم. م بەدست شده، تعریف کلاس های به متعلق توابع برای را شͺلͬ دگر و رشد قضیه ادامه در

شده داده نمایش (۳ .۱) با Fµ
p (t, z) تابع و ۰ ≤ λ ≤ ۱ ،۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۹ .۲ قضیه

داشت: خواهیم آن گاه ،Fµ
p (t, z) ∈ T µ,p

q (t, λ, α) اگر باشد.

rp − rp+۱ ϕp

ϕk+p

≤ |Fµ
p (t, z)| ≤ rp + rp+۱ ϕp

ϕk+p

, (۶ .۲)

شدەاند. داده (۵ .۲) رابطه با ϕk+p و (۲ .۲) رابطه با ϕp آن در که

ͬ آوریم: م بەدست را زیر نامساوی ،Fµ
p (t, z) ∈ T µ,p

q (t, λ, α) این که از اثبات.

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤

ϕp

ϕk+p

. (۷ .۲)

داشت: خواهیم است شده داده نمایش (۳ .۱) رابطه با Fµ
p (t, z) تابع این که از هم چنین

|z|p − |z|p+۱
∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p|z|k−۱ ≤ |Fµ

p (t, z)| ≤ |z|p + |z|p+۱
∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p|z|k−۱.

داشت: خواهیم نتیجه در

|z|p − |z|p+۱
∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p ≤ |Fµ

p (t, z)| ≤ |z|p + |z|p+۱
∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)ak+p.

ͬ آید. م بەدست (۶ .۲) در شده ارائه نظر مورد نامساوی ،(۷ .۲) رابطەی بنابر بنابراین
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ͬ آوریم. م را زیر نتایج فوق قضیەی از استفاده با

اگر باشد. شده داده نمایش (۳ .۱) با Fµ
p (t, z) تابع و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۱۰ .۲ نتیجه

داشت: خواهیم آن گاه ،Fµ
p (t, z) ∈ NSµ,p

q (t, α)

rp − rp+۱ (۱− α)[p]q
−α[p]q + [k + p]q

≤ |Fµ
p (t, z)| ≤ rp + rp+۱ (۱− α)[p]q

−α[p]q + [k + p]q
.

اگر باشد. شده داده نمایش (۳ .۱) با Fµ
p (t, z) تابع و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۱۱ .۲ نتیجه

داشت: خواهیم آن گاه ،Fµ
p (t, z) ∈ NCµ,p

q (t, α)

rp − rp+۱ [p]q + (۱− α)[p]۲q

(۱− α[p]q)[k + p]q + [k + p]۲q
≤ |Fµ

p (t, z)| ≤ rp + rp+۱ [p]q + (۱− α)[p]۲q

(۱− α[p]q)[k + p]q + [k + p]۲q
.

ͬ آوریم. م بەدست را زیر قضیه ،۹ .۲ قضیه اثبات مشابه

داده نمایش (۳ .۱) رابطه با Fµ
p (t, z) تابع و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ ≤ λ ≤ ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۱۲ .۲ قضیه

داشت: خواهیم آن گاه ،Fµ
p (t, z) ∈ T µ,p

q (t, λ, α) اگر باشد. شده

rp − rp+۱ϕp[k + p]q
ϕk+p

≤ |zDqFµ
p (t, z)| ≤ rp + rp+۱ϕp[k + p]q

ϕk+p

,

شدەاند. داده (۵ .۲) رابطه با ϕk+p و (۲ .۲) رابطه با ϕp آن در که

ͬ آوریم. م بەدست را زیر نتایج فوق قضیەی از استفاده با

اگر باشد. شده داده نمایش (۳ .۱) رابطه با Fµ
p (t, z) تابع و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۱۳ .۲ نتیجه

داشت: خواهیم آن گاه ،Fµ
p (t, z) ∈ NSµ,p

q (t, α)

rp − rp+۱ (۱− α)[p]q[k + p]q
−α[p]q + [k + p]q

≤ |zDqFµ
p (t, z)| ≤ rp + rp+۱ (۱− α)[p]q[k + p]q

−α[p]q + [k + p]q
.

اگر باشد. شده داده نمایش (۳ .۱) رابطه با Fµ
p (t, z) تابع و ۰ ≤ α < ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۱۴ .۲ نتیجه

داشت: خواهیم آن گاه Fµ
p (t, z) ∈ NCµ,p

q (t, α)

rp − rp+۱ [p]q + (۱− α)[p]۲q
(۱− α[p]q) + [k + p]q

≤ |zDqFµ
p (t, z)| ≤ rp + rp+۱ [p]q + (۱− α)[p]۲q

(۱− α[p]q) + [k + p]q
. (۸ .۲)

ͬͽهمسای⁃(n, δ) شامل شمول روابط ۳

ͬ کنیم. م تعیین زیر کلاس های از ͷی هر برای را ͬͽهمسای ͬ های ویژگ بخش، این در

T µ,p
q (t, λ, α), Rµ,p

q (t, λ, α), NSµ,p
q (t, α), NCµ,p

q (t, α).
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کلاس به متعلق Fµ
p (t, z) ∈ Up اگر .۰ < α < ۱ و ۰ ≤ λ ≤ ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۱ .۳ قضیه

آن گاه باشد، T µ,p
q (t, λ, α)

T µ,p
q (t, λ, α) ⊂ N δ

p,q(h), (۱ .۳)

و h(z) = zp, z ∈ D آن در که

δ :=
ϕp[k + p]q

ϕk+p

.

Gµ
p (t, z) کردن جایͽزین با و است شده بیان (۶ .۱) با که Nδ,q(h, f) تعریف از بەراحتͬ (۱ .۳) رابطەی اثبات.

ͬ آید. م بەدست ۵ .۲ قضیه از (۳ .۲) رابطه و Fµ
p (t, z) بەجای

کلاس به متعلق Fµ
p (t, z) ∈ Up اگر .۰ < α < ۱ و ۰ ≤ λ ≤ ۱ ،۰ < q < ۱ کنید فرض .۲ .۳ قضیه

آن گاه باشد، Rµ,p
q (t, λ, α)

Rµ,p
q (t, λ, α) ⊂ N δ

p,q(h),

و h(z) = zp, z ∈ D آن در که

δ :=
(۱+ λ− α)[p]q[k + p]q

[p]q + λ[p+ k]q
.

ͬ آوریم: م بەدست را زیر نتیجه و λ = ۰ ͬ دهیم م قرار ۱ .۳ قضیه در

باشد، NSµ,p
q (t, α) کلاس به متعلق Fµ

p (t, z) ∈ Up اگر .۰ ≤ α < ۱ و ۰ < q < ۱ کنید فرض .۳ .۳ نتیجه
آن گاه

S∗
q (p, α) ⊂ N δ

p,q(h),

و h(z) = zp, z ∈ D آن در که

δ :=
(۱− α)[p]q[k + p]q
−α[p]q + [k + p]q

.

ͬ آوریم: م بەدست را زیر نتیجه و λ = ۱ ͬ دهیم م قرار ۱ .۳ قضیه در

NCµ,p
q (t, α) کلاس به متعلق Fµ

p (t, z) ∈ Up تابع اگر .۰ ≤ α < ۱ و ۰ < q < ۱ کنید فرض .۴ .۳ نتیجه
آن گاه باشد،

Cq(p, α) ⊂ N δ
p,q(h),

و h(z) = zp, z ∈ D آن در که

δ :=
[p]q + (۱− α)[p]۲q

(۱− α[p]q) + [k + p]q
.

Gµ
p (t, z) ∈ Rµ,p

q (t, λ, α) اگر است Sµ,p
q (t, β, λ) کلاس به متعلق Fµ

p (t, z) ∈ Up تابع گوئیم .۵ .۳ تعریف
بەطوری که باشد داشته Fµ∣∣∣∣وجود

p (t, z)

Gµ
p (t, z)

− ۱
∣∣∣∣ < β.
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و Gµ
p (t, z) ∈ Rµ,p

q (t, λ, α) اگر .۶ .۳ قضیه

β = ۱− δ

[۱+ p]q

λ[k + p]q + [p]q
λ[k + p]q − (λ− α)[p]q

,

آن گاه
N δ

p,q(Gµ
p (t, z)) ⊆ Sµ,p

q (t, β, λ),

شدەاند. داده (۴ .۱) با Gµ
p (t, z) و (۵ .۲) با ϕk+p ،(۲ .۲) با ϕp آن در که

داشت: (۱. ۳)خواهیم رابطەی از استفاده با و Fµ
p (t, z) ∈ N δ

p,q(Gµ
p (t, z)) این که از اثبات.

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)[k + p]q|ak+p − bk+p| ≤ δ. (۲ .۳)

داشت: خواهیم است، نانزولͬ دنبالەی ͷی {[n]q}, n ∈ N این که از

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)[۱+ p]q|ak+p − bk+p| ≤

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)[k + p]q|ak+p − bk+p|.

ͬ کند م ایجاب این

[۱+ p]q

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)|ak+p − bk+p| ≤

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)[k + p]q|ak+p − bk+p|.

ͬ آوریم: م بەدست (۲ .۳) رابطەی بردن بەکار با

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)|ak+p − bk+p| ≤

δ

[۱+ p]q
, ۰ ≤ q < ۱, δ > ۰.

داشت: خواهیم است، Rµ,p
q (t, λ, α) مجموعەی به متعلق (۴ .۱) نمایش با Gµ

p (t, z) تابع این که به توجه با بنابراین

∞∑
k=۱

G
(µ)
k+p(t)bk+p ≤

(۱+ λ− α)[p]q
[p]q + λ[k + p]q

,

ͬ آوریم: م بەدست (۴ .۱) و (۳ .۱) معادلات بنابر

∣∣∣Fµ
p (t,z)

Gµ
p (t,z)

− ۱
∣∣∣ =

∣∣∣∣∑∞
k=۱ G

(µ)
k+p(t)(ak+p−bk+p)z

k+p−۱

۱+
∑∞

k=۲ G
(µ)
k+p(t)bk+pzk+p−۱

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∑∞
k=۱ G

(µ)
k+p(t)(ak+p−bk+p)

۱−
∑∞

k=۱ G
(µ)
k+p(t)bk+p

∣∣∣∣
≤ δ

[۱+p]q

(
۱

۱−
∑∞

k=۱ G
(µ)
k+p(t)|bk+p|

)
≤ δ

[۱+p]q

λ[k+p]q+[p]q
λ[k+p]q−(λ−α)[p]q

.

(۳ .۳)
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ͬ دهیم م قرار اکنون

β ≤ ۱− δ

[۱+ p]q

λ[k + p]q + [p]q
λ[k + p]q − (λ− α)[p]q

,

.Fµ
p (t, z) ∈ Sµ,p

q (t, β, λ) ͬ آوریم م بەدست ،(۳ .۳) نامساوی بردن بەکار و ۵ .۳ تعریف به توجه با نتیجه، در
ͬ شود. م کامل ۶ .۳ قضیه اثبات بنابراین

نتیجەگیری ۴

تحلیل و معرفͬ را q⁃مشتق از استفاده با منفͬ ضرایب با تحلیلͬ توابع از جدیدی کلاس های زیر مقاله، این در
ͬͽهمسای⁃(δ, q) هم چنین، شدەاند. تعریف گͽن باوئر چندجملەای های از استفاده با کلاس ها زیر این نمودەایم.
را توابع این برای ضرایب کران این، علاوەبر کردەایم. تعریف را گͽن باوئر چندجملەای های با p⁃ارز توابع برای
تعریف زیرکلاس های به متعلق توابع و ͬͽهمسای⁃(δ, q) برای شمول رابطەی چندین هم چنین، آوردەایم. بەدست

آوردەایم. بەدست را شده
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