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Abstract: Entropy is an important concept in many branches of science. The aim of this paper is to
introduce mathematical models of Rényi entropy and exponential Rényi entropy on effect algebras with
the Riesz decomposition property. To this end, the concepts of partitions of an effect algebra, refinement
of partitions, the join of two partitions, and state functions on effect algebras with the Riesz decomposition
property are first presented. Then, Rényi entropy and exponential Rényi entropy of order q for a partition
are introduced. It is shown that these entropies are positive, decreasing with respect to q, and that finer
partitions possess larger entropy values. In addition, the concavity property of state functions for Rényi
entropy on effect algebras with the Riesz decomposition property is proved. Furthermore, Rényi condi-
tional entropy and exponential Rényi conditional entropy of order q of a partition with respect to another
partition are defined, and their ergodic properties are investigated. Finally, it is shown that the introduced
Rényi entropies are generalizations of Shannon entropy.
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ریاضͬ پژوهش های

۶۴–۴۶ ص ،۱ شماره ،۱۲ دوره ،۱۴۰۵ سال

جبر روی رنͬ نمایی و رنͬ تعمیم یافتۀ آنتروپی های به رویͺردی
ریس تجزیه خاصیت با مؤثر

۱ (۱) ͬͺگیس اسلامͬ زهرا

ایران. سیرجان، اسلامͬ، آزاد دانشͽاه سیرجان، واحد ریاضͬ، گروه (۱)

۱۴۰۵/۳/۲۲ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴/۸/۱۴ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۱/۴/۱۸ دریافت: تاريخ

مدل های معرفͬ پژوهش، این از هدف است. علوم اغلب در مهم مفهوم ͷی آنتروپی، چͺیده:
منظور، بدین است. ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر روی رنͬ نمایی و رنͬ آنتروپی های از ریاضͬ
مؤثر جبر ͷی روی حالت تابع و افراز دو الحاق افراز، تظریف مؤثر، جبر ͷی افراز مفاهیم ابتدا
آنتروپی ها این شدەاند. معرفͬ افراز، ͷی مرتبه از رنͬ نمایی آنتروپی و رنͬ آنتروپی سپس شده، بیان
ͬ روند. م شمار به نزولͬ توابعͬ به، نسبت و داشته بزرگ تری آنتروپی ظریف تر، افرازهای بوده، مثبت
تجزیه خاصیت با مؤثر جبر روی رنͬ آنتروپی برای حالت تابع دو بودن مقعر خاصیت علاوەبر این،
افراز ͷی مرتبه از رنͬ نمایی شرطͬ آنتروپی و رنͬ شرطͬ آنتروپی ادامه، در است. برقرار ریس
همچنین گرفتەاند. قرار بررسͬ مورد آنها ͷارگودی خواص و شده تعریف نیز دیͽر افراز به نسبت

ͬ باشند. م شانون آنتروپی های از تعمیمͬ شده، معرفͬ رنͬ آنتروپی های که است شدە ثابت

شرطͬ نمایی آنتروپی رنͬ، شرطͬ آنتروپی رنͬ، نمایی آنتروپی رنͬ، آنتروپی کليدي: واژەهاي
مؤثر. جبر رنͬ،

37A35; 28D20 ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱
اطلاعات، تئوری در عمومͬ رویͺرد ͬ شود. م محسوب اطلاعات نظریەی در اساسͬ مفهوم ͷی آنتروپی، مفهوم
سیͽنال ͷی انتقال هنگام در که است تصادفͬ اشتباهات از معیاری آنتروپی، این .[۱] است شانون آنتروپی بر مبتنͬ

کمیت ،P شانون آنتروپی باشد، احتمال توزیع ͷی ،P = (p۱, ..., pn) ∈ Rn اگر ͬ آیند. م وجود به

H(P ) = −
n∑

i=۱

pi log۲(pi)
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زود، خیلͬ اما بود، شده ارائه اطلاعات نظریه برای ابتدا در شانون توسط شده معرفͬ مفهوم اگرچه بود. خواهد
این از علوم، سایر و [۵] الͽو تشخیص نظریه ،[۴] اقتصاد ،[۳] بیولوژی ،[۲] هواشناسͬ جمله از دیͽر، حوزەهای
استفاده غیره و الͽوها بررسͬ هدف، نمونەهای ساختن مشخص جوی، رفتارهای بررسͬ برای قدرتمند ریاضͬ مدل
قرار بررسͬ مورد و شده معرفͬ مفهوم، این تعمیم یافته مدل های آن، کاربردهای و شانون مدل اهمیت دلیل به کردند.
۱۹۶۱ سال در که است شانون آنتروپی از مهم و مفید تعمیم های از ͬͺی ،q مرتبەی از رنͬ آنتروپی .[۹–۶] اند گرفته
از P رنͬ آنتروپی باشد، احتمال توزیع ͷی P = (p۱, . . . , Pn) ∈ Rn اگر .[۱۰] گردید معرفͬ رنͬ آلفرد توسط
انعطاف پذیر تر شانون آنتروپی از رنͬ آنتروپی ͬ شود. م تعریف Hq(P ) = ۱

(۱−q)
log۲

∑n
i=۱(Pi)

q عدد ،q مرتبه
قرار استفاده مورد آنتروپی، ماکسیمم و آنتروپی مینیمم محاسبه برای آنتروپی شانون از تعمیمͬ عنوان به و بوده
ریاضͬ مدل های از و گرفته قرار محققان از بسیاری توجه مورد شانون، آنتروپی مانند نیز رنͬ آنتروپی ͬ گیرد. م
آستانەگذاری الͽوریتم های تصاویر، پردازش برای است. شده استفاده علوم سایر در آنتروپی، این برای شده معرفͬ
الͽوریتم ها، این بطوریͺه شدە، ارائه جدیدی آستانەگذاری الͽوریتم های رنͬ، آنتروپی ͷکم به دارند. وجود مختلفͬ
سیستم ͷی زمینەی در اساسͬ مسائل از ͬͺی .[۱۲ ،۱۱] دارند دیͽر الͽوریتم های به نسبت کمتری نویز و بالاتر دقت
رمزنگاری شده سیستم های امنیت اثبات برای روشͬ رنͬ، آنتروپی از استفاده با است. آن امنیت اثبات رمزنگاری شده،
لازم حدس های تعداد ͬ توان م رنͬ آنتروپی از استفاده با که شدەاست ثابت دیͽر، طرف از .[۱۳] است شدە ارائه
تحلیل برای رنͬ آنتروپی کوانتوم، در .[۱۴] برد بالا را کدها شͺستن سرعت و ساخته محدود را رمزگشایی برای
سیستم ͷی رنͬ آنتروپی شدەاست مشخص و گرفته قرار استفاده مورد کوانتومͬ، سیستم های آشفتگͬ و نظمͬ بی
ͬ کند م پیدا کاهش نمایی صورت به آشوبناک سیستم رنͬ آنتروپی که حالͬ در ͬ یابد، م کاهش خطͬ صورت به منظم
حق آنتروپی ها این است شده ثابت و بوده مالͬ ͷریس معیار ͷی رنͬ، نمایی و رنͬ آنتروپی اندازەهای .[۱۵]
قیمت گذاری مدل در بتا پارامتر به نسبت بالاتری توضیحͬ قدرت با حال عین در و سادەتر روشͬ به را سهام بیمه
مؤثر جبر روی رنͬ شرطͬ آنتروپی و رنͬ آنتروپی مطالعەی به حاضر مقاله .[۱۶] ͬ دهند م توضیح سرمایەای دارایی
غیرتیز اندازەهای مدل سازي براي و بنت و فولیس توسط مؤثر جبرهای دارد. اختصاص ریس تجزیه خاصیت با
بولͬ، جبرهای مانند جبری، ساختارهای تعمیم مؤثر، جبر .[۱۷] شدەاند معرفͬ کوانتومͯ ͷانیͺم سيستم هاي در
ͬ رود. م شمار به چندارزشͬ فرآیندهای توصیف برای مفید ابزار ͷی و بوده جبرها −MV و ارتومدول شبͺەهای
رنͬ آنتروپی کنون، تا اما ،[۲۱–۱۸] گرفته قرار مطالعه مورد محققان از بسیاری توسط جبری ساختار این آنتروپی
مطالعه در قدرتمند ریاضͬ مدل ͷی مؤثر، جبرهای که آنجا از نشدەاست. بررسͬ و مطالعه مهم، جبری ساختار این
مطالعه برای را مفید ابزاری ͬ تواند م رنͬ انعطاف پذیر آنتروپی بررسͬ و ارائه هستند، کوانتومͬ ͷانیͺم سیستم های
وضعیت پیش بینͬ ریاضͬ، مدل این همچنین آورد. فراهم سیستم ها این بی نظمͬ و قطعیت عدم میزان خصوص در
واقع گرایانەتر و راحت تر را آینده برای برنامەریزی نتیجه، در و ساخته آسان تر را کوانتومͬ ͷانیͺم سیستم های آینده

ͬ کند. م
نگاشت وجود ریس، تجزیه خاصیت واقع، در است. ریس تجزیه خاصیت مؤثر، جبر ͷی مهم ͬ های ویژگ از ͬͺی
آنتروپی مفاهیم ریس، تجزیه خاصیت از استفاده با نوشتار، این در ͬ کند. م مهیا را آنتروپی تعریف امͺان و حالت
مورد و شده تعریف نشدەاند⁃ ارائه کنون تا ⁃که ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر روی رنͬ شرطͬ آنتروپی و رنͬ
زیرا ͬ شوند، م بررسͬ و مطالعه پژوهش، این در اما هستند، بدیهͬ نمایی آنتروپی نتایج هرچند ͬ گیرند. م قرار بررسͬ
بخش در منظور این به .[۱۶] باشد مؤثر سیستم ها رفتار و نویزها مطالعەی در ͬ تواند م اندازه این شده است ثابت
با مؤثر جبر افرازهای رنͬ نمایی آنتروپی و رنͬ آنتروپي سوم، بخش در ͬ شوند. م بیان اولیه مفاهیم و تعاريف بعد،
آنتروپي و رنͬ شرطͬ آنتروپي مفاهیم آخر، بخش در شد. خواهد تحلیل آن خواص و معرفͬ ريس تجزيه خاصيت
از تعمیمͬ مفاهیم، این ͬ شود م ثابت و گردیده ارائه ريس تجزيه خاصيت با مؤثر جبر افرازهای رنͬ شرطͬ نمایی

برخوردارند. یͺنوایی خاصیت از که هستند شانون آنتروپی

پیش نیازها و اولیه مفاهیم و تعاريف ۲

شدەاست. پرداخته نیاز مورد اولیەی نتایج از برخͬ و مفاهیم اساسͬ، تعاریف معرفͬ به بخش این در

در باشد؛ E روی جزئͬ عمل ͷی ،⊕ و ثابت عناصر ۱ و ۰ تهͬ، غیر مجموعەی ͷی ،E کنید فرض .۱ .۲ تعریف



۴۹ رنͬ... نمایی و رنͬ تعمیم یافتۀ آنتروپی های به رویͺردی

خواص a, b, c ∈ E هر برای اگر ͬ شود، م نامیده مؤثر جبر ͷی ،E = (E,⊕, ۰, ۱) جبری ساختار صورت، آن
باشند: برقرار زیر

باشد. a⊕ b = b⊕ a و شده تعریف نیز b⊕ a آن گاه باشد، شده تعریف a⊕ b اگر آ⁃

.(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) و شده تعریف نیز a⊕ (b⊕ c) آن گاه باشد، شده تعریف (a⊕ b)⊕ c اگر ب⁃

.a⊕ a′ = ۱ که طوری به باشد؛ داشته وجود a′ ∈ E منحصربەفرد عنصر ͷی ،a ∈ E هر برای پ⁃

.[۱۷] باشد a = ۰ آن گاه باشد، شده تعریف E در a⊕ ۱ اگر ت⁃

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ،E = (E,⊕, ۰, ۱) مؤثر جبر در ” ≤ ” رابطەی
a ⊕ c = b که طوری به باشد؛ داشته وجود c ∈ E عنصر اگر فقط و اگر است، a ≤ b ،a, b ∈ E هر برای
رابطەی اگر و بود خواهد ۰ ≤ a ≤ ۱ ،a ∈ E هر برای و است جزئͬ مرتب رابطەی ͷی ،” ≤ ” رابطەی باشد.
a⊕ c = b رابطەی اگر فقط و اگر ͬ باشد، م c := b− a همچنین است. c۱ = c۲ باشد، برقرار a⊕ c۱ = a⊕ c۲

بود. خواهد a′ = ۱ − a ،a ∈ E هر برای که است واضح باشد. برقرار

x ≤ y۱ ⊕ y۲ رابطەی هر برای اگر است؛ ريس تجزيه خاصيت دارای ،E = (E,⊕, ۰, ۱) مؤثر جبر .۲ .۲ تعریف
.[۲۲] باشد x = x۱ ⊕ x۲ و x۲ ≤ y۲ ،x۱ ≤ y۱ که طوري به باشد؛ داشته وجود x۱, x۲ ∈ E دوعضو

و اگر است، ريس تجزيه خاصيت داراي E باشد. مؤثر جبر ͷی ،E = (E,⊕, ۰, ۱) کنید فرض .۳ .۲ لم
وجود c۱۱, c۱۲, c۲۱, c۲۲ ∈ E عناصر باشد x۱ ⊕x۲ = y۱ ⊕y۲ که x۱, x۲, y۱, y۲ ∈ E هر برای اگر فقط
y۲ = c۱۲ ⊕ c۲۲ و y۱ = c۱۱ ⊕ c۲۱ ،x۲ = c۲۱ ⊕ c۲۲ ،x۱ = c۱۱ ⊕ c۱۲ روابط که طوری به باشند؛ داشته

.([۲۲] ،۱ −۷ −۵ (لم باشند برقرار

حالت نگاشت ͷي ،s : E −→ [۰, ۱] نگاشت صورت، آن در باشد؛ مؤثر جبر ͷي ،E کنيد فرض .۴ .۲ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در اگر ͬ شود م نامیده

.s(a⊕ b) = s(a) + s(b) = s(e) آن گاه باشد، برقرار a⊕ b = e رابطەی و شده تعريف a⊕ b اگر آ⁃

.s(۱) = ۱ ب⁃

جبر اگر است شده ثابت چند هر است؛ حالت نگاشت دارای مؤثر، جبر ͷی که کرد ادعا ͬ توان نم کلͬ حالت در
خواص به توجه با .[۲۳ ،۲۲] داشت خواهد حالت نگاشت ͷی حداقل باشد، داشته ریس تجزیه خاصیت مؤثر،
آن گاه باشد، a ≤ b اگر همچنین .s(۰) = ۰ و s(a′) = ۱ − s(a) کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به حالت، نگاشت

.[۲۰] ͬ باشد م s(a) ≤ s(b)

,a؛ b ∈ Mk هر برای و بوده Mk := {۰, ۱
k
, ۲
k
, ..., k

k
} ،k ∈ N برای کنید فرض .۵ .۲ مثال

a⊕ b := min{۱, a+ b}

است. همانͬ حالت نگاشت دارای و بوده ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر ͷی ،Mk شود. تعریف

افراز ͷي E عناصر از A = {α۱, α۲, . . . , αn} زیرمجموعەی است. مؤثر جبر ͷي ،E کنيد فرض .۶ .۲ تعریف
.[۱۸] باشد ⊕n

i=۱ai = ۱ و بوده E از عضوي ⊕n
i=۱ai اگر است،

با و است A از تظریفͬ B باشند؛ افراز دو B = {b۱, b۲, . . . , bn} و A = {a۱, a۲, . . . , an} کنید فرض
باشد؛ داشته وجود αi مانند {۱, . . . ,m} از زيرمجموعەاي ،ai ∈ A هر برای اگر ͬ شود، م داده نمایش A ≺ B
.[۱۸] باشد ∪n

i=۱αi = {۱, . . . ,m} و αi ∩ αj = ∅ ،i ̸= j هر براي و بوده ai = ⊕j∈αi
bj که طوري به

⊕m
k=۱cik اگر است. B و A از ريس الحاق ͷی ،C = A ∨ B = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m}

به (بنا باشند s(cij) ≤ min

(
s(ai), s(bj)

)
و bj = ⊕n

k=۱ckj ،ai = ⊕m
k=۱cik شده، تعريف ⊕n

k=۱ckj و
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αik = {ik : باشد، ai ∈ A اگر و [۲۰] است افراز ͷی ،C دارند). وجود کوچͷ تر عناصر ريس، تجزيه خاصيت
است. ai = ⊕ik∈αik

cik و بوده {ik : i = ۱, . . . , n, k = ۱, . . . ,m} از زيرمجموعەاي k = ۱, . . . ,m}
∪n

i=۱∪m
k=۱ = {ik : i = ۱, . . . , n, k = ۱, . . . ,m} و بوده αij ∩ αik = ∅ ،ij ̸= ik هر برای همچنین

الحاق است. B ≺ C که کرد ثابت ͬ توان م صورت همین به است. A ≺ C که شد مشخص سادگͬ به پس است.
ͬ شود. داده م نمایش

◦
A ∨ B با و باشد منحصربەفرد الحاق این اگر است، B و A از تنها الحاق ͷی ، A∨B ريس

با B و A ریس الحاق های همه مجموعەی همچنین ͬ شود. م نامیده مستقل C باشد، s(cij) = s(ai)s(bj) اگر
ͬ شود. م داده نمایش RefR{A,B}

آن گاه باشند؛ A ≺ B و E افرازهای ،C و B و A و ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر ͷي ،E کنيد فرض .۷ .۲ لم

.[۲۰] است
◦

A ∨ C ≺
◦

B ∨ C

ͷي ،s : E −→ [۰, ۱] ريس، تجزيه خاصيت با مؤثر جبر ͷي ،E = (E,⊕, ۰, ۱) کنيد فرض .۸ .۲ تعریف
aj هر برای اگر است، A

◦
⊂ C صورت، آن در باشند. افراز دو C = {cj}mj=۱ و A = {ai}ni=۱ و حالت نگاشت

اگر است، A ◦
= C باشد. s

(
bij
)
= ۰ و bij ⊕ ai = cj که طوری به باشند؛ داشته وجود bij ∈ E و cj عناصر ،

باشند. C
◦
⊂ A و A

◦
⊂ C

ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر دو E = (E,⊕E, ۰E, ۱E) و F = (F,⊕F , ۰F , ۱F ) کنید فرض .۹ .۲ قضیه
و (e۱, f۱) ⊗ (e۲, f۲) = (e۱ ⊕E e۲, f۱ ⊕F f۲) ،C = E ⊗ F = {(e, f) : e ∈ E, f ∈ F} باشند.
خاصيت با مؤثر جبر ͷي ،C آن گاه باشند. (f۱ ≤F f۲ و e۱ ≤E e۲ اگر تنها و اگر است. (e۱, f۱) ≤ (e۲, f۲)

.[۱۹] ͬ شود م نامیده F و E مؤثر جبر دو از حاصل ضربي و بوده ريس تجزيه

اگر تنها و اگر است، C = E ⊗ F از افزار ͷی ،A = {(ei, fi)}ni=۱ کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به

AF = {fi}ni=۱ و AE = {ei}ni=۱

از افرازهایی B = {(e′i, f ′
i)}mi=۱ و A = {(ei, fi)}ni=۱ اگر همچنین باشند. F و E از افرازهایی ترتیب به

است. AF ⪯ BF و AE ⪯ BE آن گاه باشد، A ⪯ B و بوده C = E ⊗ F
سال در دیانولا توسط است، ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر ͷی افزارهای شانون آنتروپی که زیر تعریف

.[۱۸] است شده معرفͬ ۲۰۰۵

خاصیت با مؤثر جبر روی افراز ͷی A = {ai : i = ۱, . . . , n} و حالت تابع ͷی s کنید فرض .۱۰ .۲ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به A شانون آنتروپی حالت، آن در باشد. ریس تجزیه

H(A) := −
n∑

i=۱

s(ai) log۲ s(ai) (۱)

شد. خواهد حذف ۲ مبنای سهولت، ایجاد منظور به متن ادامه در که است ذکر به لازم
و A = {ai : i = ۱, . . . , n} افراز دو از ریس الحاق ͷی C = {cij : ۱ ≤ i ≤ m, ۱ ≤ j ≤ n} کنید فرض

صورت به افراز دو این شرطͬ آنتروپی باشد؛ B = {bj | j = ۱, . . . ,m}

HC(A | B) := −
∑
i,j

s(cij) log۲

(
s(cij)

s(bj)

)
(۲)

.[۱۸] s(bj) > ۰ که ͬ شود م تعریف

تجزیه خاصیت با مؤثر جبر افزارهای رنͬ نمایی آنتروپی و رنͬ آنتروپی ۳
ریس

ادامه در ͬ شود. م پرداخته ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر افزارهای رنͬ آنتروپی بررسͬ و معرفͬ به بخش، این در
بوده حالت تابع ͷی s : E → [۰, ۱] و ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر ͷی E = (E,⊕, ۰, ۱) ͬ شود م فرض

ͬ شود. م داده نشان s : E → [۰, ۱] و E با بترتیب و
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آنتروپی باشد. q ∈ (۰, ۱) ∪ (۱,∞) و E روی افزار ͷی A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۱ .۳ تعریف
صورت به q مرتبه از A رنͬ

Hs
q (A) :=

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q (۳)

صورت به رنͬ نمایی آنتروپی و
Es

q(A) := eH
s
q (A) (۴)

ͬ شوند. م تعریف
۰ ≤ s(ai) ≤ ۱ چون که باشد؛ q ∈ (۰, ۱) کنید فرض .Hs

q (A) ≥ ۰ و Es
q(A) ≥ ۱ کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به

و بوده s(ai) ≤ sq(ai) پس است
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≥

n∑
i=۱

s(ai) = s (⊕n
i=۱ai) = s(۱) = ۱

نتیجه در ͬ باشد. م

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≥ ۱

۱ − q
log(۱) = ۰

.Es
q(A) ≥ ۰ و Es

q(A) ≥ ۱ کرد ثابت ͬ توان م نیز q؛ ∈ (۱,∞) برای است. Es
q(A) = eH

s
q (A) ≥ e۰ = ۱ و

یͺنواخت نگاشت ͷی s حالت نگاشت و E روی افزار ͷی A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۲ .۳ مثال

آن گاه باشد.
(
s(ai) =

۱
n
, i = ۱, . . . , n

)
A روی

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(
۱
n

)q

=
۱

۱ − q
log n۱−q = log n

و
Es

q(A) = elogn = n

ͬ شود؛ م ثابت بعد قضیه در اما ͬ آید. م در ۰
۰ مبهم صورت به چون است؛ نشده تعریف رنͬ آنتروپی ،q = ۱ برای

شانون نمایی آنتروپی و شانون آنتروپی به همͽرا رنͬ نمایی آنتروپی و رنͬ آنتروپی ͬ رود، م ͷی سمت به q که وقتͬ
است.

باشد. E روی حالت نگاشت ͷی s و افزار ͷی A ریس، تجزیه خاصیت با مؤثر جبر ͷی E کنید فرض .۳ .۳ لم
باشد. (A = {۱}) بدیهͬ افزار ͷی A اگر فقط و اگر است صفر برابر A افزار رنͬ آنتروپی

داریم: باشد؛ A = {۱} کنید فرض اثبات.

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log(s(۱))q =
۱

۱ − q
log(۱) = ۰

چون باشد. Hq(A) = ۰ و بوده E روی افزار ͷی A = {ai : i = ۱, ۲, . . . , n} کنید فرض برعکس،
۱ < q اگر است. ۰ ≤ s(ai) < ۱ ،ai هر برای و بوده

∑n
i=۱ s(ai) = ۱ است؛ بدیهͬ غیر افزار ͷی A

و بوده (s(ai))q < s(ai) باشد؛

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i−۱

(s(ai))
q >

۱
۱ − q

log
n∑

i−۱

s(ai) = ۰

است. بدیهͬ افراز ͷی A بنابراین دارند. تناقض فرض با که داریم q < ۱ حالت برای مشابه، طور به
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آن گاه باشد. E روی افزار ͷی A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۴ .۳ قضیه

lim
q→۱

Hs
q (A) = −

n∑
i=۱

s(ai) log۲ s(ai) = H(A)

و
lim
q→۱

Es
q(A) = eH(A) = E(A)

داریم: باشند. دیفرانسیل پذیر تابع دو g(q) = ۱ − q و f(q) = log
∑n

i=۱ s(ai)
q کنید فرض اثبات.

lim
q→۱

f(q) = lim
q→۱

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q = log

(
lim
q→۱

n∑
i=۱

(s(ai))
q

)

= log

(
n∑

i=۱

s(ai)

)
= log ۱ = ۰

و
lim
q→۱

g(q) = ۱ − ۱ = ۰

هوپیتال؛ قاعده به بنا

lim
q→۱

Hs
q (A) = lim

q→۱

f(q)

g(q)
= lim

q→۱

df(q)
dq

dg(q)
dq

= lim
q→۱

−
∑n

i=۱ s(ai)
q ln s(ai)∑n

i=۱ s(ai)
q ln ۲

=
−
∑n

i=۱ s(ai) ln s(ai)∑n
i=۱ s(ai) ln ۲

= −
n∑

i=۱

s(ai) log۲ s(ai) = H۱(A).

ͬ باشد. م limq→۱ E
s
q(A) = elimq→۱ H

s
q (A) = eH(A) = E(A) پس است؛ پیوسته ex تابع چون همچنین

ts۱(۱)+(۱−t)s۲(۱) = ۱ زیرا است. حالت تابع ͷی نیز ts۱+(۱−t)s۲ آن گاه باشند؛ حالت تابع دو s۱, s۲ اگر
و بوده

(
ts۱ + (۱ − t)s۲

)
(a⊕ b) = ts۱(a⊕ b) + (۱ − t)s۲(a⊕ b)

= ts۱(a) + ts۱(b) + (۱ − t)s۲(a) + (۱ − t)s۲(b)

=
(
ts۱ + (۱ − t)s۲

)
(a) +

(
ts۱ + (۱ − t)s۲

)
(b)

برای حالت تابع دو تقعر خاصیت بعد قضیه در ͬ باشند. م s حالت تابع به وابسته شده؛ معرفͬ آنتروپی های ͬ باشد. م
ͬ شود. م ثابت رنͬ آنتروپی

هر برای باشند. حالت تابع دو s۲ و s۱ ،E روی افزار ͷی A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۵ .۳ قضیه
.tHs۱

q (A) + (۱ − t)Hs۲
q (A) ≤ H

ts۱+(۱−t)s۲
q (A) ،t ∈ [۰, ۱]

پس است. محدب تابع ͷی f(x) = xq تابع باشد؛ q ∈ (۱,∞) کنید فرض )اثبات.
ts۱(ai) + (۱ − t)s۲(ai)

)q ≤ t
(
s۱(ai)

)q
+ (۱ − t)

(
s۲(ai)

)q
و

n∑
i=۱

(
(ts۱ + (۱ − t)s۲)(ai)

)q ≤ t

n∑
i=۱

(
s۱(ai)

)q
+ (۱ − t)

n∑
i=۱

(
s۲(ai)

)q



۵۳ رنͬ... نمایی و رنͬ تعمیم یافتۀ آنتروپی های به رویͺردی

هستند: برقرار زیر روابط بنابراین است؛ ۱ − q ≤ ۰ چون

H ts۱+(۱−t)s۲
q (A) =

۱
۱ − q

n∑
i=۱

(
(ts۱+(۱−t)s۲)(ai)

)q ≥ t
۱

۱ − q

n∑
i=۱

(
s۱(ai)

)q
+(۱−t)

۱
۱ − q

n∑
i=۱

(
s۲(ai)

)q
= tHs۱

q (A) + (۱ − t)Hs۲
q (A)

قبل، حالت مشابه روش به و ͬ باشد م ۱ − q ≥ ۰ و بوده مقعر تابع ͷی g(x) = xq تابع باشد؛ q ∈ (۰, ۱) اگر
ͬ شود. م حاصل نتیجه

هستند. نزولͬ توابعͬ ،q به نسبت رنͬ نمایی آنتروپی و رنͬ آنتروپی توابع ͬ شود؛ م ثابت بعد قضیه در

q۱ ≤ q۲ اگر q ∈ (۰, ۱) ∪ (۱,∞) و E روی افزار ͷی A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۶ .۳ قضیه
آن گاه باشد؛

Hs
q۲
(A) ≤ Hs

q۱
(A) آ⁃

Es
q۲
(A) ≤ Es

q۱
(A) ب⁃

نامساوی به توجه با باشد. ρ(x) = x
q۱−۱
q۲−۱ ،x ∈ [۰,∞] هر برای و q۱, q۲ ∈ (۱,∞) کنید فرض آ⁃ اثبات.

برای و αi = s(ai) کنید فرض است. مقعر تابع ͷی ρ(x) پس است؛ برقرار q۱−۱
q۲−۱ ≤ ۱ رابطە ،q۱ ≤ q۲

ͬ باشند: م برقرار زیر روابط ،۱ جنسن نامساوی به بنا باشد. xi = (s(ai))
q۲−۱ ،i = ۱, ۲, . . . , n

n∑
i=۱

(s(ai))
q۲)

۱
q۲−۱ = (

n∑
i=۱

s(ai)(s(ai))
q۲−۱)

q۱−۱
(q۲−۱)(q−۱)

=

[
n∑

i=۱

s(ai)(s(ai))
q۲−۱]

q۱−۱
q۲−۱

] ۱
q۱−۱

≥ (
n∑

i=۱

s(ai)(s(ai))
q۱−۱)

۱
q۱−۱

=

( n∑
i=۱

(s(ai))
q۱

) ۱
q۱−۱

است. Hs
q۲
(A) ≤ Hs

q۱
(A) پس

از اثبات باشد؛ q۲ ∈ (۰,∞) و q۱ ∈ (۰, ۱) اگر نوشت. ͬ توان م q۱, q۲ ∈ (۰, ۱) حالت برای مشابه اثبات ͷی
ͬ شود. م حاصل تعدی رابطەی

است. واضح اثبات آ، قسمت و نمایی تابع بودن صعودی به توجه با ب⁃

،s۱(a) =
۱
۶ که طوری به باشند؛ حالت تابع دو s۲ و s۱ Eبوده، روی افراز ͷیA = {a, a′} کنید فرض .۷ .۳ مثال

برقرارند: زیر روابط صورت، این در .q = ۱
۲ و t = ۱

۲ کنید فرض باشد. s۲(a
′) = ۳

۴ و s۲(a) =
۱
۴ ،s۱(a

′) = ۵
۶

Es۱
۱
۲
(A) = e۰٫۸۰۴ ∼= ۲٫۲۳۴ و Hs۱

۱
۲
(A) =

۱
۱ − ۱

۲
log

(√
۱
۶
+

√
۵
۶

)
∼= ۰٫۸۰۴

Hs۲
۱
۲
(A) =

۱
۱ − ۱

۲
log

(√
۱
۴
+

√
۳
۴

)
∼= ۰٫۸۹۹

H
s۱+s۲

۲
۱
۲

(A) =
۱

۱ − ۱
۲
log

(√
۵

۲۴
+

√
۱۹
۲۴

)
∼= ۰٫۸۵۷

1Jensen
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۱
۲
Hs۱

q (A) +
۱
۲
Hs۲

q (A) ≃ ۰٫۸۰۴
۲

+
۰٫۸۹۹

۲
= ۰٫۸۵۱۵ ≤ H ts۱+(۱−t)s۲

q (A) = ۰٫۸۵۷

داریم: آنگاه باشد؛ q = ۲ اگر
Es۱

۲ (A) = e۰٫۴۶۹ ∼= ۱٫۵۹۸

و

Hs۱
۲ (A) =

۱
۱ − ۲

log

((
۱
۶

)۲

+

(
۵
۶

)۲
)

∼= ۰٫۴۶۹

Hs۱
۲ (A) ∼= ۰٫۴۶۹ ≤ Hs۱

۱
۲
(A) ∼= ۰٫۸۰۴

Es۱
۲ (A) ∼= ۱٫۵۹۸ ≤ Es۱

۱
۲
(A) ∼= ۲٫۲۳۴

و باشند E روی افرازهایی B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} اگر .۸ .۳ قضیه
آن گاه ،A ≺ B

Hs
q (A) ≤ Hs

q (B) آ⁃

Es
q(A) ≤ Es

q(B) ب⁃

طوری به دارد؛ وجود αi مانند {۱, . . . ,m} از زیرمجموعەای ،ai ∈ A هر برای پس است؛ A ≺ B⁃آ اثبات.
باشد؛ ۰ < q < ۱ اگر است. ∪n

i=۱αi = ۱, ...,m و αi ∩ αj = ∅ ،i ̸= j هر برای و بوده ai = ⊕j∈αi
bj که
آن گاه

n∑
i=۱

s(ai)
q =

n∑
i=۱

s
(
⊕j∈αi

bj
)q

=
n∑

i=۱

(∑
j∈αi

s(bj)
)q

≤
n∑

i=۱

∑
j∈αi

s(bj)
q =

m∑
j=۱

s(bj)
q

است: برقرار زیر رابطه بنابراین است؛

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≤ ۱

۱ − q
log

m∑
j=۱

s(bj)
q = Hs

q (B)

آن گاه باشد، ۱ < q اگر

n∑
i=۱

s(ai)
q =

n∑
i=۱

s (⊕j∈αi
bj)

q =
n∑

i=۱

(∑
j∈αi

s(bj)

)q

≥
n∑

i=۱

∑
j∈αi

s(bj)
q =

m∑
j=۱

s(bj)
q

است. برقرار Hs
q (A) ≤ Hs

q (B) رابطه و
است. واضح اثبات آ، قسمت و نمایی تابع بودن صعودی به توجه با ب⁃

آنجایی از باشد. B و A از ریس الحاق ͷی C = A∨B = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m} کنید فرض
و max{Hs

q (A), H
s
q (B)} ≤ Hs

q (C) روابط بنابراین ͬ باشند؛ م A,B ≺ C که
ͷی D و A ≺ B اگر همچنین بود. خواهد قبل قضیه از طبیعͬ نتیجە ͷی max{Es

q(A), E
s
q(B)} ≤ Es

q(C)

ͬ دهد: م نتیجه قبل قضیه و بوده
◦

A ∨ B ⪯
◦

B ∨D ،۶ −۲ لم به بنا باشد؛ دلخواه افراز

Es
q

(
◦

A ∨D

)
≤ Es

q

(
◦

B ∨D

)
و Hs

q

(
◦

A ∨D

)
≤ Hs

q

(
◦

B ∨D

)
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از مستقل ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m} کنید فرض .۹ .۳ قضیه
آن گاه باشد. B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n}

Hs
q (C) = Hs

q (A) +Hs
q (B) آ⁃

Es
q(C) = Es

q(A)E
s
q(B) ب⁃

و ͬ باشد م s(cij) = s(ai)s(bj) پس است؛ مستقل ریس الحاق ͷی C چون آ⁃ اثبات.

Hs
q (C) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

m∑
j=۱

(
s

(
cij

))q

=
۱

۱ − q
(log

n∑
i=۱

(s(ai))
q log

m∑
j=۱

(s(bj))
q)

=
۱

۱ − q
(log

n∑
i=۱

(s(ai))
q + log

m∑
j=۱

(s(bj))
q) = Hs

q (A) +Hs
q (B).

است. واضح اثبات ب⁃

باشند E روی افرازهایی C = {cj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۱۰ .۳ قضیه
صورت این در A

◦
⊆ C و

است. Hs
q (A) ≤ Hs

q (C) آنگاه ۰؛ < q < ۱ اگر آ⁃

ͬ باشد. م Hs
q (A) ≥ Hs

q (C) آنگاه ۱؛ < q اگر ب⁃

و bij ⊕ ai = cj بطوریͺه دارند؛ وجود bij ∈ E و cj عناصر ai هر برای پس است؛ A
◦
⊂ C آ⁃ اثبات.

۰ < q < ۱ چون و ͬ باشد م {s(ai) : i = ۱, ..., n} ⊆ {s(cj) : j = ۱, ...,m} پس است. s(bij) = ۰
برقرارند: زیر روابط است،

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≤ ۱

۱ − q
log

m∑
j=۱

(s(cj))
q = Hs

q (C)

ͬ شود. م حاصل Hs
q (A) ≥ Hs

q (C) نتیجه است، ۱ < q که مطلب این و آ قسمت مشابه استدلال با ب⁃

و E روی افرازهایی C = {cj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه
باشد. A

◦
⊆ C

است. Es
q(A) ≤ Es

q(C) آنگاه باشد، ۰ < q < ۱ اگر آ⁃

ͬ باشد. م Es
q(A) ≥ Es

q(C) آنگاه باشد، ۱ < q اگر ب⁃

هستند. واضح اثبات ها ،۳ −۹ قضیه و نمایی تابع بودن صعودی به توجه با اثبات.

،sqE : E → [۰, ۱] و F ،E مؤثر جبرهای از ضربی حاصل مؤثر جبر C = E ⊗ F کنید فرض .۱۲ .۳ قضیه
،A = {(ei, fi)}ni=۱ و C ،F ،E از حالت نگاشت های بترتیب ،sp : E ⊗ F → [۰, ۱] ،sqF : F → [۰, ۱]

شرط در sp نگاشت و F ،E ،C از افرازهایی بترتیب AF = {fi}ni=۱ و AE = {ei}ni=۱
کند. صدق sp((e, f)) = sE(e)sF (f)

Hs
q (A) ≤ Hs

q (AE) +Hs
q (AF ) آن گاه ،۰ < q < ۱ اگر آ⁃
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Es
q(A) ≤ Es

q(AE) + Es
q(AF ) آن گاه ،۰ < q < ۱ اگر ب⁃

Hs
q (A) ≥ Hs

q (AE) +Hs
q (AF ) آن گاه ،۱ < q اگر پ⁃

Es
q(A) ≥ Es

q(AE)E
s
q(AF ) آن گاه ،۱ < q اگر ت⁃

برقرارند: زیر روابط پس است؛ sp((e, f)) = sE(e)sF (f) که آنجایی از اثبات.

n∑
i=۱

(sp(ei, fi))
q =

n∑
i=۱

(sE(ei)sF (fi))
q ≤

n∑
i=۱

(sE(ei))
q

n∑
i=۱

(sF (fi))
q

پس است؛ ۰ < q < ۱ آ⁃

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sp(ei, fi))
q =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sE(ei)sF (fi))
q

≤ ۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sE(ei))
q +

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(SF (fi))
q = Hs

q (AE) +Hs
q (AF ).

است. واضح اثبات نمایی، تابع بودن صعودی و قبل قسمت به بنا ب⁃
پس است، ۱ < q پ⁃

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sp(ei, fi))
q =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sE(ei)sF (fi))
q

≥ ۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sE(ei))
q +

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(sF (fi))
q = Hs

q (AE) +Hs
q (AF )

است. واضح اثبات نمایی، تابع بودن صعودی و قبل قسمت به بنا د⁃

با مؤثر جبر افزارهای رنͬ شرطͬ نمایی آنتروپی و رنͬ شرطͬ آنتروپی ۴
ریس تجزیه خاصیت

معرفͬ ریس تجزیه خاصیت با مؤثر جبر افزارهای رنͬ شرطͬ نمایی آنتروپی و رنͬ شرطͬ آنتروپی بخش، این در
است شده ثابت همچنین همͽراست. شانون آنتروپی به x = ۱ نقطه در رنͬ شرطͬ آنتروپی که شده ثابت و شده

هستند. نزولͬ q به نسبت رنͬ شرطͬ نمایی آنتروپی و رنͬ شرطͬ آنتروپی که

∥f∥q =
(∑

x∈D |f(x)|q
) ۱

q باشد. M متناهͬ مجموعه روی مقدار حقیقͬ تابع ͷی f : M → R کنید فرض
است. نرم شبه −q ͷی ۰ < q < ۱ برای و نرم −q ͷی ۱ ≤ q ≤ ∞ برای

A = {ai : i = ۱, . . . , n} افزارهای از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m} کنید فرض
ضابطه با sA|bj : A → R+ تابع باشد. ثابت عنصر ͷی bj ∈ B و E روی B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و

ͬ باشد. م
∥∥SA|bj

∥∥
q
=
(∑n

i=۱ (s(ai|bj))
q) ۱

q و گرفته نظر در را sA|bj(ai) = s(ai|bj) = s(cij)

s(bj)
s

همچنین
n∑

i=۱

s(ai|bj) =
n∑

i=۱

s(cij)

s(bj)
=

۱
s(bj)

n∑
i=۱

s(cij) =
s(bj)

s(bj)
= ۱.
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B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} ،q ∈ (۰, ۱) ∪ (۱,∞)) کنید فرض .۱ .۴ تعریف
شرطͬ آنتروپی باشد. B و A از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m} و E روی افرازهای

ͬ شوند: م تعریف زیر بصورت ترتیب به q مرتبه از رنͬ شرطͬ نمایی آنتروپی و رنͬ

Hs
q (A|B) =

q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥SA|bj

∥∥
q

)
(۵)

Es
q(A|B) = eH

s
q (A|B) (۶)

برقرارند: زیر روابط q ∈ (۰, ۱) کنید فرض

∥SA|bj∥q =

(
n∑

i=۱

(s(ai|bj))q
) ۱

q

≥
n∑

i=۱

s(ai|bj) =
∑n

i=۱ s(cij)

s(bj)
=

s(bj)

s(bj)
= ۱

پس

Hs
q (A|B) =

q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥SA|bj

∥∥
q

)
≥ q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)

)
= ۰

Es
q(A|B) = eH

s
q (A|B) ≥ e۰ = ۱ همچنین

.Es
q(A|B) ≥ ۱ و Hs

q (A|B) ≥ ۰ کرد ثابت ͬ توان م مشابه، استدلالͬ با باشد q ∈ (۱,∞) اگر
آن گاه باشد، دلخواه افراز ͷی A = {ai | i = ۱, . . . , n} و بدیهͬ افراز ͷی B = {۱} اگر

و ai = ci۱ ،i ∈ {۱, ۲, . . . , n} هر برای و است بفرد منحصر الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, j = ۱}
برقرارند: زیر روابط و ͬ باشد م ⊕n

i=۱ci۱ = ۱

Hs
q (A|B) =

q

۱ − q
log
( m∑

j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q
)
=

q

۱ − q
log
( m∑

j=۱

( n∑
i=۱

(s(cij)
s(bj)

)q) ۱
q
)

=
q

۱ − q
log
(( n∑

i=۱

(s(ci۱))
q
) ۱

q
)
=

q

۱ − q
log
(( n∑

i=۱

(s(ai))
q
) ۱

q
)

=
۱

۱ − q
log
( n∑

i=۱

(s(ai))
q
)
= Hs

q (A)

است. Es
q(A|B) = Es

q(A) بنابراین

و E روی افرازهایی B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۲ .۴ قضیه
آنگاه باشد. B و A از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m}

lim
q→۱

Hs
q (A|B) = −

∑
i,j

s(cij) log

(
s(cij)

s(bj)

)
= H(A|B) آ⁃

lim
q→۱

Es
q(A|B) = eH(A|B) = E(A|B) ب⁃

برقرارند: زیر روابط q ∈ (۰, ۱) ∪ (۱,∞) هر برای آ⁃ اثبات.

Hs
q (A|B) =

q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)
= −

log
(∑m

j=۱ s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)
۱ − ۱

q

= −f(q)

g(q)
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همچنین است. limq→۱ g(q) = limq→۱
۱
q
= ۰ و بوده دیفرانسیل پذیر g(q) و f(q) توابع

lim
q→۱

f(q) = lim
q→۱

log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)
= lim

q→۱
log

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

(s(ai|bj))q
) ۱

q


= log

 m∑
j=۱

s(bj) lim
q→۱

(
n∑

i=۱

(s(ai|bj))q
)۱/q

 = log

(
m∑
j=۱

s(bj)
n∑

i=۱

s(cij)

s(bj)

)
= log(۱) = ۰

limq→۱ H
q
s (A|B) = − limq→۱

f(q)
g(q)

= − limq→۱
f ′(q)
g′(q)

و برقرارند هوپیتال قاعده شرایط بنابراین ͬ باشد. م
بصورت u(q) مشتق ͬ باشد. م u(q) =

∑m
j=۱ s(bj)

∥∥sA|bj
∥∥
q

که است f ′(q) = u′(q)
u(q) ln ۲ و g′(q) = ۱

q۲ است.

u′(q) =
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q·

[
− ۱
q۲ ln

n∑
i=۱

(s(ai|bj))q +
۱

q
∑n

i=۱(s(ai|bj))q
n∑

i=۱

(s(ai|bj))q ln s(ai|bj)

]

برقرارند: زیر روابط و

lim
q→۱

g′(q) = lim
q→۱

۱
q۲ = ۱

lim
q→۱

f ′(q) = lim
q→۱

u′(q)

u(q) ln ۲
=

limq→۱ u
′(q)

limq→۱ u(q) ln ۲

=
۱
ln ۲

m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥ ·

[
− ln

n∑
i=۱

s(ai|bj) +
۱∑n

i=۱ s(ai|bj)

n∑
i=۱

s(ai|bj) ln s(ai|bj)

]

=
۱
ln ۲

m∑
j=۱

s(bj)

[
n∑

i=۱

s(ai|bj) ln s(ai|bj)

]
=

m∑
j=۱

n∑
i=۱

s(cij) log
(
s(ai|bj)

)

بنابراین

lim
q→۱

Es
q(A|B) = − lim

q→۱

f ′(q)

g′(q)
= −

m∑
j=۱

n∑
i=۱

s(cij) log (s(ai|bj)) = H(A|B)

پس است، پیوسته تابع ͷی نمایی تابع ب⁃

lim
q→۱

Hs
q (A|B) = lim

q→۱
eH

s
q (A|B) = elimq→۱ H

s
q (A|B) = eH(A|B) = E(A|B)

ͬ باشند. م نزولͬ q به نسبت رنͬ شرطͬ نمایی آنتروپی و رنͬ شرطͬ آنتروپی ͬ شود م ثابت بعد قضیه در

و E روی افرازهای B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۳ .۴ قضیه
آن گاه ،q۱ ≤ q۲ اگر باشد. B و A از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m}

Hs
q۲
(A|B) ≤ Hs

q۱
(A|B) آ⁃

Es
q۲
(A|B) ≤ Es

q۱
(A|B) ب⁃
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نامساوی به توجه با .ρ(x) = x
q۲(q۱−۱)
q۱(q۲−۱) ،x ∈ [۰,∞) هر برای و q۱, q۲ ∈ (۱,∞)) کنید فرض آ⁃ اثبات.

است. معقر تابع ͷی ρ ͬ دهد م نتیجه و بوده برقرار . q۲(q۱−۱)
q۱(q۲−۱) ≤ ۱ رابطه q۱ ≤ q۲

برقرار زیر روابط ۱ ینسن نامساوی بنا باشد. xj =
∥∥sA|bj

∥∥
q۲

،j = ۱, ۲, . . . ,m برای و αj = s(bj) کنید فرض
ͬ باشند: م

(
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q۲

) q۲
q۲−۱

=

( m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q۲

) q۲(q۱−۱)
q۱(q۲−۱)


q۱

q۱−۱

≥

[
m∑
j=۱

s(bj)
(
∥sA|bj∥q۲

) q۲(q۱−۱)
q۱(q۲−۱)

] q۱
q۱−۱

=

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

(s(ai|bj))q۲

) (q۱−۱)
q۱(q۲−۱)


q۱
q−۱

(∗)

=

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

s(ai|bj)(s(ai|bj))q۲−۱

) (q۱−۱)
q۱(q۲−۱)


q۱
q−۱

رابطه بنابراین است، q۱ ≤ q۲ چون بͽیرید. نظر در را σ(x) = x
q۱−۱
q۲−۱ تابع ،x ∈ [۰,∞) هر برای حال

است. مقعر تابع ͷی σ(x) تابع و بوده برقرار q۱−۱
q۲−۱ ≤ ۱

روابط ینسن نامساوی به توجه با باشد. xj = s(ai|bj)q۲−۱ ،i = ۱, ۲, . . . , n برای و ai = s(aj|bj) کنید فرض
برقرارند: زیر

( m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

s(ai|bj)

)
(s(ai|bj))q۲−۱

) (q۱−۱)
q۱(q۲−۱)


q۱

q۱−۱

≥

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

(s(ai|bj))q۱

) ۱
q۱


q۱

۱−q۱

=

[
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q۱

] q۱
q۱−۱

(∗∗)

حالت برای صورت همین به ͬ شود. م ثابت Hs
q۲
(A) ≤ Hs

q۱
(A) رابطه (∗∗) و (∗) روابط به توجه با

بدست تعدی رابطه از اثبات ،q۱ ∈ (۰, ۱) و q۲ ∈ (۱,∞) حالت برای و ͬ شود م اثبات قضیه q۱, q۲ ∈ (۰, ۱)
ͬ آید. م

است. واضح اثبات ب⁃

و E روی افرازهای B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۴ .۴ قضیه
آن گاه باشد. B و A از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m}

Hs
q (A|B) ≤ Hs

q (A) آ⁃

Es
q(A|B) ≤ Es

q(A) ب⁃

با است. s(ai) = s
(
⊕m

j=۱cij
)
=
∑m

j=۱ s(cij) تعریف، طبق باشد. q ∈ (۱۱,∞) کنید فرض آ⁃ اثبات.

1Jensen



۶۴−۴۶ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ ͬͺگیس اسلامͬ زهرا ۶۰

برقرارند: زیر روابط نرم، −q ͷی مثلثͬ نامساوی خاصیت به توجه

n∑
i=۱

(s(ai))
q =

n∑
i=۱

(
m∑
j=۱

s(cij)

)q

=

( n∑
i=۱

(
m∑
j=۱

s(cij)

)q) ۱
q

q

=

∥∥∥∥∥
m∑
j=۱

sA∨bj

∥∥∥∥∥
q

q

≤

(
m∑
j=۱

∥∥sA∨bj
∥∥
q

)q

=

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)q

بنابراین

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≥ ۱

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)q

=
q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)
= Hs

q (A|B)

است. واضح اثبات ب⁃

و E روی افرازهای B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . ,m} کنید فرض .۵ .۴ قضیه
آن گاه باشد. B و A از مستقل ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m}

ͬ باشند. م Hs
q (A|B) = Hs

q (A) و Es
q(A|B) = Es

q(A)

ͬ باشد. م
∑m

j=۱ s(bj) = ۱ و بوده s(cij) = s(ai)s(bj) پس است، مستقل ریس الحاق ͷی C چون اثبات.
بنابراین

Hs
q (A | B) =

q

۱ − q
log

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

(
s(cij)

s(bj)

)q
) ۱

q


=

q

۱ − q
log

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

(
s(ai)s(bj)

s(bj)

)q
) ۱

q


q

۱ − q
log

 m∑
j=۱

s(bj)

(
n∑

i=۱

(s(ai))
q

) ۱
q

 =
۱

۱ − q
log

(
n∑

i=۱

(s(ai))
q

)
= Hs

q (A)

است. Es
q(A | B) = eH

s
q (A|B) = eH

s
q (A) = Es

q(A) و

A = {ai : i = ۱, . . . , n} از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m} کنید فرض .۶ .۴ قضیه
آن گاه باشد. β = max

{
۱

s(bj)
: s(bj) ̸= ۰

}
و B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و

Hs
q (C) ≤ Hs

q (A | B) + log β آ⁃

Es
q(C) ≤ βeln ۲Es

q(A | B) ب⁃

و cj = s(bj) ، j ∈ {۰, ۱, . . . ,m} هر برای و σ(x) = xq ،x ∈ [۰,∞) هر برای کنید فرض آ⁃ اثبات.
باشد. aj = ∥sA|bj∥q



۶۱ رنͬ... نمایی و رنͬ تعمیم یافتۀ آنتروپی های به رویͺردی

دهد: مͬ نتیجه ینسن نامساوی و بوده مقعر تابع ͷی σ(x) باشد، δ = {j : s(bj) ̸= ۰} و q ∈ (۰, ۱) )اگر
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q

)q

≥
m∑
j=۱

s(bj)
(
∥sA|bj∥q

)q
=
∑
j∈δ

s(bj)
n∑

i=۱

sq(cij)

sq(bj)
=
∑
j∈δ

۱
sq−۱(bj)

n∑
i=۱

sq(cij) ≥
∑
j∈δ

βq−۱
n∑

i=۱

sq(cij).

بنابراین

Hs
q (A | B) =

q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q

)
≥ ۱

۱ − q
log

(
βq−۱

∑
j∈δ

n∑
i=۱

sq(cij)

)

= − log β +
۱

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

n∑
i=۱

sq(cij)

)
= − log β +Hs

q (C).

ͬ دهد: م نتیجه را زیر روابط ینسن نامساوی و است محدب تابع ͷی σ باشد، q ∈ (۰,∞) )اگر
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q

)q

≤
m∑
j=۱

s(bj)
(
∥sA|bj∥q

)q
=
∑
j∈δ

s(bj)
n∑

i=۱

sq(cij)

sq(bj)
=
∑
j∈δ

۱
sq−۱(bj)

n∑
i=۱

sq(cij) ≤
∑
j∈δ

βq−۱
n∑

i=۱

sq(cij)

داریم: بنابراین

q log

(
m∑
j=۱

s(bj)∥sA|bj∥q

)
≤ (q − ۱) log β + log

m∑
j=۱

n∑
i=۱

sq(cij)

پس ،۱ − q < ۰ ،q ∈ (۱,∞) هر برای چون

Hs
q (A | B) =

q

۱ − q
log

(
m∑
j=۱

s(bj)
∥∥sA|bj

∥∥
q

)
≥ q − ۱

۱ − q
log β +

۱
۱ − q

log

(
m∑
j=۱

n∑
i=۱

sq(cij)

)
= − log β +Hs

q (C).

.Es
q(C) = eH

s
q (C) ≤ eH

s
q (A|B)+log β = βeln ۲ Es

q (A|B) ب⁃

اگر .۷ .۴ نتیجه

α = max

{
۱

s(ai)
: s(ai) ̸= ۰

}
β = max

{
۱

s(bj)
: s(bj) ̸= ۰

}
و A = {ai : i = ۱, . . . , n} از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ≤ m} و

آن گاه باشد، B = {bj : j = ۱, . . . ,m}

Hs
q (C) ≤ Hs

q (B | A) + logα آ⁃

Hs
q (C) ≤ Hs

q (B) + logα ب⁃



۶۴−۴۶ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ ͬͺگیس اسلامͬ زهرا ۶۲

Hs
q (C) ≤ Hs

q (A) + log β پ⁃

Es
q(C) ≤ αeln ۲Es

q(B | A) ت⁃

Es
q(C) ≤ αeln ۲Es

p(B) ث⁃

Es
q(C) ≤ βeln ۲Es

q(A) ج⁃

و B = {bj : j = ۱, . . . ,m} ،A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۸ .۴ قضیه
،B و A از ریس الحاق ͷی C = {cij | ۱ ≤ i ≤ n, ۱ ≤ j ،E روی افرازهایی D = {dk : k = ۱, . . . , l}

باشد. A
◦
⊆ D و B و D از ریس الحاق ͷی F = {fkj | ۱ ≤ k ≤ l, ۱ ≤ j ≤ m}

Hs
q (A | B) ≤ Hs

q (D | B) آن گاه ،۰ < q < ۱ اگر آ⁃

Hs
q (A | B) ≥ Hs

q (D | B) آن گاه ،۱ < q اگر ب⁃

Hs
q (A) ≤ Hs

q (C) آ  ن گاه ،۰ < q < ۱ اگر پ⁃

.Hs
q (A) ≥ Hs

q (C) آن گاه ،۱ < q اگر ت⁃

و bij ⊕ ai = cj بەطوریͺه دارند وجود bij ∈ E و cj عناصر ai هر برای پس است، A
◦
⊂ C آ⁃ اثبات.

زیر روابط است، ۰ < q < ۱ چون و {s(ai) : i = ۱, ..., n} ⊆ {s(cj) : j = ۱, ...,m} پس .s(bij) = ۰
برقرارند:

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≤ ۱

۱ − q
log

m∑
j=۱

(s(cj))
q = Hs

q (C)

ͬ شود. م حاصل Hs
q (A) ≥ Hs

q (C) نتیجه است، q > ۱ که مطلب این و آ قسمت مشابه استدلال با ب⁃

و E روی افرازهایی C = {cj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} کنید فرض .۹ .۴ قضیه
باشد، A

◦
⊆ D

Es
q(A) ≤ Es

q(C) آنگاه باشد، ۰ < q < ۱ اگر آ⁃

Es
q(A) ≥ Es

q(C) آنگاه باشد، ۱ < q اگر ب⁃

هستند. واضح اثبات ها ،۹ −۳ قضیه و نمایی تابع بودن صعودی به توجه با اثبات.

A ≺ B و E روی افرازهایی B = {bj : j = ۱, . . . ,m} و A = {ai : i = ۱, . . . , n} اگر .۱۰ .۴ قضیه
آن گاه باشد،

Hs
q (A) ≤ Hs

q (B) آ⁃

Es
q(A) ≤ Es

q(B) ب⁃

بطوريͺه دارد وجود αi مانند {۱, . . . ,m} از مجموعەاي زير ،αi ∈ A هر براي پس است، A ≺ B آ⁃ اثبات.
۰ < q < ۱ اگر است. ∪n

i=۱αi = {۱, . . . ,m} و αi ∩ αj = ∅i ،i ̸= j هر براي و بوده αi = ⊕j∈αi
bj

آن گاه باشد،

n∑
i=۱

s(ai)
q =

n∑
i=۱

s (⊕j∈αi
bj)

q =
n∑

i=۱

(∑
j∈αi

s(bj)

)q

≤
n∑

i=۱

∑
j∈αi

s(bj)
q =

m∑
j=۱

s(bj)
q



۶۳ رنͬ... نمایی و رنͬ تعمیم یافتۀ آنتروپی های به رویͺردی

است: برقرار زیر رابطە بنابراین

Hs
q (A) =

۱
۱ − q

log
n∑

i=۱

(s(ai))
q ≤ ۱

۱ − q
log

m∑
j=۱

s(bj)
q = Hs

q (B)

آن گاه ،q > ۱ اگر

n∑
i=۱

s(ai)
q =

n∑
i=۱

µ (⊕j∈αi
bj)

q =
n∑

i=۱

(∑
j∈αi

s(bj)

)q

≥
n∑

i=۱

∑
j∈αi

s(bj)
q =

m∑
j=۱

s(bj)
q

است. برقرار Hs
q (A) ≤ Hs

q (B) رابطه و
است. واضح اثبات الف، قسمت و نمایی تابع بودن صعودی به توجه با ب⁃

نتیجەگیری و بحث
بود. رنͬ آنتروپی به ریس تجزیه خاصیت با موثر جبر روی شانون آنتروپی به مربوط نتایج تعمیم مقاله این هدف
و معرفͬ ريس تجزيه خاصيت با مؤثر جبر ͷی افرازهای رنͬ نمایی آنتروپی و رنͬ آنتروپي مفاهیم ،۳ بخش در
جبری ساختار رنͬ شرطͬ نمایی آنتروپي و رنͬ شرطͬ آنتروپي ،۴ بخش در گرفت. قرار بررسͬ مورد آنها خواص
علاوه ͬ باشند. م برابر شانون آنتروپی با q → ۱ حدی حالت در آنتروپی ها این که شد ثابت و تعریف مطالعه مورد
کاهشͬ q پارامتر به نسبت Es

q(A|B) ،Hs
q (A|B) همین طور و Es

q(A) ،Hs
q (A) که است شده داده نشان این، بر

ͬ باشند. م
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