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ریاضͬ پژوهش های

۷۷–۶۵ ص ،۱ شماره ،۱۲ دوره ،۱۴۰۵ سال

بعدی سه لͬ گروەهای در ͷمتالی برداری میدان های

(۳) اعظمͬ شاهرود و ۱ (۲) رامندی فصیحͬ اله قدرت (۱) خلیلͬ معصومه

ایران. قزوین، (ره)، خمینͬ امام المللͬ بین دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ محض، ریاضͬ گروه (۱),(۲),(۳)

۱۴۰۵̸۳̸۲۲ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۴̸۱۱̸۲۵ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۴̸۶̸۱۲ دریافت: تاريخ

آزمودن جهت همواره ساده، ساختار داشتن علت به همͽن فضاهای و لͬ های گروه چͺیده:
میدان های مفهوم مقاله، این در دارند. قرار مدنظر جدید مفاهیم بررسͬ و هندسͬ حدس                                                                                                های
بعدی سه همͽن منیفلدهای در را میدان ها این وجود سپس، ͬ کنیم. م تعریف را ͷمتالی برداری

ͬ کنیم. م بررسͬ لورنتزی و ریمانͬ مترهای به مجهز

.ͷمتالی برداری میدان های لورنتزی، منیفلد ریمانͬ، متر کليدي: واژەهاي

مقدمه ۱
بͽیرید: نظر در را زیر اولیه مقدار ͬ وار سهم شبه مسئله

∂g

∂t
(t) = −۲S, g(۰) = g۰,

شد معرفͬ هامیلتون۲ توسط ͬ شود م نامیده ریچͬ شار که معادله این است. آن به وابسته ریچͬ انحنای S و متر g که
جواب هایی چنین دیفرانسیل، هندسه در ͬ نامند. م ریچͬ سالیتون های را ریچͬ شار خود⁃مشابه جواب های .[۹ ،۸]
شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی واقع، در .[۱۶ ،۱۴ ،۱۱ ،۸ ،۶] است گرفته قرار زیادی پژوهشͽران توجه و علاقه مورد
باشد موجود λ ∈ R اسͺالر ͷی و V ∈ X (M) هموار برداری میدان ͷی هرگاه گویند ریچͬ سالیتون را (M, g)

طوری که
۱
۲
LV g + S = λg,
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۶۷ بعدی سه لͬ گروەهای در ͷمتالی برداری میدان های

است. ریچͬ انحنای تانسور S و لͬ مشتق نشان دهنده L آن در که
باشند M روی هموار تابع دو h, λ هرگاه مثال، عنوان به است. شده انجام ریچͬ ازسالیتون نیز زیادی تعمیم های

زیر معادله
hLV g + S = λg,

دارند. ͬͺفیزی و هندسͬ کاربردهای که ͬ شود م نامیده ریچͬ تقریبا h⁃سالیتون
هندسͬ شار مفهوم شد. معرفͬ است Rn در موج معادلات شبیه تحولͬ معادله ͷی که هذلولوی، هندسͬ شار سپس،
هذلولوی سالیتون که هذلولوی شار خود⁃متشابه جواب های است. شده مطرح بار نخستین برای [۵] در هذلولوی،
و ریچͬ شار مفهوم خاص حالات در زیرا هستند اول مرتبه ریچͬ شار از مهم تری اطلاعات حاوی ͬ شوند، م نامیده

.[۱۳ ،۱۲] دارند بر در را انیشتین معادله
V ∈ X (M) هموار برداری میدان ͷی هرگاه گویند هذلولوی ریچͬ سالیتون را (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی

طوری که باشد موجود λ, µ ∈ R اسͺالرهای و

LVLV g + λLV g + S = µg.

سالیتون های [۷] در .[۷ ،۲ ،۱] پرداختەاند هذلولوی ریچͬ شار از مختلفͬ نظریەهای تحلیل به همͺاران، و اعظمͬ
منیفلدهای از بیشتری جزئیات برای گرفتەاند. قرار بررسͬ مورد همͽن لورنتزی منیفلدهای روی هذلولوی ریچͬ شار

ͬ دهیم. م ارجاع [۱۷ ،۱۵ ،۳] مراجع به را خواننده لورنتزی،
منطبق هم بر هذلولوی ریچͬ شار و آن تعمیم های یا و ریچͬ شار مفهوم که حالاتͬ از ͬͺی بالا، موارد به توجه با

باشد. ͷمتالی برداری میدان ͷی V پتانسیل برداری میدان که است این ͬ شوند، م

هرگاه: گوییم ͷمتالی برداری میدان ͷی را (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی در V برداری میدان .۱ .۱ تعریف

LVLV g + αLV g = βg. (۱ .۱)

.α, β ∈ R اسͺالرهای برای

(LV g = xg, x ∈ R) همدیس برداری میدان ͷی اگر که است شده ناشͬ آنجا از میدان ها این تسمیه وجه
ایجاد ͷمتالی معادله به موسوم x۲ + αx − β = ۰ دوم درجه معادله باشد، ͷمتالی برداری میدان ͷی هم زمان

ͬ شود. م
ͬ گویند. م ۲⁃کیلینگ میدان را V آنگاه α = β = ۰ هرگاه و ͬ شود م ایجاد ۲⁃همدیس میدان تعریف α = ۰ هرگاه

هستند. نیز ثابت اسͺالر انحنای با یامابه سالیتون های مفهوم با ارتباط در برداری میدان های این که دید ͬ توان م
متر گرمایی رفتار و موجͬ خواص بͽیرند قرار هذلولوی سالیتون برای پتانسیل عنوان به هرگاه میدان هایی چنین
گرمایی ͬ های ویژگ میدان ها اینگونه انتگرال ͬ های منحن امتداد در بنابراین، ͬ سازند. م مربوط هم به را شبه⁃ریمانͬ

بود. خواهد یͺسان مترها موجͬ و
حدس ها آزمودن جهت همواره دارند که سادەای ساختار علت به همͽن فضاهای و لͬ گروەهای دیͽر، طرف از
برداری میدان های داریم سعͬ مقاله این در ایده، این با ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد هندسͬ ساختارهای مطالعه و

آوریم. بدست بعدی سه لͬ گروەهای روی را بدیهͬ غیر و ͷمتالی
است: شده تحریر زیر شͺل به مقاله این

ͬ کنیم. م مطالعه ۲ بخش در بعدی سه ریمانͬ منیفلدهای روی را ͷمتالی برداری میدان های ،۱ بخش در مقدمه از بعد
،۴ بخش در و گرفته قرار بررسͬ مورد ۳ بخش در لورنتزی منیفلدهای حالت در برداری میدان های این همچنین،

ͬ گیرند. م قرار مطالعه مورد لورنتزی منیفلدهای روی تک مدولͬ غیر لͬ جبرهای برای هندسͬ میدان های این

ریمانͬ متر با ͷمتالی میدان های ردەبندی ۲
،[۱۸] در سͺیͽاوا۲ .[۱۴] اند شده دستەبندی میلنور۱ توسط بعدی سه ریمانͬ لͬ گروەهای ͬ دانیم م که همان طور
متر با لͬ گروه ͷی یا و متقارن یا تام همͽن منیفلد ͷی و ساده همبند بعدی سه فضای ͷی که است کرده ثابت
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۷۷−۶۵ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و خلیلͬ معصومه ۶۸

که ͬ سارد م فراهم را امͺان این میلنور توسط بعدی سه ریمانͬ لͬ گروەهای دستەبندی هستند. چپ پایای ریمانͬ
انحناهای از متقارن گروەهای بر تمرکز با پارکر۲ و کوردرو۱ کنیم. تعیین را بعدی سه همͽن ریمانͬ منیفلدهای همه
فرم های همه آن ها ویژه، به .[۴] آوردەاند دست به را بعدی سه لورنتزی لͬ گروەهای مختلف، حالات در برشͬ
بعدی سه لورنتزی منیفلدهای روی مطالعاتͬ نیز کالوارسو۳ آوردەاند. دست به را تک  مدولͬ لͬ جبر ͷی از ممͺن

.[۳] است داده انجام
جبر تک مدولͬ غیر و تک مدولͬ حالات باشد. چپ پایای ریمانͬ متر با بعدی سه همبند لͬ گروه ͷی G کنید فرض

ͬ کنیم. م بررسͬ چپ پایای و ͷمتالی میدان های ردەبندی جهت مجزا طور به را آن به وابسته لͬ

تک مدولͬ حالت ۱ .۲
نوشت زیر صورت به بتوان را لͬ کروشه ضرب طوری که ͬ گیریم م نظر در را G از g لͬ جبر برای جهت ͷی

[Z, Y ] = L[Z × Y ],

این اگر تنها و اگر ͬ شود م نامیده تک مدولͬ g لͬ جبر است. خودش به g از منحصربەفرد خطͬ نگاشت ͷی L که
است موجود L ویژه بردارهای از {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد پایه صورت، این در باشد. خودالحاق خطͬ، نگاشت

که

[e۱, e۲] = ce۳, [e۲, e۳] = ae۱, [e۳, e۱] = be۲, (۱ .۲)

.c و b ،a حقیقͬ ثابت های برای
از استفاده با ͬ گیریم. م نظر در را x۳ و x۲ ،x۱ حقیقͬ ثابتهای برای V = xiei ∈ g دلخواه برداری میدان حال،

ͬ آوریم: م دست به (۱ .۲) رابطه

LV g =

 ۰ (a− b)x۳ (c− a)x۲
(a− b)x۳ ۰ (b− c)x۱
(c− a)x۲ (b− c)x۱ ۰

 . (۲ .۲)

داریم: (۱ .۲) و (۱ .۱) روابط از استفاده و {e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = ۲x۲۲c(c− a)− ۲x۲۳b(a− b),
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = −۲x۲۱c(b− c) + ۲x۲۳a(a− b),
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = ۲x۲۱b(b− c)− ۲x۲۲a(c− a),
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = x۱x۲c(b+ a− ۲c),
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = x۱x۳b(a− ۲b+ c),
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = x۲x۳a(c− ۲a+ b).

(۳ .۲)

جبری معادلات دستگاه باشد ͷمتالی برداری میدان ͷی V اینکه برای ،(۳ .۲) و (۱ .۱) روابط از استفاده با نتیجه، در
ͬ آوریم: م دست به را زیر

۲x۲۲c(c− a)− ۲x۲۳b(a− b) = β,

۲x۲۱c(c− b) + ۲x۲۳a(a− b) = β,

۲x۲۱b(b− c)− ۲x۲۲a(c− a) = β,
x۱x۲c(b+ a− ۲c) + α(a− b)x۳ = ۰,
x۱x۳b(a− ۲b+ c) + α(c− a)x۲ = ۰,
x۲x۳a(c− ۲a+ b) + α(b− c)x۱ = ۰.

(۴ .۲)

ͬ کنند. م صدق زیر قضیه در که ͬ آیند م دست به (۴ .۲) جواب های برخͬ بالا، معادلات حل با
1Cordero
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۶۹ بعدی سه لͬ گروەهای در ͷمتالی برداری میدان های

متناظر (۳ .۲) رابطه در شده بیان لͬ جبر تک مدول g که (G, g) بعدی سه ریمانͬ لͬ گروه کنید فرض .۱ .۲ قضیه
غیربدیهͬ چپ پایای ͷمتالی برداری میدان های از برخͬ صورت این در باشد. {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد پایه با

هستند: زیر صورت به g روی
،α ∈ R ،V ∈ g آنگاه β = ۰،a = b = c ۱.اگر

،x۲ ∈ R ،x۱ = x۳ = ۰ و ،β = ۰ آنگاه ،x۱ = ۰ و باشد، ،a = c ̸= ۰ اگر .۲
،x۱ ∈ R ،α ∈ R و x۲ = x۳ = ۰ آنگاه β = ۰ ،a = ۰ ،b = c ̸= ۰ اگر .۳
.x۱ ∈ R ،x۲ = x۳ = ۰ و α ∈ R آنگاه β = ۰،b = c = ۰ ،a ̸= ۰ اگر .۴

تک مدولͬ غیر حالت ۲ .۲
در باشد. آن بعدی دو تک مدولͬ هسته u و بعدی سه تک مدولͬ غیر ریمانͬ لͬ جبر g ͬ کنیم م فرض بخش، این در
یͺدیͽر بر [e۱, e۳] و [e۱, e۲] و u بر عمود e۱ که است موجود چنان {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد پایه صورت، این

ͬ شود: م بیان زیر صورت به g به وابسته لͬ ضرب بنابراین باشند. عمود

[e۱, e۲] = ae۲ + be۳, [e۱, e۳] = ce۲ + de۳,
[e۲, e۳] = ۰, a+ d ̸= ۰, ac+ bd = ۰, (۵ .۲)

.d و c ،b ،a حقیقͬ ثابت های برای
داریم: V = xiei ∈ g دلخواه برداری میدان هر برای ،{e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر

LV g =

 ۰ ax۲ + cx۳ bx۲ + dx۳
ax۲ + cx۳ −۲ax۱ −(b+ c)x۱
bx۲ + dx۳ −(b+ c)x۱ −۲dx۱

 . (۶ .۲)

داریم: ،(۶ .۲) از استفاده با و ،{e۱, e۲, e۳} پایه در

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = ۲(a۲ + b۲)x۲۲ + ۲(c۲ + d۲)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = ۴a۲x۲۱ + ۲b(b+ c)x۲۱,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = ۲c(b+ c)x۲۱ + ۴d۲x۲۱,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = −(۳a۲ + ۲b۲ + bc)x۱x۲ − (ac+ cd)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = −(ab+ bd)x۱x۲ − (bc+ ۲c۲ + ۳d۲)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = (ab+ cd)x۲۱.

(۷ .۲)

ͬ آوریم: م دست به را زیر معادلات ،(۷ .۲) ،(۱ .۱) از استفاده با

۲(a۲ + b۲)x۲۲ + ۲(c۲ + d۲)x۲۳ = β,
۴a۲x۲۱ + ۲b(b+ c)x۲۱ − ۲αax۱ = β,
۲c(b+ c)x۲۱ + ۴d۲x۲۱ − ۲αdx۱ = β,
(−۳a۲ − ۲b۲ − bc)x۱x۲ + (−ac− cd)x۱x۳ + αax۲ + αcx۳ = ۰,
−(ab+ bd)x۱x۲ − (bc+ ۲c۲ + ۳d۲)x۱x۳ + αbx۲ + αdx۳ = ۰,
(ab+ cd)x۲۱ − α(b+ c)x۱ = ۰.

(۸ .۲)

ͬ آید. م دست به بعدی نتیجه اثبات برای جواب ها برخͬ

پایه با متناظر (۸ .۲) رابطه در و است تک مدولͬ غیر لͬ جبر g که (G, g) بعدی سه ریمانͬ لͬ گروه .۲ .۲ قضیه
صورت: این در بͽیرید. نظر در را باشد مͬ {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد

،x۱ = α
۲a ،α ∈ R و x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ ،b = c = ۰ ،a = d ̸= ۰ اگر .۱

،α ∈ R و ،x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه و باشد β = ۰ و ،a = d = ۰ ،b = c اگر .۲
.x۲ = ۰ و x۳ ∈ R ،x۱ =

α

۲a
آنگاه باشد، β = ۴b۲ + ۲ab و d = b = c = ۰ ،a ̸= ۰ اگر .۳



۷۷−۶۵ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و خلیلͬ معصومه ۷۰

لورنتزی متر با تک مدولͬ ͷمتالی برداری میدان های ۳
متعامد شبه پایه لورنتزی، متر در اما دارد وجود لͬ جبر برای {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد پایه ریمانͬ، حالت در
تنها و اگر است تک مدولͬ g لͬ جبر قبل همانند است. زمان گون بردار ͷی e۳ آن در و داریم {e۱, e۲, e۳} یͺەای
چهار حالت، این در .[۱۶] باشد خودالحاق [Z, Y ] = L(Z × Y ) صورت به شده تعریف L اندومورفیسم اگر

از عبارتند ترتیب به که ͬ دهند م رخ L برای متمایز فرم

g1 :

 q p −p
p q ۰
p ۰ q

 , g3 :

 p ۰ ۰
۰ q r
۰ −r q

 ,

g2 :

 q ۰ ۰
۰ q ۰
۰ ۰ r

 , g4 :

 p ۰ ۰
۰ q δ
۰ −δ q − ۲δ

 ,

ͬ کنیم. م بررسͬ را حالات تمام مجزا، طور به

g1 لͬ جبر ۱ .۳
همچنین و است زمان گون e۳ که دارد وجود {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه جبر، این برای

g1 : [e۱, e۲] = ae۱ − be۳, [e۱, e۳] = −ae۱ − be۲,
[e۲, e۳] = be۱ + ae۲ + ae۳, a ̸= ۰. (۱ .۳)

ͬ آوریم: م دست به V = xiei ∈ g۱ دلخواه برداری میدان انتخاب با ،{e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر

LV g =

 ۲a(x۲ − x۳) −ax۱ ax۱
−ax۱ ۲ax۳ −a(x۲ + x۳)
ax۱ −a(x۲ + x۳) ۲ax۲

 . (۲ .۳)

ͬ شود: م نتیجه (۲ .۳) و (۱ .۳) روابط از استفاده با

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = ۴a۲x۲۲ − ۸a۲x۲x۳ − ۲abx۱x۲ + ۴a۲x۲۳ + ۲abx۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = ۲a۲x۲۱ − ۲abx۱x۲ − ۴abx۱x۳ − ۲a۲x۲x۳ + ۲a۲x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = ۲a۲x۲۱ − ۴abx۱x۲ − ۲abx۱x۳ + ۲a۲x۲x۳ − ۲a۲x۲۲,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = −۳a۲x۱x۲ + ۳abx۲x۳ + ۳a۲x۱x۳ + abx۲۲ + abx۲۱ − ۴abx۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = −۳a۲x۱x۳ + ۳acx۲x۳ + ۳a۲x۱x۲ − ۴abx۲۲ + abx۲۳ − abx۲۱,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = −۲a۲x۲۱ + a۲x۲۲ − a۲x۲۳ + ۳abx۱x۲ + ۳abx۱x۳.

(۳ .۳)

ͬ شود: م نتیجه زیر معادلات دستگاه (۲ .۳) و (۳ .۳) ،(۱ .۱) روابط از استفاده با بنابراین،

۴a۲x۲۲ − ۸a۲x۲c− ۲abx۱x۲ + ۴a۲x۲۳ + ۲abx۱x۳ + ۲αa(x۲ − x۳) = β,
۲a۲x۲۱ − ۲abx۱x۲ − ۴abx۱x۳ − ۲a۲x۲x۳ + ۲a۲x۲۳ + ۲αax۳ = β,
۲a۲x۲۱ − ۴abx۱x۲ − ۲abx۱x۳ + ۲a۲x۲x۳ − ۲a۲x۲۲ + ۲αax۲ = −β,
−۳a۲x۱x۲ + ۳abx۲x۳ + ۳a۲x۱x۳ + abx۲۲ + abx۲۱ − ۴abx۲۳ − αax۱ = ۰,
−۳a۲x۱x۳ + ۳abx۲x۳ + ۳a۲x۱x۲ − ۴abx۲۲ + abx۲۳ − abx۲۱ + αax۱ = ۰,
−۲a۲x۲۱ + a۲x۲۲ − a۲x۲۳ + ۳abx۱x۲ + ۳abx۱x۳ − αa(x۲ + x۳) = ۰.

(۴ .۳)

داریم. را زیر قضیه ،(۴ .۳) دستگاه حل با

صورت به شده تعریف و آن تک مدولͬ لͬ جبر g۱ و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g۱) کنید فرض .۱ .۳ قضیه
داریم: صورت این در است. زمان گون e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۴ .۳) رابطه

،x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ اگر .۱
نیست. (۴ .۳) معادله جواب x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β ̸= ۰ اگر .۲



۷۱ بعدی سه لͬ گروەهای در ͷمتالی برداری میدان های

g2 لͬ جبر ۲ .۳
که چنان دارد وجود است زمان گون e۳ که {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه

g2 : [e۱, e۲] = ce۲ − be۳, [e۱, e۳] = −be۲ + ce۳,

[e۲, e۳] = ae۱, c ̸= ۰.
(۵ .۳)

است: زیر صورت به LV g لͬ مشتق ،V = xiei ∈ g2 دلخواه برداری میدان هر برای حال،

LV g =

 ۰ cx۲ + (a− b)x۳ (b− a)x۲ − cx۳
cx۲ + (a− b)x۳ ۲cx۱ ۰
(b− a)x۲ − cx۳ ۰ ۲cx۱

 . (۶ .۳)

ͬ آوریم: م دست به (۶ .۳) و (۵ .۳) روابط از

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = (۲c۲ − ۲b۲ + ۲ab)x۲۲ + (−۲b(a− b)− ۲c۲)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = ۴c۲x۲۱ + ۲acx۲x۳ + ۲a(a− b)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = −۴c۲x۲۱ − ۲a(b− a)x۲۲ + ۲acx۲x۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = (−۳c۲ + b(b− a))x۱x۲ + (۲bc− ac)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = (−۲bc+ ac)x۱x۲ + (۳c۲ + b(a− b))x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = ۲a(b− a)x۲x۳ − acx۲۳ − acx۲۲.

(۷ .۳)

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه ،(۱ .۱) رابطه از استفاده با نتیجه، در

(۲c۲ − ۲b۲ + ۲ab)x۲۲ + (−۲b(a− b)− ۲c۲)x۲۳ = β,
۴c۲x۲۱ + ۲acx۲x۳ + ۲a(a− b)x۲۳ + ۲αcx۱ = β,
−۴c۲x۲۱ − ۲a(b− a)x۲۲ + ۲acx۲x۳ + ۲αcx۱ = −β,
(−۳c۲ + b(b− a))x۱x۲ + (۲bc− ac)x۱x۳ + α(cx۲ + (a− b)x۳) = ۰,
(−۲bc+ ac)x۱x۲ + (۳c۲ + b(a− b))x۱x۳ + α((b− a)x۲ − cx۳) = ۰,
۲a(b− a)x۲x۳ − acx۲۳ − acx۲۲ + ۴bcx۲۱ = ۰.

(۸ .۳)

داریم. را زیر قضیه ،(۸ .۳) روابط به بنا

صورت به شده بیان تک مدولͬ لورنتزی لͬ جبر g2 و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g2) کنید فرض .۲ .۳ قضیه
این در است. زمان گون برداری میدان ͷی e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۸ .۳) رابطه

هستند: زیر شرح به g2 روی غیربدیهͬ چپ پایای ͷمتالی برداری میدان های از برخͬ صورت
،x۲ = x۳ و x۱ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و a = b = ۰ ،c ̸= ۰ اگر .۱

نیست. (۸ .۳) معادله جواب x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β ̸= −۱
۲a

۲ − ۲c۲ اگر .۲

g3 لͬ جبر ۳ .۳
است: زیر صورت به لͬ ضرب زمان گون، e۳ بردار با {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه برای

g3 : [e۱, e۲] = −ce۳, [e۱, e۳] = −be۲, [e۲, e۳] = ae۱. (۹ .۳)

ͬ آوریم م دست به V = xiei ∈ g3 دلخواه برداری میدان گرفتن نظر در با ،{e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر

LV g =

 ۰ (a− b)x۳ (c− a)x۲
(a− b)x۳ ۰ (b− c)x۱
(c− a)x۲ (b− c)x۱ ۰

 . (۱۰ .۳)



۷۷−۶۵ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و خلیلͬ معصومه ۷۲

ͬ آوریم: م دست به (۱۰ .۳) و (۹ .۳) روابط از استفاده با

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = −۲c(c− a)x۲۲ − ۲b(a− b)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = ۲c(b− c)x۲۱ + ۲a(a− b)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = ۲b(b− c)x۲۱ − ۲a(c− a)x۲۲,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = −c(b+ a− ۲c)x۱x۲,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = b(−۲b+ c+ a)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = a(b+ c− ۲a)x۲x۳.

(۱۱ .۳)

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه (۱۱ .۳) ،(۱ .۱) روابط از بنابراین

−۲c(c− a)x۲۲ − ۲b(a− b)x۲۳ = β,
۲c(b− c)x۲۱ + ۲a(a− b)x۲۳ = β,
۲b(b− c)x۲۱ − ۲a(c− a)x۲۲ = −β,
−c(b+ a− ۲c)x۱x۲ + α(a− b)x۳ = ۰,
b(−۲b+ c+ a)x۱x۳ + α(c− a)x۲ = ۰,
a(b+ c− ۲a)x۲x۳ + α(b− c)x۱ = ۰.

(۱۲ .۳)

داریم. را زیر قضیه ،(۱۲ .۳) روابط از استفاده با

صورت به شده بیان تک مدولͬ لورنتزی لͬ جبر g2 و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g2) کنید فرض .۳ .۳ قضیه
این در است. زمان گون برداری میدان ͷی e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۱۲ .۳) رابطه

هستند: زیر شرح به g2 روی غیربدیهͬ چپ پایای ͷمتالی برداری میدان های از برخͬ صورت
،V ∈ g هر برای β = −۲a۲ + ۱

۲b
۲ + ۱

۲c
۲ − ab+ bc+ ac آنگاه باشد، ،a = b = c اگر .۱

،x۳ ∈ R هر و x۱ = x۲ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و c = ۰ ،a = b اگر .۲
،x۲ = ۰ و x۲۱ = x۲۳ آنگاه باشد، α = ۰ و ،β = ۰ ،b = ۰ ،a = c اگر .۳

.x۱ = x۲ = x۳ = ۰ و α ̸= ۰ آنگاه β = ۰ و b = ۰ ،a = c اگر .۴

g4 لͬ جبر ۴ .۳
است: زیر صورت به براکت ضرب زمان گون، e۳ با {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه برای

g4 : [e۱e۲] = −e۲ + (۲η − b)e۳, [e۱, e۳] = −be۲ + e۳,
[e۲, e۳] = ae۱, η = ±۱. (۱۳ .۳)

،{e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر
ͬ آوریم: م دست به V = xiei ∈ g چپ پایای برداری میدان برای

LV g =

 ۰ −x۲ + (a− b)x۳ (b− a− ۲η)x۲ − x۳
−x۲ + (a− b)x۳ ۲x۱ ۲ηx۱

(b− a− ۲η)x۲ − x۳ ۲ηx۱ ۲x۱

 . (۱۴ .۳)

ͬ شود: م نتیجه {e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر و (۱۴ .۳) رابطه از استفاده با

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = (۲+ ۲(۲η − b)(b− a− ۲η))x۲۲ − (۴a− ۸b+ ۸η)x۲x۳
(−۲b(a− b)− ۲)x۲۳,

(LV ◦ LV )(g)۲۲ = (۴− ۴η(۲η − b))x۲۱ + ۲a(a− b)x۲۳ − ۲ax۲x۳,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = (۴bη − ۴)x۲۱ − ۲a(b− a− ۲η)x۲۲ + ۲ax۲x۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = (−۳+ (۲η − b)(−b+ a+ ۴η))x۱x۲ + (۴η − ۴b+ a)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = (−۴b+ a+ ۴η)x۱x۲ + (−۲ηb+ ab− b۲ + ۳)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = (−۴η + ۴b)x۲۱ + (۲a(b− a)− ۲ηa)x۲x۳ − ax۲۳ + ax۲۲.

(۱۵ .۳)



۷۳ بعدی سه لͬ گروەهای در ͷمتالی برداری میدان های

داریم: و(۳. ۱۵) (۱ .۱) رابطه از بنابراین

(۲+ ۲(۲η − b)(b− a− ۲η))x۲۲ + (−۴a+ ۸b− ۸η)x۲x۳ − (۲b(a− b) + ۲)x۲۳ = β,
(۴− ۴η(۲η − b)x۲۱ + ۲a(a− b)V ۲

۳ − ۲ax۲x۳ + ۲αx۱ = β,
(۴bη − ۴)x۲۱ − ۲a(b− a− ۲η)x۲۲ + ۲ax۲x۳ + ۲αx۱ = −β,
(−۳+ (۲η − b)(−b+ a+ ۴η))x۱x۲ + (۴η − ۴b+ a)x۱x۳ − αx۲ + α(a− b)x۳ = ۰,
(−۴b+ a+ ۴η)x۱x۲ + (−۲ηb+ ab− b۲ + ۳)x۱x۳ + α((b− a− ۲η)x۲ − x۳) = ۰,
(−۴η + ۴b)x۲۱ + (۲a(b− a)− ۲ηa)x۲x۳ − ax۲۳ + ax۲۲ + ۲αx۱ = ۰.

(۱۶ .۳)

داریم. را زیر نتیجه ،(۱۶ .۳) غیرخطͬ معادلات دستگاه از استفاده با

صورت به شده بیان تک مدولͬ لورنتزی لͬ جبر g4 و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g4) کنید فرض .۴ .۳ قضیه
این در است. زمان گون برداری میدان ͷی e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۱۶ .۳) رابطه

هستند: زیر شرح به g4 روی غیربدیهͬ چپ پایای ͷمتالی برداری میدان های از برخͬ صورت
،α ∈ R هر برای x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و η = ۱ ،b = ۰ ،a = ۱ اگر .۱

،x۱, x۲, x۳ ∈ R آنگاه باشد، α = ۰ و β = ۰ ،η = ۱ ،b = ۱ ،a = ۰ اگر .۲
.x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، α ̸= ۰،β = ۰ و η = ۱ ،b = ۱ ،a = ۰ اگر .۳

لورنتزی متر به نسبت تک مدولͬ غیر ͷمتالی میدان های ۴
نظر در را {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر بعدی سه تک مدولͬ غیر لورنتزی لͬ جبر بخش، این در

ͬ کنیم. م بررسͬ را متمایز حالت سه اینجا، در است. زمان گون e۳ که ͬ گیریم م

g5 لͬ جبر ۱ .۴
که قسمͬ به است موجود است، زمان گون e۳ که {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه ،g5 لͬ جبر برای

g5 : [e۱, e۲] = ۰,
[e۱, e۳] = ae۱ + be۲,
[e۲, e۳] = ce۱ + de۲, a+ d ̸= ۰, ac+ bd = ۰.

(۱ .۴)

داریم ͬ گیریم. م نظر در را V = xiei ∈ g5 چپ پایای دلخواه برداری میدان حال

LV g =

 ۲ax۳ (b+ c)x۳ −ax۱ − cx۲
(b+ c)x۳ ۲dx۳ −bx۱ − dx۲

−ax۱ − cx۲ −bx۱ − dx۲ ۰

 . (۲ .۴)

ͬ شود: م نتیجه (۲ .۴) و (۱ .۴) روابط از
(LV ◦ LV )(g)۱۱ = (۴a۲ + ۲b۲ + ۲bc)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = (۲c(b+ c) + ۴d۲)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = ۲(a۲ + b۲)x۲۱ + ۲(c۲ + d۲)x۲۲,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = (ab+ cd)x۲۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = −(۳a۲ + ۲b۲ + bc)x۱x۳ − (ac+ cd)x۲x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = −(ab+ bd)x۱x۳ − (۲c۲ + ۳d۲ + bc)x۲x۳.

(۳ .۴)

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه (۲ .۴) و (۱ .۴) ،(۱ .۱) روابط از استفاده با بنابراین
(۴a۲ + ۲b۲ + ۲bc)x۲۳ + ۲αax۳ = β,
(۲c(b+ c) + ۴d۲)x۲۳ + ۲αdx۳ = β,
۲(a۲ + b۲)x۲۱ + ۲(c۲ + d۲)x۲۲ = −β,
(ab+ cd)x۲۳ + α((b+ c)x۳) = ۰,
−(۳a۲ + ۲b۲ + bd)x۱x۳ − (ac+ cd)x۲x۳ − αax۱ − αcx۲ = ۰,
−(ab+ bd)x۱x۳ − (۲c۲ + ۳d۲ + bc)x۲x۳ − αbx۱ − αdx۲ = ۰.

(۴ .۴)



۷۷−۶۵ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و خلیلͬ معصومه ۷۴

ͬ آید. م دست به زیر نتیجه ،(۴ .۴) معادلات دستگاه حل با

صورت به شده بیان تک مدولͬ لورنتزی لͬ جبر g5 و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g5) کنید فرض .۱ .۴ قضیه
این در است. زمان گون برداری میدان ͷی e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۴ .۴) رابطه

هستند: زیر شرح به g5 روی چپ پایای ͷمتالی برداری میدان های از برخͬ صورت
،x۱ = x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، α = ۰ و ،β = ۰ ،a = d = ۰ ،b = c اگر .۱

.x۲ ∈ R و x۱ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، α = β = ۰ و a ̸= ۰ ،b = c = d = ۰ اگر .۲

g6 لͬ جبر ۲ .۴
که است موجود زمان گون e۳ بردار که {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه ،g6 در

g6 : [e۱, e۲] = ae۲ + be۳,
[e۱, e۳] = ce۲ + de۳,
[e۲, e۳] = ۰, a+ d ̸= ۰, ac− bd = ۰.

(۵ .۴)

ͬ آوریم: م دست به V = xiei ∈ g دلخواه برداری میدان برای ،{e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر

LV g =

 ۰ ax۲ + cx۳ −bx۲ − dx۳
ax۲ + cx۳ −۲ax۱ (b− c)x۱
−bx۲ − dx۳ (b− c)x۱ ۲dx۱

 . (۶ .۴)

ͬ گیریم: م نتیجه (۶ .۴) و (۵ .۴) روابط از استفاده با

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = ۲a۲x۲۲ + ۲c۲x۲۳ − ۲d۲x۲۳ − ۲b۲x۲۲,
(LV ◦ LV )(g)۲۲ = (۴a۲ − ۲b(b− c))x۲۱,
(LV ◦ LV )(g)۳۳ = (−۲bc+ ۲c۲ − ۴d۲)x۲۱,
(LV ◦ LV )(g)۱۲ = (−۳a۲ + ۲b۲ − bc)x۱x۲ − (ac+ cd)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۱۳ = (ab+ bd)x۱x۲ + (−۲c۲ + ۳d۲ + bc)x۱x۳,
(LV ◦ LV )(g)۲۳ = (−ab+ cd)x۲۱.

(۷ .۴)

ͬ دهد: م نتیجه را زیر معادلات دستگاه (۱ .۱) رابطه بنابراین

۲a۲x۲۲ + ۲c۲x۲۳ − ۲d۲x۲۳ − ۲b۲x۲۲ = β,
−۲ax۱(۴a۲ − ۲b(b− c))x۲۱ − ۲αax۱ = β,
(−۲bc+ ۲c۲ − ۴d۲)x۲۱ + ۲αdx۱ = −β,
(−۳a۲ + ۲b۲ − bc)x۱x۲ − (ac+ cd)x۱x۳ + αax۲ + αcx۳ = ۰,
(ab+ bd)x۱x۲ + (−۲c۲ + ۳d۲ + bc)x۱x۳ − αbx۲ − αdx۳ = ۰,
(−ab+ cd)x۲۱ + α(b− c)x۱ = ۰.

(۸ .۴)

ͬ آید. م دست به زیر نتیجه (۸ .۴) معادلات دستگاه حل با

صورت به شده بیان تک مدولͬ لورنتزی لͬ جبر g6 و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g6) کنید فرض .۲ .۴ قضیه
این در است. زمان گون برداری میدان ͷی e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۸ .۴) رابطه

هستند: زیر شرح به g6 روی غیربدیهͬ چپ پایای ͷمتالی برداری میدان های از برخͬ صورت
،x۱ = ۰ و x۲۲ = x۲۳ آنگاه باشد، β = ۰ و α = ۰ ،b = c = ۰ ،a = d ̸= ۰ اگر .۱

،x۱ ∈ R و x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، α = β = ۰ و a = d = ۰ ،b = c ̸= ۰ اگر .۲
،x۱ = α

۲a و x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و ،b = c = ۰ ،a = d ̸= ۰ اگر .۳
.x۲, x۳ ∈ R و x۱ =

α
۲a آنگاه باشد، β = ۰ و a = b = c = d ̸= ۰ اگر .۴



۷۵ بعدی سه لͬ گروەهای در ͷمتالی برداری میدان های

g7 لͬ جبر ۳ .۴
که دارد وجود است، زمان گون e۳ که {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه

g7 : [e۱, e۲] = −ae۱ − be۲ − be۳,
[e۱, e۳] = ae۱ + be۲ + be۳,
[e۲, e۳] = ce۱ + de۲ + de۳, a+ d ̸= ۰, ac = ۰.

(۹ .۴)

داریم: V = xiei ∈ g7 دلخواه برداری میدان برای ،{e۱, e۲, e۳} پایه با متناظر

(LV g)(e۱, e۱) = −۲a(x۲ − x۳),
(LV g)(e۱, e۲) = ax۱ − bx۲ + (b+ c)x۳,
(LV g)(e۱, e۳) = −ax۱ + (b− c)x۲ − bx۳,
(LV g)(e۲, e۲) = ۲bx۱ + ۲dx۳,
(LV g)(e۲, e۳) = −۲bx۱ − d(x۲ + x۳),
(LV g)(e۳, e۳) = ۲bx۱ + ۲dx۲.

(۱۰ .۴)

ͬ گیریم: م نتیجه (۱۰ .۴) از استفاده با

(LV ◦ LV )(g)۱۱ = (۴a۲ + ۲bc)x۲۲ + (−۸a۲ − ۴bc)x۲x۳ + (۴a۲ + ۲bc)x۲۳,

(LV ◦ LV )(g)۲۲ = (−۲ab− ۲bd)x۱x۲ + (۲ab+ ۲bd)x۱x۳
+(−۲bd− ۲d۲)x۲x۳ + (۲c(b+ c) + ۲d۲)x۲۳ + ۲a۲x۲۱,

(LV ◦ LV )(g)۳۳ = ۲a۲x۲۱ + (−۲ab− ۲bd)x۱x۲ + (۲ab+ ۲bd)x۱x۳
−۲c(b− c)x۲۲ + (۲bc+ ۲d۲)x۲x۳,

(LV ◦ LV )(g)۱۲ = (−۳a۲ − bc)x۱x۲ + (bd+ ad)x۲۲ + (−۲ab− ۲bd− cd)x۲x۳

+(۳a۲ + bc)x۱x۳ + (ab+ d(b+ c))x۲۳,

(LV ◦ LV )(g)۱۳ = (۳a۲ + bc)x۱x۲ + (−ab− d(b− c))x۲۲
+(−ab− bd)x۲۳ + (۲ab+ ۲bd− cd)x۲x۳ + (−۳a۲ − bc)x۱x۳,

(LV ◦ LV )(g)۲۳ = −۲a۲x۲۱ + (bc+ d۲)x۲۲ − (bc+ d۲)x۲۳ + (۲ab+ ۲ad)x۱x۲ (۱۱ .۴)
−(۲ab+ ۲ad)x۱x۳ − ۲c۲x۲x۳.

ͬ آید: م دست به زیر معادلات دستگاه (۱۱ .۴) ،(۱ .۱) معادلات از

(۴a۲ + ۲bc)x۲۲ + (−۸a۲ − ۴bc)x۲x۳ + (۴a۲ + ۲bc)x۲۳ − ۲αa(x۲ − x۳) = β,
(−۲ab− ۲bd)x۱x۲ + (۲ab+ ۲bd)x۱x۳
+(−۲bd− ۲d۲)x۲x۳ + (۲c(b+ c) + ۲d۲)x۲۳ + ۲a۲x۲۱ + ۲αbx۱ + ۲αdx۳ = β,
۲a۲x۲۱ + (−۲ab− ۲bd)x۱x۲ + (۲ab+ ۲bd)x۱x۳
−۲c(b− c)x۲۲ + (۲bc+ ۳d۲)x۲x۳ + α(۲bx۱ + ۲dx۲) = −β,
(−۳a۲ − bc)x۱x۲ + (bd+ ad)x۲۲
+(−۲ab− ۲bd− cd)x۲x۳ + (۳a۲ + bc)x۱x۳
+(ab+ d(b+ c))x۲۳ + α(ax۱ − bx۲ + (b+ c)x۳) = ۰,
(۳a۲ + bc)x۱x۲ − (ab+ d(b− c))x۲۲
+(−ab− bd)x۲۳ + (۲ab+ ۲bd− cd)x۲x۳
+(−۳a۲ − bc)x۱x۳ − αax۱ + α(b− c)x۲ − αbx۳ = ۰,
−۲a۲x۲۱ + (bc+ d۲)x۲۲ − (bc+ d۲)x۲۳ + (۲ab+ ۲ad)x۱x۲
−(۲ab+ ۲ad)x۱x۳ − ۲c۲x۲x۳ − ۲αbx۱ − αd(x۲ + x۳) = ۰.

(۱۲ .۴)



۷۷−۶۵ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و خلیلͬ معصومه ۷۶

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه (۱۲ .۴) معادلات حل از بعد

صورت به شده بیان تک مدولͬ لورنتزی لͬ جبر g7 و بعدی سه لورنتزی لͬ گروه (G, g7) کنید فرض .۳ .۴ قضیه
این در است. زمان گون برداری میدان ͷی e۳ که باشد {e۱, e۲, e۳} یͺەای متعامد شبه پایه با متناظر (۱۲ .۴) رابطه

هستند: زیر شرح به g7 روی غیربدیهͬ چپ پایای ͷمتالی میدان های از برخͬ صورت
،x۱ ∈ R و x۲ = x۳ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و α = ۰ ،a = c = ۰ ،b = d اگر .۱

،x۱ ∈ R و x۳ = −α

d
،x۲ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و a = c = ۰ ،d ̸= ۰ ،b = ۱ اگر .۲

.x۲ = x۳ و x۱ = ۰ آنگاه باشد، β = ۰ و b = c = d = ۰ ،a ̸= ۰ اگر .۳

نتیجەگیری
این گونه تعریف پرداختیم. سه بعد از همͽن منیفلدهای روی ͷمتالی برداری میدان های ردەبندی به مقاله، این در
بطور میدان ها این کردیم، بیان قبلا که همانطور و است ما خود کار واقع در و جدید هندسͬ برداری میدان های
میدان ها نوع این ردەبندی و وجود بررسͬ جهت ͬ شوند. م ظاهر هذلولوی ریچͬ سالیتون های مطالعه در طبیعͬ
در را برداری میدان های این وجود بنابراین، ͬ کردیم. م شروع سادەتر هندسͬ ساختار با منیفلدهای از باید طبیعتاً
لورنتزی و ریمانͬ مترهای با تک مدولͬ غیر همچنین و تک مدولͬ لͬ جبرهای با بعدی سه همͽن منیفلدهای حالت
حل (که ͬ شد م غیرخطͬ معادلات دستگاه حل به منجر میدان ها، این ردەبندی و وجود بررسͬ نمودیم. مطالعه
تحلیلͬ روش به که است) آفین واریتەهای کردن مشخص و جبری هندسه با ارتباط در معمولا دستگاەهایی چنین

کردیم. پیدا را دستگاەها حقیقͬ پاسخ های
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