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Abstract: In this paper, a new numerical method based on the neural network and the discrete Hahn
wavelets is presented for solving the Bratu-type equations. First, the discrete Hahn wavelets and some
of their important properties are expressed to construct the Hahn wavelets neural network. The presented
neural network consists of three layers: input layer, hidden layer, output layer. In this method, the Hahn
wavelets and sinh functions are used as the activation functions of the hidden layer and output layer, re-
spectively. Then, an analytical optimization method is employed to adjust the neural network weights so
that the approximated solution satisfies the given problem. Using this method, the original problem is
converted into a system of algebraic equations, which is solved by Newton’s iterative method. Finally, the
accuracy and efficiency of the proposed method are examined through several numerical examples.
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ریاضͬ پژوهش های

۱۰۹–۹۲ ص ،۱ شماره ،۱۲ دوره ،۱۴۰۵ سال

براتو معادلات برای گسسته هان  ͷموج عصبی شبͺه روش

۱ اردوخانͬ یداله و (۱) خانͬ رحیم پریسا
ایران محلات، محلات، عالͬ آموزش مرکز علوم، دانشͺده کامپیوتر، علوم گروه (۱)

ایران تهران، ، الزهرا(س) دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه (۲)

۱۴۰۵̸۳̸۲۲ انتشار: تاريخ ۱۴۰۵̸۱̸۲۶ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳̸۹̸۲ دریافت: تاريخ

برای گسسته هان موجͷ های و عصبی شبͺه براساس جدید عددی روش ͷی مقاله این در چͺیده:
برای آن مهم ͬ های ویژگ برخͬ و گسسته هان موجͷ های ابتدا، ͬ شود. م ارائه براتو معادلات حل
است: لایه سه شامل شده بیان عصبی شبͺه ͬ شود. م بیان هان موجͷ های عصبی شبͺه ساختن
ͷهایپربولی سینوس تابع و هان موجͷ های از روش این در پنهان. لایه و خروجͬ لایه ورودی، لایه
بهینەسازی روش سپس ͬ شود. م استفاده خروجͬ لایه و پنهان لایه فعا  ل ساز توابع عنوان به ترتیب به
در تقریبی جواب که ͬ شود م استفاده بەگونەای عصبی شبͺه وزن های آوردن بەدست برای تحلیلͬ
تبدیل جبری معادلات از دستگاه ͷی به اصلͬ مساله روش، این از استفاده با کند. صدق مساله
دقت مثال هایی ارائه با انتها در کرد. حل نیوتون تکرار روش با ͬ توان م را دستگاه این که ͬ شود، م

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را روش کارائͬ و

بهینەسازی روش  عددی، روش براتو، معادلات هان، موجͷ های عصبی، شبͺه کليدي: واژەهاي
تحلیلͬ

62M45, 65T60, 74G15. ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱
است. کرده جلب خود به را فزایندەای علاقه و توجه مهندسͬ و علوم در آن ها مهم کاربردهای دلیل به براتو معادلات
ͬͺفیزی و شیمیایی فرایندهای یافت. [۲] و [۱] مقالەهای در ͬ توان م را براتو نوع معادلات اهمیت و تاریخچه
مواد احتراق، مواد در حرارتͬ واکنش فرایند مثال برای است، شده مدل سازی براتو معادله از استفاده با بسیاری
ریز، بسیار پلیمری الیاف تولید برای الͺتروریسͬ فرآیند سوخت، احتراق مدل در جامدات مانند شͺل تغییر غیرقابل
جواب به ͷکلاسی لیوویل⁃براتو⁃گلفاند مساله کرد. بیان ͬ توان م را [۶–۳] نانو فناوری و شیمیایی، راکتور نظریه

ͬ پردازد[۲]: م زیر معادله مثبت
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{
∆u+ λeu(ξ) = ۰, ξ ∈ Ω,

u = ۰, ξ ∈ ∂Ω,

دست به زیر شبەخطͬ سهموی مسئله مطالعه طریق از معادله این است. RN در کراندار دامنه ͷی Ω و λ > ۰ که
:[۲] ͬ آید }م

vξ = ∆v + λ(۱ − εv)m̃ev/(۱+εv) = ۰, ξ ∈ Ω,
v = ۰, ξ ∈ ∂Ω,

ماده ͷی در حرارتͬ واکنش فرآیند برای مدلͬ عنوان به و ͬ شود م شناخته جامد سوخت احتراق مدل عنوان به که
بر تمرکز مقاله، این در است. شده استخراج احتراق دوره طول در ثابت چͽالͬ با ناپذیر شͺل تغییر و احتراق قابل

ͬ شود: م تبدیل زیر ساده شͺل به معادله حالت این در که است، لیوویل⁃براتو⁃گلفاند معادله N = ۱ حالت

u′′(ξ) + λeu(ξ) = ۰, ۰ < ξ ≤ ۱, (۱ .۱)

اولیه شرایط با
(i) : u(۰) = u۰, u′(۰) = u۱,

مرزی شرایط یا

(ii) : u(۰) = u۰, u(۱) = û۱.

براتو ͷکلاسی مسئله دقیق راەحل ͬ شود. م شناخته [۷] براتو ͷکلاسی مسئله عنوان به مسئله این حالت، این در
است: شده ارائه [۷] توسط

u(ξ) = −۲Ln[
cosh( θ۲(ξ −

۱
۲))

cosh( θ۴)
],

که

θ =
√

۲λ cosh(
θ

۴
).

جواب دو یا و دارد جواب ͷی ندارد، جواب بەترتیب براتو معادلۀ است، λ < λc و λ = λc ،λ > λc وقتͬ
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به بحرانͬ مقدار دارد.

۱ =
۱
۴
√

۲λc sinh(
θ

۴
),

براتو معادلات شد، گفته که همان طور ͬ شود. م مشخص λc = ۳٫۵۱۳۸۳۰۷۱۹ صورت به λc بحرانͬ مقدار که
سوخت احتراق مدل ͷی عنوان به را معادله این ͬ توان م جمله از دارند، مختلفͬ ͬͺفیزی مسائل در بسیاری کاربردهای
ͬͺفرانک⁃کامنتس پارامتر عنوان به λ است، بعد بدون دمای نشان دهنده u حالت این در که گرفت نظر در جامد

.[۸] است احتراق گرمای نشان دهنده λeu و است مͺان متغیر ξ ͬ شود، م شناخته
زیر روش های ͬ توان م جمله آن از است، شده ارائه براتو معادلات عددی حل برای بسیاری تحقیقاتͬ کارهای کنون تا
روش ،[۱۱] تکراری⁃انحرافͬ روش های ،[۱۰] بی اسپلاین روش ،[۹] اصلاح شده تغییرات تکرار روش برد: نام را
متناهͬ[۱۵]، تفاضل روش سینک⁃گالرکین[۱۴]، روش ،[۱۳] گاوس⁃ژاکوبی هم مͺانͬ روش لژاندر[۱۲]، ͷموج

غیره. و چبیشف[۱۷] موجͷ های روش ،[۱۶] تیلور موجͷ های روش
جدیدترین جمله از که ،[۲۰–۱۸] است شده ارائه واقعͬ دنیای مسائل حل برای مختلفͬ عددی روش های امروزه
دادەهای از یادگیری با روش ها این حقیقت در برد. نام را ماشین یادگیری روش های ͬ توان م زمینه این در روش ها
مسائل در هم حاضر حال در ماشین یادگیری روش های کاربرد ͬ کنند. م استخراج را مساله اساسͬ ساختار دریافتͬ،
،[۲۱] تیر ستون های در کمانش تحلیل و تجزیه مثال، عنوان به است. یافته گسترش ریاضͬ مسائل در هم و مهندسͬ
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و معکوس[۲۴]، ͷسیستماتی مسئله ،[۲۳] برنامەنویسͬ مسئله ،[۲۲] دوار ͬͺتریͺال ماشین های ارتعاش ͷدینامی
روش ها این جمله از ͬ شود م استفاده مختلفͬ مسائل حل برای روش ها این از بنابراین .[۲۵] دافینگ ساز نوسان
شبͺه روش ͷی از استفاده با را [۱]ͷتوروی باگلͬ معادله کسری مرتبه [۲۶]دستگاه همͺاران و راجا از: عبارتند
و مصنوعͬ عصبی شبͺەهای بر مبتنͬ [۲۷]روشͬ در همͺارانش و راجا کردند. حل پیشرو ͬͺژنتی و عصبی
با ریͺاتͬ[۲] غیرخطͬ دوم درجه دیفرانسیل معادلات عددی حل آوردن بەدست برای متوالͬ دوم درجه برنامەریزی
نقطه الͽوریتم های از که کردند معرفͬ را کسری عصبی شبͺه ͷی [۲۸] آن ها همچنین، کردند. ارائه کسری، مرتبه
حیدری و رحیم خانͬ کردند. استفاده ͷباگلͬ⁃توروی معادلات دستگاه ͷی حل برای بهینەساز عنوان به درونͬ[۳]
کسری⁃ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای را کسری انتقال یافته مورگان⁃ویس[۴] عصبی شبͺه روش [۲۹]
با را کسری براونͬ حرکت با غیرخطͬ تصادفͬ دیفرانسیل معادلات [۳۰] رحیم خانͬ همچنین بردند. بەکار فرکتال
حداقل پشتیبان بردار رگرسیون روش [۳۱] همͺاران و پرند کرد. حل کسری جنوکͬ[۵] عمیق عصبی شبͺه روش
عصبی شبͺه روش [۳۲] همͺاران و هادیان⁃رسانان بردند. کار به ولترا انتگرال معادلات حل برای را مربعات
در همͺارانش و رحیم خانͬ بردند. کار به لان⁃امدن[۶] معادلات مختلف نوع های حل برای را کسری لژاندر
معادلات دستگاه عددی حل برای را برنولͬ موجͷ های مربعات حداقل پشتیبان بردار رگرسیون [۳۳]روش مقاله
حل برای را مربعات حداقل بردارپشتیبان ماشین مقاله[۳۴]روش در همͺارانش و پرند دادند. ارائه کسری دیفرانسیل
وزن دار باقیمانده و ماشین یادگیری [۳۵]روش همͺارانش و طاهری بردند. بەکار کسری مرتبه ولترا جمعیت مدل
شبͺه روش [۳۶] مقاله در همͺارانش و عبادی بردند. بەکار کسری مرتبه تاخیری دیفرانسیل معادلات حل برای را
محدودیت های و غیرخطͬ نابرابری های با غیرهموار بهینەسازی مسا ئل عددی حل برای را لایه ͷی بازگشتͬ عصبی

کاربردند. به خطͬ برابری
کنیم. استفاده براتو معادلات حل برای را هان موجͷ های و عصبی شبͺه روش از ترکیبی داریم نظر در مقاله این در

:[۳۸ ،۳۷] ͬ شود م خلاصه زیر صورت به هان چندجملەای های توسط پیوسته تابع ͷی تقریب اصلͬ مزیت

ویژگͬ این هستند. گسسته تعامد خاصیت دارای هان چندجملەای های یͺنواخت: نقاط روی گسسته تعامد ●
ͬ کند م فراهم عددی انتگرال گیری به نیاز بدون و متناهͬ جمع های طریق از تنها را بسط ضرایب محاسبه امͺان

ͬ شود. م حذف عددی خطاهای از مهمͬ منبع نتیجه، در و

پایداری و شده خوش وضع عملیاتͬ ماتریس های ساخت به منجر گسسته تعامد مناسب: عددی پایداری ●
ͬ بخشد. م بهبود غیرخطͬ معادلات حل در بەویژه را روش عددی

محدودی تعداد از استفاده با است قادر هان چندجملەای های بر مبتنͬ تقریب کمتر: آزادی درجات با بالا دقت ●
ͬ دهد. م افزایش را روش محاسباتͬ کارایی امر این که دهد ارائه بالا دقت با جواب هایی پایه، توابع از

چندجملەای های دارند، قطعەای پیوستگͬ تنها که هار موجͷ های نظیر پایەهایی برخلاف تقریب: مناسب همواری ●
بسیار براتو معادله نظیر دیفرانسیل معادلات حل برای که ͬ کنند م تولید مشتق پذیر و هموار تقریب هایی هان

هستند. مناسب

متعامد چندجملەای های بر مبتنͬ موجͷ های با مقایسه در لژاندر: و چبیشف موجͷ های به نسبت برتری ●
سازگاری طیفͬ، دقت حفظ ضمن هان چندجملەای های بر مبتنͬ روش لژاندر، و چبیشف مانند پیوسته
شدن سادەتر و خطا کاهش بهتر، عددی پایداری به منجر و داشته گسسته فرمول بندی های با ͬ تری طبیع

ͬ شود. م عملیاتͬ ماتریس های ساختار

متعددی مزایای دارای مصنوعͬ عصبی شبͺەهای از استفاده با بەدست آمده تقریبی حل های که است ذکر به لازم
ͬ شوند م فهرست زیر شرح به مصنوعͬ عصبی شبͺەهای بر مبتنͬ چارچوب اصلͬ ͬ های ویژگ از برخͬ .[۳۹] هستند

:[۴۰]

مشتق پذیر و پیوسته ذاتͬ بەطور عصبی شبͺه از حاصل تقریبی جواب جواب: مشتق پذیری و پیوستگͬ ●
مشتق عملͽرهای شامل مسائل و کنترلͬ مسائل دیفرانسیل، معادلات حل برای را آن امر این که است،

ͬ سازد. م مناسب
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دلخواه نقطه هر در مسئله جواب که ͬ کند م فراهم را امͺان این عصبی شبͺه تقریب بالا: تعمیم پذیری قابلیت ●
پیشنهادی روش ͬ شود م باعث ویژگͬ این شود. ارزیابی آموزشͬ، نقاط مجموعه از خارج حتͬ دامنه، از

باشد. داشته پاسخ بازسازی در بیشتری انعطاف پذیری شبͺەبندی، بر مبتنͬ روش های به نسبت

است بهبود قابل خودکار بەصورت تقریب دقت پایه، توابع یا نورون ها تعداد افزایش با دقت: افزایش قابلیت ●
یافت. دست بالاتر دقت با جواب های به روش، کلͬ ساختار در تغییر بدون ͬ توان م و

روش شود، انتخاب AF (ξ) = ξ بەصورت فعال ساز تابع که حالتͬ در عددی: ͷکلاسی روش های با ارتباط ●
بەعنوان ͬ توان م را ͷکلاسی روش های رو، این از ͬ شود. م تبدیل عددی ͷکلاسی تقریب های به پیشنهادی
تعمیم یافته رویͺرد ͷی پیشنهادی روش و گرفت نظر در هان عصبی شبͺه چارچوب از خاصͬ حالت های

ͬ گیرد. م بر در نیز را آن ها که است

تکراری الͽوریتم های یا پیچیده شبͺەبندی به نیاز عدم و عصبی شبͺه ساده ساختار پیادەسازی: سهولت ●
ͬ سازد. م کارآمد محاسباتͬ نظر از را آن و کرده آسان را روش پیادەسازی سنگین،

دیفرانسیلͬ، انتگرالͬ، معادلات حل به توسعه قابل طبیعͬ بەطور ارائەشده چارچوب چارچوب: گسترش پذیری ●
روش در اساسͬ تغییرات به نیاز آن که بدون است، معکوس مسائل همچنین و مرتبەکسری تاخیری، تصادفͬ،

باشد. داشته وجود

غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات حل برای ماشین یادگیری بر مبتنͬ عددی روش های موجود، ادبیات در خلاصه، بەطور
عصبی شبͺەهای به ͬ توان م آن ها مهم ترین جمله از که یافتەاند توسعه اصلͬ چارچوب چند قالب در عمدتاً کسری و
موفقیت های وجود با کرد. اشاره طیفͬ–یادگیری ترکیبی روش های و ،ͷموج بر مبتنͬ مدل های ،ͷفیزی از گاه آ
بالا حساسیت غیرخطͬ، نواحͬ در کند همͽرایی جمله از محدودیت هایی با آن ها از بسیاری روش ها، این توجه قابل
بەویژه هستند. مواجه مسئله ساختار با متناسب پایه توابع از مؤثر بهرەبرداری عدم و آموزشͬ، نقاط انتخاب به نسبت
ͬ شود م موجب عمومͬ فعال سازی توابع از استفاده ،ͷفیزی از گاه آ عصبی شبͺەهای بر مبتنͬ روش های از بسیاری در
چارچوب ͷی حاضر پژوهش در راستا، این در نشود. بازنمایی بەخوبی جواب چندمقیاسͬ و موضعͬ رفتارهای
متعامد ͬͺموج پایەهای بالای تقریب توان ترکیب با که ͬ شود م ارائه هان گسسته موجͷ های بر مبتنͬ ترکیبی عصبی
ͬͺموج ساختار از بهرەگیری با پیشنهادی روش ͬ کند. م برطرف را ͬ ها کاست این عصبی، شبͺەهای انعطاف پذیری و
بر مبتنͬ عددی روش های به نسبت را سریع تری همͽرایی نرخ و بهتر عددی پایداری بالاتر، دقت مسئله، با متناسب

ͬ آورد. م فراهم براتو، نوع از غیرخطͬ معادلات برای بەویژه موجود، ماشین یادگیری
بیان گسسته هان موجͷ های عصبی شبͺه ساختار ،۲ بخش در ͬ شود: م سازمان دهͬ زیر صورت به مقاله این ادامه
نتایج ،۴ بخش در ͬ شود. م ارائه گسسته هان موجͷ های عصبی شبͺه بر مبتنͬ عددی روش ،۳ بخش در ͬ شود. م
بیان روش از کلͬ نتیجەگیری ͷی ،۵ بخش در ͬ شوند. م گزارش مرزی و اولیه شرایط با مثال چهار روی عددی

ͬ شود. م

گسسته هان موجͷ های عصبی شبͺه ساختار ۲
عصبی شبͺه ساختار ۱ شͺل ͬ شود. م گرفته نظر در براتو معادلات حل برای گسسته هان موجͷ های عصبی شبͺه

ͬ دهد. م نشان را لایه سه شامل گسسته هان موجͷ های

داده تعداد ϱ دارای گره این که است ξ گره ͷی دارای که است شبͺه ورودی لایه لایه، اولین ●

{ξ۱, ξ۲, . . . , ξϱ}

است.

انتخاب فعال ساز تابع عنوان به متعامد توابع از کلاس ͷی لایه این در که است شبͺه پنهان لایه دوم، لایه ●
ͬ شوند. م اعمال فعال ساز توابع عنوان به گسسته هان موجͷ های حقیقت، در ͬ شود. م
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دوم لایه از گسسته هان موجͷ های از خطͬ ترکیبی لایه این ورودی که است شبͺه خروجͬ لایه سوم، لایه ●
سینوس تابع لایه این در است. آن ورودی روی بر AF (·) فعال ساز تابع اعمال حاصل آن خروجͬ و است

ͬ شود. م گرفته نظر در فعال ساز تابع عنوان به ͷهایپربولی

است: زیر بەصورت c پارامتر و ξ ورودی داده با گسسته هان موجͷ های عصبی شبͺه خروجͬ بنابراین،

N(ξ, c) = AF (Θ) = sinh(Θ). (۱ .۲)

ͬ شود:  م نوشته زیر صورت به که است هان موجͷ های از خطͬ ترکیب ͷی Θ اینجا در

Θ =
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k) = cTΨ∗(ξ, a, b,M,L, k), (۲ .۲)

که
cn,m

زیر صورت به بردار ͬ شوند. م تعیین خطا تابع کاهش برای آموزشͬ فرآیندهای در که هستند شبͺه مجهول وزن های
ͬ شود: م مشخص

c = [c۱,۰, c۱,۱, . . . , c۱,M−۱, c۲,۰, . . . c۲,M−۱, . . . , c۲k−۱,M−۱]
T .

:[۴۱] ͬ شوند م تعریف زیر صورت به [۰, L) بازه روی گسسته هان موجͷ های

(۳ .۲)

ψ∗
nm(ξ, a, b,M,L, k) =

{
۲

k−۱
۲ φm

∗
m(

۲k−۱

L
ξ − n+ ۱, a, b,M, ۱), n−۱

۲k−۱L ≤ ξ < n
۲k−۱L,

۰, Otherwise

ͬ آید: م بدست زیر صورت به [۴۱] هان های چندجملەای خواص از استفاده با φm ضریب ،(۳ .۲) رابطه در که

φm =

√
(۲m+ a+ b+ ۱)(a+ ۱)m(−M + ۱)m(M − ۱)!

(−۱)m(m+ a+ b+ ۱)M(b+ ۱)mj!
,

داریم: همچنین و

m = ۰, ۱, . . . ,M − ۱, n = ۱, ۲, . . . , ۲k−۱, k = ۱, ۲, . . . ,

نشان h⋆m(ξ, a, b,M,L) با را [۰, L] بازه روی m مرتبه از انتقال یافته هان چندجملەای های این، بر علاوه
:[۴۱] ͬ شوند م تعریف زیر صورت به که ͬ دهیم م

h⋆m(ξ, a, b,M,L) =
m∑
j=۰

j∑
r=۰

(−۱)j
(−m)j(m+ a+ b+ ۱)j

(a+ ۱)j(−M)jj!
(
M

L
)rS

(r)
j ξr, (۴ .۲)

که

m = ۰, ۱, . . . ,M − ۱.

بەتفصیل هان  ͷموج عصبی شبͺه در بەکاررفته پارامترهای ،۱ جدول در هستند. اول نوع [۱] استرلینگ اعداد Srj و
شدەاند. تشریح



۱۰۹−۹۲ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ اردوخانͬ یداله و خانͬ رحیم پریسا ۹۸

هان موجͷ های عصبی شبͺه تعریف در پارامتر ها نقش و تعریف :۱ جدول
مثال ها در شده انتخاب دامنه

عددی
عددی روش در نقش تعریف پارامتر

a = ۱ مثال ها تمامͬ در ξ = ۰ ͬͺنزدی در وزن توزیع کنترل چپ وزن پارامتر a

b = ۲ مثال ها تمامͬ در ξ = L ͬͺنزدی در وزن توزیع کنترل راست وزن پارامتر b

مانند ͷکوچ صحیح مقادیر
M = ۲, ۳, ۴, . . . , ۱۳

محلͬ تقریب دقت و مرتبه کنترل زیربازه هر در پایه توابع تعداد M

L = ۱ مثال ها تمامͬ در تعریف و دامنه نرمال سازی
یافته انتقال چندجملەای های

محاسباتͬ دامنه طول L

k = ۰, ۱ صحیح مقادیر تقریب و مͺانͬ ͷتفکی کنترل
موضعͬ

زیربازەها تعداد k

AF (.) = مثال ها تمامͬ در
sinh(.)

ساختار در بودن غیرخطͬ ایجاد
برای تقریب توان افزایش و شبͺه

غیرخطͬ معادلات حل

فعال ساز تابع AF (.)

عصبی شبͺه معماری تشریح

شده طراحͬ سەلایه پیشرو شبͺه ͷی بەصورت گسسته هان موجͷ های عصبی شبͺه عصبی شبͺه معماری تشریح
شبͺه ورودی بەعنوان مستقل متغیر ساختار، این در ͬ باشد. م خروجͬ لایه و پنهان لایه ورودی، لایه شامل که است

است. u(ξ) مجهول تابع تقریب شبͺه، هدف و ͬ شود م گرفته نظر در
پنهان لایه ͬ کند. م منتقل پنهان لایه به تبدیلͬ هیچ گونه اعمال بدون را ξ مقدار که است نورون ͷی شامل ورودی لایه
هان موجͷ های لایه، این در ͬ باشد. م گسسته هان ͷموج ͷی با متناظر نورون هر که است نورون ۲k−۱M شامل

بردار بەصورت پنهان لایه خروجͬ و شدەاند انتخاب فعال ساز توابع بەعنوان گسسته

Ψ∗(ξ, a, b,M,L, k) = [ψ∗
۱۰(ξ, a, b,M,L, k), ψ∗

۱۱(ξ, a, b,M,L, k), . . . , ψ∗
۱M−۱(ξ, a, b,M,L, k),

. . . , ψ∗
۲k−۱,M−۱(ξ, a, b,M,L, k)]T ,

ͬ شود. م تعریف
آموزش قابل ضرایب با خطͬ ترکیب ͷی طریق از پنهان لایه خروجͬ

c = [c۱,۰, c۱,۱, . . . , c۱,M−۱, c۲,۰, . . . c۲,M−۱, . . . , c۲k−۱,M−۱]
T ,

بەصورت خروجͬ لایه ورودی بنابراین، ͬ شود. م منتقل خروجͬ لایه به

Θ =
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k),

به شبͺه، نهایی خروجͬ و ͬ شود م اعمال ͷهایپربولی سینوس فعال سازی تابع خروجͬ، لایه در بود. خواهد
شͺل

N(ξ, c) = AF (
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)) = sinh(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)) = sinh(Θ),

ͬ باشد. م (۲ .۲) و (۱ .۲) روابط با منطبق که ͬ آید م بەدست
دادیم قرار ترسیم در سادگͬ برای ۱ شͺل در

ψ∗
nm(ξ, a, b,M,L, k) = ψ∗

nm(ξ)

.
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هان موجͷ های عصبی شبͺه ساختار :۱ شͺل

عددی روش ۳
ابتدا منظور، بدین ͬ شود. م ارائه (۱ .۱) براتو معادلات عددی حل برای هان موجͷ های عصبی شبͺه روش اینجا در

ͬ شود. م زده تقریب زیر صورت به هان موجͷ های عصبی شبͺه با u(ξ) تابع
داریم: اولیه، شرط با براتو معادله برای

(i) : u(ξ) ≃ ũ(ξ) = u۰ + u۱ξ + ξ۲N(ξ, c), (۱ .۳)

که

ũ(ξ) = u۰ + u۱ξ + ξ۲ sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)),

داریم: همچنین

ũ′(ξ) = u۱ + ۲ξ sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k))

+ξ۲(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξ, a, b,M,L, k)) cosh(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)),

و

ũ′′(ξ) = [۲ + ξ۲(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξ, a, b,M,L, k))۲] sinh(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k))

+[(۴ξ
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξ, a, b,M,L, k) + ξ۲

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′′
nm(ξ, a, b,M,L, k)]

cosh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)).

ͬ شود: م داده قرار مرزی مقادیر با براتو معادله برای

(ii) : u(ξ) ≃ ũ(ξ) = u۰ + (û۱ − u۰)ξ + ξ(ξ − ۱)N(ξ, c), (۲ .۳)

که

ũ(ξ) = u۰ + (û۱ − u۰)ξ + ξ(ξ − ۱) sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)),
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داریم: همچنین

ũ′(ξ) = (û۱ − u۰) + (۲ξ − ۱) sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k))

+(ξ۲ − ξ)(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξ, a, b,M,L, k)) cosh(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)),

و

ũ′′(ξ) = [۲ + (ξ۲ − ξ)(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξ, a, b,M,L, k))۲] sinh(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k))

+[((۴ξ − ۲)
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξ, a, b,M,L, k) + (ξ۲ − ξ)

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′′
nm(ξ, a, b,M,L, k)]

cosh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξ, a, b,M,L, k)).

بەدست زیر ,Res(ξرابطه c) باقیمانده تابع ازتعریف استفاده با و (۱ .۱) معادله در فوق تقریب های جایͽذاری با
ͬ آید: م

Res(ξ, c) = ũ′′(ξ) + λeũ(ξ). (۳ .۳)

مجموعه منظور این برای کنند. میل صفر به باید مذکور باقیمانده تابع مجهول، تابع از تقریبی آوردن بەدست برای
صفر آموزشͬ نقاط تمام ازای به باقیمانده تابع مربع اگر ͬ شود. م نظرگرفته در {ξ۱, ξ۲, . . . , ξn∗} آموزشͬ دادەهای
آن، جواب که ͬ آید م بەدست زیر بهینەسازی مساله نهایت در ͬ کند. م میل صفر به باقیمانده خطای تابع آن گاه شوند،

است: زیر بەصورت بهینەسازی مساله این است. عصبی شبͺه بهینه وزن های

C⋆ = minC
۱
۲

n∗∑
i=۱

Res۲(ξi, c). (۴ .۳)

از: است ⋆Cعبارت کردن مینیم برای لازم شرایط شود. مینیم C⋆ که ͬ آید م بەدست گونەایی به C بردار حال

∂

∂ci,j
C⋆ = ۰, i = ۱, ۲, . . . , ۲k−۱, j = ۰, ۱, . . . ,M − ۱. (۵ .۳)

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به مشتق این
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∂
∂ci,j

C⋆ =
n∗∑
i=۱

([۲ + ξi
۲(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξi, a, b,M,L, k))۲]

sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k))

+[(۴ξi
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξi, a, b,M,L, k)

+ξi
۲

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′′
nm(ξi, a, b,M,L, k)]

cosh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k))

+λe
u۰+u۱ξi+ξi

۲ sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ∗
nm(ξi,a,b,M,L,k))

)

×([۲ξi۲ψ∗′
ij (ξi, a, b,M,L, k)(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξi, a, b,M,L, k))]

sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k))

+[۲ + ξi
۲(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξi, a, b,M,L, k))۲]ψ∗

ij(ξi, a, b,M,L, k)

cosh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k))

+[(۴ξiψ∗′
ij (ξi, a, b,M,L, k) + ξi

۲ψ∗′′
ij (ξi, a, b,M,L, k)]

cosh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k))

+[(۴ξi
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′
nm(ξi, a, b,M,L, k)

+ξi
۲

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗′′
nm(ξi, a, b,M,L, k)]ψ∗

ij(ξi, a, b,M,L, k)

sinh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k)) + λξi

۲ψ∗
ij(ξi, a, b,M,L, k)

cosh(
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ
∗
nm(ξi, a, b,M,L, k))e

u۰+u۱ξi+ξi
۲ sinh(

۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

cn,mψ∗
nm(ξi,a,b,M,L,k))

) = ۰.

روش با معادلات از دستگاه این ͬ شود. م گرفته نتیجه مجهول ۲k−۱M و معادله ۲k−۱M با معادلات از دستگاه ͷی
ͬ  شود. م حل نیوتون تکرار

ͬ آید. م بدست قبل روش به نیز (ii) مساله برای معادلات دستگاه

از دارد. وجود آموزشͬ دادەهای مجموعه انتخاب برای متعددی روش های که است ذکر شایان .۱ .۳ ملاحظه
نقاط به ͬ توان م قرارگرفتەاند، استفاده مورد آموزشͬ نقاط بەعنوان پژوهشͽران توسط تاکنون که نقاطͬ جمله
ریشەهای مطالعه، این در کرد. اشاره لژاندر چندجملەای های ریشەهای و مشخص بازه ͷی روی متساوی الفاصله
پایەای روش های و طیفͬ تقریب های در نقاط این زیرا شدەاند؛ انتخاب آموزشͬ نقاط بەعنوان لژاندر چندجملەای های
این انتخاب دیͽر، بیان به ͬ شوند. م تقریب خطای کمینەسازی موجب و بوده برخوردار مطلوبی خواص از مرتبەبالا
دقت با تقریب نتیجه، در و کرده فراهم را پایه توابع خطͬ ترکیب با تقریب از ناشͬ خطای کاهش امͺان نقاط

است. شده گرفته نظر در n⋆ = ۲M با برابر آموزشͬ نقاط تعداد مقاله، این در ͬ شود. م حاصل بالاتری

.[۳۰] دارد وجود مختلفͬ عددی روش های (۵ .۳) معادله در شده ایجاد بهینەسازی مساله حل برای .۲ .۳ ملاحظه



۱۰۹−۹۲ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ اردوخانͬ یداله و خانͬ رحیم پریسا ۱۰۲

هدف تابع مشتق محاسبه با بهینه نقطه که بەطوری است، شده گرفته کار به تحلیلͬ بهینەسازی روش مطالعه، این در
ͬ شود. م تعیین آن ها دادن قرار صفر برابر و متغیرها به نسبت

استفاده نرم افزارمتمتیͺا در FinⅾRoot دستور از باقیمانده، تابع از ناشͬ معادلات دستگاه حل برای .۳ .۳ ملاحظه
پیش فرض، بەطور است؛ شده گرفته بهره متمتیͺا پیش فرض شرط از دستور این توقف، معیار تعیین برای است. شده
بین متغیرها مقادیر تغییرات یا شود صفر ͷنزدی تقریبی ریشه در تابع مقدار که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا FinⅾRoot

ͬ کند. م کنترل را عددی حل پایداری و دقت خودکار بەطور پیش فرض شرط .این گردد ͷکوچ متوالͬ تکرار دو

براتو معادلات عددی حل برای هان موجͷ های عصبی شبͺه روش الͽوریتم:

پارامترهای ،a, b,M,L, k هان موجͷ های پارامترهای مرزی، شرط یا اولیه شرط ،(۱ .۱) براتو معادله ورودی:
.AF (·) عصبی شبͺه

عصبی شبͺه و هان موجͷ های ترکیب با u(ξ) تابع تقریب عصبی: شبͺه ساخت دوم: گام
باشد سازگار مسئله شرایط با تقریب که بەطوری شبͺه ضرایب اصلاح مرزی: و اولیه شرایط اعمال سوم: گام

اصلͬ معادله در تقریب جایͽذاری با Res(ξ, c) باقیمانده تابع تعریف باقیمانده: تابع تشͺیل چهارم: گام
آموزشͬ نقاط عنوان به n⋆ = ۲M درجه لژاندر چندجملەای ریشەهای کاربردن به آموزشͬ: نقاط تعیین پنجم: گام

C⋆ بهینەسازی مساله تشͺیل ششم: گام
ci,j; i = ۱, ۲, . . . , ۲k−۱, j = مجهول ضرایب حل برای تحلیلͬ بهینەسازی روش از استفاده هفتم: گام

۰, ۱, . . . ,M − ۱
صفر را اولیه مقدار روش این در نیوتون: تکرار روش از استفاده با هفتم گام از آمده بدست دستگاه حل هشتم: گام

ͬ کنیم. م استفاده متمتیͺا فرض پیش شرط از توقف شرط برای و ͬ گیریم م نظر در
تقریب ساخت برای عصبی شبͺه بهینه وزن های از استفاده مجهول: تابع نهایی تقریب آوردن بەدست خروجͬ:

u(ξ) نهایی

عددی های مثال ۴
مختلف مثال چهار روی را روش قبل، بخش در شده پیشنهاد روش کاربرد و کارایی دادن نشان برای بخش این در

ͬ شود. م گزارش نیز حاصل نتایج و ͬ شود م پیادەسازی

ͬ گیریم: م نظر در زیر براتو معادله .۱ .۴ مثال

u′′(ξ)− ۲eu(ξ) = ۰,
u(۰) = u′(۰) = ۰, ۰ ≤ ξ < ۱,

با است برابر معادله این برای دقیق جواب

u(ξ) = −۲Ln[cos ξ].

مجموعه روش (GA)، ͷژنتی الͽوریتم روش های با برای حاضر روش عددی نتایج مطلق خطای ،۲ جدول در
در که (TWⅯ) تیلور ͷموج روش و (GA−ASⅯ)، فعال مجموعه و ͷژنتی الͽوریتم ترکیب (ASⅯ)، فعال
دارای محاسباتͬ نقاط تمامͬ در پیشنهادی روش که ͬ دهد م نشان نتایج ͬ  شود. م مقایسه شدەاند، گزارش [۱۴] مقاله
محسوسͬ بەطور حاضر روش دقت که دامنه داخلͬ نواحͬ در بەویژه است، ذکرشده روش های به نسبت کمتری خطای
لژاندر موجͷ های و تیلور موجͷ های روش های با برای حاضر روش عددی نتایج ،۳ جدول در است. یافته افزایش
همچنین ͬ دهد. م نشان دیͽر روش های به نسبت را حاضر روش برتری جدول این ͬ شوند. م (ⅬWⅯ)مقایسه
با که ͬ دهد م نشان ۲ شͺل در ارائەشده عددی نتایج ͬ شود. م داده توضیح ۲ شͺل در برای عددی نتایج گراف
مناسب همͽرایی بیانگر امر این که ͬ شود م نزدیͷ تر دقیق مقدار به بەتدریج عددی جواب پایه، توابع تعداد افزایش

است. پیشنهادی روش عددی پایداری و



۱۰۳ ... هان  ͷموج عصبی شبͺه روش

(۱ .۴ (مثال روش ها سایر با حاضر روش مطلق خطای مقایسه :۲ جدول
حاضر روش TWM GA− ASM ASM GA ξ

۱٫۲۹ × ۱۰−۱۴ ۷٫۸۰ × ۱۰−۸ ۵٫۷۱ × ۱۰−۸ ۱٫۰۵ × ۱۰−۸ ۵٫۸۵ × ۱۰−۴ ۰٫۱
۲٫۰۵ × ۱۰−۱۴ ۶٫۶۲ × ۱۰−۸ ۸٫۴۳ × ۱۰−۸ ۵٫۲۲ × ۱۰−۸ ۶٫۱۹ × ۱۰−۴ ۰٫۲
۳٫۰۷ × ۱۰−۱۴ ۵٫۳۵ × ۱۰−۸ ۷٫۱۸ × ۱۰−۸ ۲٫۱۶ × ۱۰−۷ ۷٫۰۸ × ۱۰−۴ ۰٫۳
۱٫۰۲ × ۱۰−۱۴ ۱٫۷۷ × ۱۰−۸ ۴٫۳۲ × ۱۰−۸ ۹٫۰۹ × ۱۰−۸ ۸٫۰۳ × ۱۰−۴ ۰٫۴
۵٫۹۵ × ۱۰−۱۴ ۲٫۷۹ × ۱۰−۸ ۱٫۳۰ × ۱۰−۷ ۱٫۸۰ × ۱۰−۷ ۸٫۷۳ × ۱۰−۴ ۰٫۵
۲٫۰۶ × ۱۰−۱۴ ۵٫۲۹ × ۱۰−۸ ۲٫۵۹ × ۱۰−۷ ۸٫۹۷ × ۱۰−۸ ۹٫۴۲ × ۱۰−۴ ۰٫۶
۳٫۱۳ × ۱۰−۱۴ ۴٫۸۹ × ۱۰−۸ ۵٫۸۹ × ۱۰−۸ ۱٫۶۸ × ۱۰−۷ ۱٫۰۵ × ۱۰−۳ ۰٫۷
۱٫۵۰ × ۱۰−۱۰ ۳٫۸۰ × ۱۰−۸ ۳٫۱۳ × ۱۰−۷ ۳٫۳۱ × ۱۰−۸ ۱٫۲۱ × ۱۰−۳ ۰٫۸
۳٫۳۰ × ۱۰−۱۰ ۵٫۷۱ × ۱۰−۸ ۱٫۴۳ × ۱۰−۷ ۵٫۵۳ × ۱۰−۸ ۱٫۳۹ × ۱۰−۳ ۰٫۹

(۱ .۴ (مثال دیͽر روش های با حاضر روش مطلق خطای مقایسه :۳ جدول
(K = ۱,M = ۷) لایه ۵ با حاضر روش (K = ۱,M = ۷) لایه ۳ با حاضر روش (K = ۱,M = ۷) لایه ۲ با حاضر روش (K = ۱,M = ۷) TWⅯ (K = ۱,M = ۷) ⅬWⅯ ξ

۲٫۳۲۲۰۱ × ۱۰−۷ ۳٫۰۲۸۳۱ × ۱۰−۷ ۴٫۴۰۲۵۵ × ۱۰−۷ ۲٫۶۹۶۱۱ × ۱۰−۵ ۹٫۰۲۳۷۸ × ۱۰−۸ ۰٫۱
۳٫۰۵۲۳۶ × ۱۰−۷ ۳٫۹۰۵۸۸ × ۱۰−۷ ۵٫۵۳۴۵۹ × ۱۰−۷ ۲٫۳۸۹۶۸ × ۱۰−۵ ۱٫۵۰۶۴۱ × ۱۰−۷ ۰٫۲
۲٫۸۴۱۶۳ × ۱۰−۷ ۳٫۷۱۱۲۷ × ۱۰−۷ ۵٫۴۱۳۸۵ × ۱۰−۷ ۱٫۰۱۳۲۹ × ۱۰−۵ ۶٫۱۴۰۱۸ × ۱۰−۷ ۰٫۳
۱٫۲۴۰۲۶ × ۱۰−۷ ۱٫۷۸۹۷۱ × ۱۰−۷ ۲٫۹۱۲۹۸ × ۱۰−۷ ۲٫۱۲۴۰۸ × ۱۰−۵ ۸٫۸۸۰۶۴ × ۱۰−۶ ۰٫۴
۱٫۰۰۴۷۵ × ۱۰−۶ ۱٫۳۰۹۴۴ × ۱۰−۶ ۱٫۸۹۸۵۹ × ۱۰−۶ ۱٫۱۵۳۱۶ × ۱۰−۵ ۵٫۶۷۱۲۴ × ۱۰−۵ ۰٫۵
۷٫۱۵۴۷۶ × ۱۰−۷ ۸٫۹۷۵۵۹ × ۱۰−۷ ۱٫۲۳۱۸۲ × ۱۰−۶ ۱٫۸۵۱۳۶ × ۱۰−۵ ۲٫۵۵۷۷۶ × ۱۰−۴ ۰٫۶
۱٫۵۷۹۴۱ × ۱۰−۹ ۱٫۵۴۶۴۴ × ۱۰−۸ ۶٫۱۲۰۶۸ × ۱۰−۸ ۱٫۱۵۴۷۳ × ۱۰−۵ ۹٫۲۴۶۰۷ × ۱۰−۴ ۰٫۷
۶٫۱۱۸۵۶ × ۱۰−۷ ۸٫۱۱۷۳۸ × ۱۰−۷ ۱٫۲۰۱۱۲ × ۱۰−۶ ۲٫۲۶۴۹۴ × ۱۰−۵ ۲٫۸۶۱۹۸ × ۱۰−۳ ۰٫۸
۱٫۰۸۸۳۴ × ۱۰−۶ ۱٫۴۰۴۷۸ × ۱۰−۶ ۲٫۰۰۳۶۵ × ۱۰−۶ ۱٫۱۳۹۳۳ × ۱۰−۵ ۷٫۹۱۲۴۸ × ۱۰−۳ ۰٫۹

۳٫۸۹۷ ۲٫۲۳۵ ۱٫۰۹۴ ۰٫۹۳۶ ۱٫۴۶۵ ⅭPU

ͬ گیریم: م نظر در را زیر براتو معادله .۲ .۴ مثال

u′′(ξ) + λeu(ξ) = ۰,
u(۰) = u(۱) = ۰, ۰ ≤ ξ < ۱, λ = ۰٫۰۰۰۱, ۰٫۰۰۱, ۱, ۲, ۳٫۵.

روش و (k = ۱,M = ۱۰) حاضر روش عددی .نتایج است شده مشخص [۱۴] مقاله در دقیق جواب
نتایج ،۳ شͺل در همچنین است. شده گزارش ۴ جدول در دقیق جواب با همراه λ = ۱, ۲, ۳٫۵ برای GA−ASⅯ
خطای مقایسه ͬ شوند. م مقایسه λ = ۱, ۲, ۳٫۵ برای TWⅯروش با (k = ۱,M = ۵) حاضر روش عددی
شده داده نشان ۴ شͺل در λ = ۰٫۰۰۰۱, ۰٫۰۰۱ برای TWⅯ روش با (k = ۱,M = ۵) شده بیان روش مطلق
و است دیͽر عددی روش های با هم راستا عددی روش نتایج که است شده داده نشان ۴ و ۳ شͺل های در است.

ͬ کند. م تأیید را پیشنهادی روش بودن اعتماد قابل امر این

(۲ .۴ (مثال λ متفاوت مقادیر برای عددی نتایج :۴ جدول
حاضر روش GA−ASⅯ دقیق جواب

ξ
λ = ۳٫۵۱ λ = ۲ λ = ۱ λ = ۳٫۵۱ λ = ۲ λ = ۱ λ = ۳٫۵۱ λ = ۲ λ = ۱

۰٫۳۶۴۳۳۵۶ ۰٫۱۱۴۴۱۰۷ ۰٫۰۴۹۸۴۶۷ ۰٫۳۶۴۳۳۶۱ ۰٫۱۱۴۴۱۰۷ ۰٫۰۴۹۸۴۶۷ ۰٫۳۶۴۳۳۵۸ ۰٫۱۱۴۴۱۰۷ ۰٫۰۴۹۸۴۶۷ ۰٫۱
۰٫۶۷۷۸۶۹۳ ۰٫۲۰۶۴۱۹۱ ۰٫۰۸۹۱۸۹۹ ۰٫۶۷۷۸۶۹۶ ۰٫۲۰۶۴۱۹۱ ۰٫۰۸۹۱۸۹۹ ۰٫۶۷۷۸۶۹۷ ۰٫۲۰۶۴۱۹۱ ۰٫۰۸۹۱۸۹۹ ۰٫۲
۰٫۹۲۲۲۱۳۶ ۰٫۲۷۳۸۷۹۳ ۰٫۱۱۷۶۰۹۰ ۰٫۹۲۲۲۱۳۹ ۰٫۲۷۳۸۷۹۳ ۰٫۱۱۷۶۰۹۱ ۰٫۹۲۲۲۱۴۲ ۰٫۲۷۳۸۷۹۳ ۰٫۱۱۷۶۰۹۰ ۰٫۳
۱٫۰۷۸۶۳۳۸ ۰٫۳۱۵۰۸۹۳ ۰٫۱۳۴۷۹۰۲ ۱٫۰۷۸۶۳۳۸ ۰٫۳۱۵۰۸۹۴ ۰٫۱۳۴۷۹۰۲ ۱٫۰۷۸۶۳۴۲ ۰٫۳۱۵۰۸۹۳ ۰٫۱۳۴۷۹۰۲ ۰٫۴
۱٫۱۳۲۶۱۷۱ ۰٫۳۲۸۹۵۲۴ ۰٫۱۴۰۵۳۹۲ ۱٫۱۳۲۶۱۷۶ ۰٫۳۲۸۹۵۲۴ ۰٫۱۴۰۵۳۹۲ ۱٫۱۳۲۶۱۸۰ ۰٫۳۲۸۹۵۲۴ ۰٫۱۴۰۵۳۹۲ ۰٫۵
۱٫۰۷۸۶۳۳۸ ۰٫۳۱۵۰۸۹۳ ۰٫۱۳۴۷۹۰۲ ۱٫۰۷۸۶۳۳۵ ۰٫۳۱۵۰۸۹۳ ۰٫۱۳۴۷۹۰۲ ۱٫۰۷۸۶۳۴۲ ۰٫۳۱۵۰۸۹۳ ۰٫۱۳۴۷۹۰۲ ۰٫۶
۰٫۹۲۲۲۱۳۶ ۰٫۲۷۳۸۷۹۳ ۰٫۱۱۷۶۰۹۰ ۰٫۹۲۲۲۱۳۸ ۰٫۲۷۳۸۷۹۳ ۰٫۱۱۶۰۹۱۰ ۰٫۹۲۲۲۱۴۲ ۰٫۲۷۳۸۷۹۳ ۰٫۱۱۷۶۰۹۰ ۰٫۷
۰٫۶۷۷۸۶۹۳ ۰٫۲۰۶۴۱۹۱ ۰٫۰۸۹۱۸۹۹ ۰٫۶۷۷۸۶۹۱ ۰٫۲۰۶۴۱۹۱ ۰٫۰۸۹۱۸۹۹ ۰٫۶۷۷۸۶۹۷ ۰٫۲۰۶۴۱۹۱ ۰٫۰۸۹۱۸۹۹ ۰٫۸
۰٫۳۶۴۳۳۵۶ ۰٫۱۱۴۴۱۰۷ ۰٫۰۴۹۸۴۶۷ ۰٫۳۶۴۳۳۵۵ ۰٫۱۱۴۴۱۰۷ ۰٫۰۴۹۸۴۶۸ ۰٫۳۶۴۳۳۵۸ ۰٫۱۱۴۴۱۰۷ ۰٫۰۴۹۸۴۶۷ ۰٫۹

۵٫۴۸۵ ۳٫۲۸۱ ۲٫۱۴۰ − − − − − − ⅭPU

ͬ گیریم: م نظر در را زیر براتو معادله .۳ .۴ مثال

u′′(ξ)− π۲eu(ξ) = ۰,
u(۰) = u(۱) = ۰, ۰ ≤ ξ < ۱,



۱۰۹−۹۲ صفحه ۱ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ اردوخانͬ یداله و خانͬ رحیم پریسا ۱۰۴

(۱ .۴ (مثال M متفاوت مقادیر و k = ۱ برای دقیق جواب و عددی نتایج :۲ شͺل

(۲ .۴ (مثال TWM روش با عددی نتایج مقایسه :۳ شͺل

با است برابر معادله این برای دقیق جواب

u (ξ) = −۲Ln[۱ − cos((۰٫۵ + ξ)π)].

،GA− TWⅯروش های مطلق خطای با k = ۱,M = ۱۱ برای حاضر روش مطلق خطای ،۵ جدول در
ͬ دهد. م نشان دیͽر روش های به نسبت را حاضر روش برتری جدول این نتایج ͬ شود. م GAمقایسه RSⅯ، ASⅯ،
ͬ شود، م مشاهده که همان طور ͬ شود. م داده نشان ۵ شͺل در k = ۱,M = ۳, ۵, ۷ برای حاضر روش عددی نتایج
بەوضوح دقیق مقدار به روش همͽرایی و ͬ یابد م کاهش حاضر روش عددی خطای ، پایه توابع تعداد افزایش با

است. مشاهده قابل

:[۸] ͬ گیریم م نظر در را زیر دوبعدی براتو معادله .۴ .۴ مثال

∂۲u(ξ,η)
∂ξ۲ + ∂۲u(ξ,η)

∂η۲ + λeu(ξ,η) = ۰,
u(۰, η) = u(۱, η) = u(ξ, ۰) = u(ξ, ۱) = ۰, ۰ ≤ ξ, η < ۱,

به را u(ξ, η) مجهول تابع گسسته هان ͷموج عصبی شبͺه از استفاده با فوق دوبعدی براتو معادله حل برای
ͬ زنیم: م تقریب زیر صورت

u (ξ, η) ≃ N(ξ, η, U),

بیاید. بدست باید که است ۲k−۱M × ۲k−۱Mمجهول ماتریس ͷی U که
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(۲ .۴ (مثال TWM روش با عددی نتایج مقایسه :۴ شͺل

(۳ .۴ (مثال دیͽر روش های با مطلق خطای مقایسه :۵ جدول
حاضر روش TWⅯ GA−ASⅯ RSⅯ GA ξ

۱٫۱۹ × ۱۰−۹ ۵٫۵۹ × ۱۰−۸ ۱٫۶۳ × ۱۰−۷ ۱٫۴۹ × ۱۰−۶ ۸٫۲۳ × ۱۰−۳ ۰٫۱
۳٫۶۸ × ۱۰−۹ ۷٫۴۶ × ۱۰−۸ ۲٫۵۳ × ۱۰−۷ ۸٫۶۴ × ۱۰−۷ ۵٫۹۵ × ۱۰−۳ ۰٫۲

۸٫۰۸ × ۱۰−۱۰ ۱٫۳۴ × ۱۰−۸ ۳٫۰۹ × ۱۰−۸ ۹٫۸۹ × ۱۰−۷ ۴٫۱۵ × ۱۰−۳ ۰٫۳
۹٫۱۵ × ۱۰−۹ ۸٫۹۹ × ۱۰−۸ ۶٫۸۲ × ۱۰−۷ ۵٫۲۰ × ۱۰−۷ ۳٫۰۶ × ۱۰−۳ ۰٫۴
۱٫۴۰ × ۱۰−۸ ۱٫۴۳ × ۱۰−۷ ۶٫۴۴ × ۱۰−۷ ۵٫۴۱ × ۱۰−۷ ۲٫۴۰ × ۱۰−۳ ۰٫۵
۸٫۵۷ × ۱۰−۹ ۸٫۹۹ × ۱۰−۸ ۱٫۵۶ × ۱۰−۷ ۵٫۴۹ × ۱۰−۷ ۱٫۷۶ × ۱۰−۳ ۰٫۶

۱٫۱۳ × ۱۰−۱۰ ۱٫۳۴ × ۱۰−۸ ۷٫۰۵ × ۱۰−۷ ۲٫۶۴ × ۱۰−۷ ۹٫۴۶ × ۱۰−۴ ۰٫۷
۳٫۶۵ × ۱۰−۹ ۷٫۴۶ × ۱۰−۸ ۹٫۷۳ × ۱۰−۷ ۳٫۳۵ × ۱۰−۷ ۶٫۳۳ × ۱۰−۵ ۰٫۸
۱٫۷۰ × ۱۰−۹ ۵٫۵۹ × ۱۰−۸ ۱٫۲۹ × ۱۰−۶ ۲٫۶۱ × ۱۰−۷ ۷٫۶۲ × ۱۰−۴ ۰٫۹

۳٫۰۲۳ – – – – ⅭPU

این ͬ دهد. م گزارش λ مختلف مقادیر و k = ۱,M = ۲ برای را حاضر روش باقیمانده خطای ۶ جدول
ͬ دهد. م نشان دوبعدی براتو معادلات برای را شده مطرح روش کارایی جدول

نتیجەگیری ۵

مورد براتو دیفرانسیل معادلات عددی حل برای هان موجͷ های بر مبتنͬ عصبی شبͺه روش عملͺرد مقاله، این در
موجͷ های از بەترتیب آن، در که است خروجͬ و پنهان ورودی، لایه سه شامل شبͺه ساختار گرفت. قرار بررسͬ
شبͺه وزن های است. شده استفاده خروجͬ لایه و پنهان لایه فعال ساز توابع بەعنوان ͷهایپربولی سینوس تابع و هان
سازگار مسئله شرایط با شبͺه تقریبی پاسخ که بەگونەای شدند، تعیین تحلیلͬ بهینەسازی روش ͷی از بهرەگیری با
مناسب دقت از رویͺرد این که داد نشان عددی مثال چند روی بر پیشنهادی روش اجرای از حاصل نتایج باشد.
بەدست پارامتر کمͬ نسبتاً تعداد با را پایداری عددی پاسخ های است قادر و است برخوردار مطلوب همͽرایی و
منجر مناسب، تقریب قابلیت و تعامدی خواص دلیل به فعال ساز، تابع بەعنوان هان موجͷ های از استفاده آورد.
است. گردیده متداول عددی روش های برخͬ با مقایسه در روش کارایی افزایش و محاسباتͬ پیچیدگͬ کاهش به
داده کاهش را گرادیان بر مبتنͬ تکراری یادگیری الͽوریتم های به نیاز تحلیلͬ، بهینەسازی روش بەکارگیری همچنین،
توسعه ͬ توان م آینده، پژوهشͬ چشم انداز بەعنوان است. شده محاسباتͬ هزینه کاهش و پیادەسازی سادگͬ باعث و
آن تعمیم نیز و بالاتر، مرتبه با غیرخطͬ معادلات پیچیدەتر، مرزی شرایط با براتو معادلات حل برای را حاضر روش
موجͷ های عصبی شبͺه ترکیب این، بر علاوه داد. قرار توجه مورد جزئͬ دیفرانسیل معادلات و کسری مسائل به
زمینەهای ͬ تواند م واقعͬ ͬͺفیزی و مهندسͬ مسائل در آن عملͺرد بررسͬ یا و بهینەسازی هوشمند روش های با هان

سازد. فراهم را ارزشمندی تحقیقاتͬ
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(۳ .۴ (مثال M متفاوت مقادیر برای عددی نتایج :۵ شͺل
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