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ریاضͬ پژوهش های

۷–۱ ص ،2 شماره ،12 دوره ،۱۴۰۵ سال

متناهͬ گروەهای ساختار بر سیلو زیرگروەهای ساختار تاثیر

۱ (۱) موسوی حمید

ایران تبریز، تبریز، دانشͽاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺدۀ ، ریاضͬ گروه (۱)

۱۴۰۵̸۰۷̸۰۱ انتشار: تاريخ ۱۴۰۵̸۰۵̸۲۷ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۵̸۵̸۱۳ دریافت: تاريخ

منجر و است محققان از بسیاری توجه مورد متناهͬ، گروه ͷی در سیلو زیرگروەهای ساختار چͺیده:
بودن دوری چͽونه که کرد خواهد بررسͬ مقاله این است. شده زمینه این در متعدد مقالات انتشار به

ͬ گذارند. م تأثیر متناهͬ گروه کلͬ ساختار بر خاص سیلوی زیرگروەهای بودن نرمال یا

متناهͬ. گروەهای سیلو، زیرگروه پوچتوان، گروه حل پذیر، گروه کليدي: واژەهاي

.20D10; 20D20 ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱

را p از توانͬ مرتبه از G زیرگروه هر ،p مانند G مرتبه از اول عامل هر ازای به باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض
در آن شاخص با S مرتبه هرگاه نامیم سیلو p⁃زیرگروه ͷی را G از S p⁃زیرگروه گویند. G گروه از p⁃زیرگروه ͷی
زیرگروه ͷی را G از H زیرگروه همچنین .p ∤ m که |G| = |S|m نوشت ͬ توان م صورت این در باشد. متباین G
یا و هستند سیلو زیرگروەهای از تعمیمͬ هال زیرگروه واقع در باشد. متباین آن شاخص با H مرتبه هرگاه نامیم هال

است. اول عدد ͷی از توانͬ آن مرتبه که است هال زیرگروه ͷی سیلو زیرگروه
مرتبه از اول عامل هر ازای به کرد ثابت سیلو شدند. معرفͬ ۱۸۷۲ سال در ۲ سیلو پیتر توسط سیلو زیرگروەهای

p؛ مانند G

است. سیلو زیرگروه ͷی دارای G گروه .۱

است. سیلو p⁃زیرگروه ͷی مشمول G p⁃زیرگروه هر .۲

هستند. مزدوج سیلو p⁃زیرگروه دو هر .۳
(Hamid Mousavi) hmousavi@tabrizu.ac.ir مقاله مسئول ۱نویسنده
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۳ متناهͬ گروەهای ساختار بر سیلو زیرگروەهای ساختار تاثیر

است. p پیمانه به ۱ همنهشت سیلو p⁃زیرگروەهای تعداد .۴

برای را سیلو قضایای ۱۹۳۰ الͬ ۱۹۲۰ دهه در ۱ هال ف. هستند. مشهور سیلو قضایای عنوان به فوق نتایج
داد. تعمیم حل پذیر گروەهای در هال زیرگروەهای

متناهͬ گروەهای ساختار بر سیلو زیرگروەهای ساختار تاثیر مورد در زیادی بسیار پژوهش های که است زمانͬ دیر
کتب در آموزشͬ و ͷکلاسی مطالب جز اکنون پژوهش ها این از بسیاری است. گرفته صورت پژوهشͽران توسط

مثال: عنوان به هستند. گروەها نظریه

[۲۶ .۱ قضیه ،۲] بود. خواهد پوچتوان گروه آنگاه باشند، نرمال متناهͬ گروه ͷی سیلو زیرگروەهای اگر .۱

[۱۵ .۵ نتیجه ،۲] بود. خواهد حل پذیر گروه آن باشند دوری متناهͬ گروه ͷی سیلو زیرگروەهای اگر .۲

خواهد نرمال متمم ͷی دارای سیلو ۲⁃زیرگروه آنگاه باشد دوری متناهͬ گروه ͷی در سیلو ۲⁃زیرگروه اگر .۳
[۱۴ .۵ نتیجه ،۲] بود.

خواهد نرمال متمم داری سیلو p⁃زیرگروه آن آنگاه باشد خود نرمال ساز مرکز در سیلو p⁃زیرگروه ͷی اگر .۴
[۱۳ .۵ قضیه ،۲] بود.

تاثیر از نتیجه چند ارائه فوق مقاله از هدف هستند. موجود گروەها نظریه ͷکلاسی کتب در دیͽر بسیار مثال های
بوده استاندارد مقاله این در استفاده مورد نمادهای است. متناهͬ گروه ساختار بر سیلو زیرگروەهای ساختار گذاری

است. p مرتبه از دوری گروه Cp و است G سیلو p⁃زیرگروەهای مجموعه ،Syℓp(G) از منظور و

اصلͬ نتایج ۲

ͷی که است یͺریخت Cp × Cp با یا است، دوری یا گروه آن آنگاه باشد، دوری متناهͬ گروه ͷی زیرگروه هر اگر
آنگاه باشند دوری متناهͬ گروه ͷی سیلو زیرگروەهای اگر است. Q۸ با یͺریخت ویا است p۲ مرتبه از آبلͬ p⁃گروه

بود. خواهد حل پذیر گروه آن
باشد. نرمال آن سیلو زیرگروه هر هرگاه گوییم پوچتوان را G متناهͬ گروه

غیرنرمال سیلو زیرگروه هر که طوری به باشد زوج مرتبه از پوچتوان غیر متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۱ .۲ گزاره
زیرگروه ͷی N آنها در که است یͺرریخت زیر گروەهای از ͬͺی با و است حل پذیر G صورت این در است. دوری آن

است. دوری سیلو زیرگروەهای با فرد مرتبه از زیرگروه ͷی S و است پوچتوان و نرمال هال

.G ∼= N ⋊ (S ⋊ C۲n) (i)

.G ∼= N ⋊ S (ii)

N صورت این در باشد. G از نرمال سیلو زیرگروەهای حاصل ضرب N و Q ∈ Syℓ۲(G) کنیم فرض اثبات.
بنابر است. H مانند متمم ͷی دارای N شور⁃زاسنهاوس، قضیه بنابر .G از پوچتوان و نرمال هال زیرگروه ͷی
حل پذیر H پس است دوری رو این از و غیرنرمال H سیلو زیرگروەهای همه که است واضح .G ∼= N ⋊ H این

.G = H باشد، بدیهͬ N اگر است. حل پذیر G پس است پوچتوان N چون .[۱۵ .۵ نتیجه ،۲] است
1Philip Hall (1904 – 1982)
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نرمال متمم ͷی دارای ،[۱۴ .۵ نتیجه ،۲] بنابر و است دوری صورت این در باشد. غیرنرمال Q کنیم فرض ابتدا
(i) ساختار با G و بوده دوری ͬͽهم این بنابر هستند، غیرنرمال G در S سیلو زیرگروەهای چون است. S مانند

است. یͺریخت
دوری آن سیلو زیرگروه هر که است فرد مرتبه از گروه ͷی H و Q ⩽ N این بنابر .Q ⊴ G کنیم فرض حال

است. یͺریخت (ii) ساختار با G و H = S این از است.

ساختار روی تاثیری چه آنگاه باشند، دوری متناهͬ، گروه ͷی آبلͬ و غیرنرمال سیلو زیرگروەهای اگر .۲ .۲ مسأله
داشت؟ خواهند گروە

است. حل پذیر گروه صورت این در باشد نرمال G سیلو ۲⁃زیرگروه کنید فرض است. مشͺل بالا سوال به پاسخ
سیلو ۲⁃زیرگروه اگر ولͬ شد. خواهد گروه حل پذیری موجب باز بالا شرط باشد آبلͬ و غیرنرمال سیلو ۲⁃زیرگروه اگر
قرار بررسͬ مورد دیͽر سیلو زیرگروەهای باید و ͬ دهد نم گروه مورد در اطلاعاتͬ هیچ آنگاه باشد، غیرآبلͬ و غیرنرمال

بود. خواهد دوری گروه مرکز آنگاه باشند دوری آبلͬ، و غیرنرمال زیرگروەهای همه اگر اما گیرند.

دوری آن آبلͬ و غیرنرمال زیرگروه همه که طوری به باشد پوچتوان غیر متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۳ .۲ قضیه
است. دوری G مرکز صورت این در است.

خود سیلو زیرگروەهای ضرب حاصل و است آبلͬ گروه ͷی مرکز چون باشد. دوری غیر G مرکز کنیم فرض اثبات.
باشد. Z(G) از دوری غیر p⁃زیرگروه ͷی L کنیم فرض دارد. دوری غیر سیلو زیرگروه ͷی حداقل پس است،

از است. نرمال لزوما پس است آبلͬ و دوری غیر ⟨L, g⟩ زیرگروه ،p با متباین مرتبه از g عضو هر ازای به اکنون
نرمال G سیلو q⁃زیرگروه q ̸= p هر ازای به این بنابر است. ⟨L, g⟩ در مشخصه زیرگروه ͷی زیرا ⟨g⟩ ⊴ G رو این
،g ∈ G هر ازای به پس ⟨L, x⟩ ⊴ G چون باشد. G سیلو p⁃زیرگروه ،P از دلخواه عضو ͷی x کنیم فرض است.

xg ∈ ⟨L, x⟩g = ⟨L, x⟩ ⩽ P.

است. G پوچتوانͬ غیر فرض متناقض که هستند نرمال G سیلو زیرگروەهای همه نتیجه در

است. زیر صورت به آن ساختار که گویند هامیتونͬ را گروه باشد نرمال گروه، ͷی زیرگروه هر اگر .۴ .۲ ملاحظه

Q۸ × E۲n × A,

است. فرد آن عضو هر مرتبه که طوری به است آبلͬ گروه ͷی A و است مقدماتͬ آبلͬ ۲⁃گروه ͷی E۲n آن در که
از متناهͬ گروه ͷی اگر این بنابر است. فرد مرتبه از متناهͬ گروه ͷی A زیرگروه باشد، متناهͬ گروه که صورتͬ در

است. آبلͬ لزوماً آنگاه باشد، هامیلتونͬ فرد مرتبه

غیر سیلو p⁃زیرگروه ͷی P و باشد نرمال دوری، غیر آبلͬ زیرگروه هر G متناهͬ گروه در کنیم فرض .۵ .۲ قضیه
هستند. دوری P از غیر به فرد مرتبه از سیلو زیرگروەهای صورت این در باشد. فرد مرتبه از آبلͬ

که باشد G سیلو q⁃زیرگروه ،Q کنیم فرض اکنون باشد. p۲ مرتبه از P دوری غیر زیرگروه L کنیم فرض اثبات.
K,L ⊴ G چون دارد. K مانند q۲ مرتبه از دوری غیر زیرگروه باشد دوری غیر Q اگر است. فرد اول عدد q ̸= p

رو این از است. دوری غیر آبلͬ K⟨x⟩ زیرگروه ،x مانند L عضو هر ازای به این بنابر .[K,L] ⩽ K ∩L = ۱ پس
است. نرمال نیز P در لذا است نرمال G در پس است مشخصه K⟨x⟩ در ⟨x⟩ اینکه به توجه با است. نرمال G در

.L ⩽ Z(P ) رو این از و x ∈ Z(P ) نتیجه در
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عضو است دوری غیر L اینکه به توجه با .⟨x⟩ ⋬ P که است موجود x ∈ P پس است آبلͬ غیر P چون
خواهیم دوباره لذا است. نرمال G در رو این از و است دوری غیر آبلͬ ⟨y, x⟩ پس y ̸∈ ⟨x⟩ که است موجود y ∈ L

K⟨x⟩ در ⟨x⟩ بالا مشابه است. نرمال G در و است دوری غیر آبلͬ K⟨x⟩ این بنابر .[⟨x, y⟩, K] = ۱ داشت
است. دوری Q این بنابر شد. خواهد ⟨x⟩ ⊴ P تناقض موجب که است نرمال G در پس است مشخصه

اکنون است. نرمال متمم ͷی دارای سیلو ۲⁃زیرگروه آن آنگاه باشد، دوری گروه ͷی سیلو ۲⁃زیرگروه اگر ͬ دانیم م
ͬ شود. م ارائه زیر قضیه در که داریم هم دیͽری خاص حالت

آنگاه باشد، یͺریخت Q۸ با G سیلو ۲⁃زیرگروه اگر .۳ ∤ |G| که طوری به باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۶ .۲ قضیه
است. نرمال متمم ͷی دارای سیلو ۲⁃زیرگروه

موجود N زیرگروه شورزاسنهاوس قضیه بر بنا صورت این در Q ⊴ G اگر .Q ∈ Syℓ۲(G) کنیم فرض اثبات.
.N ⊴ G لذا [Q,N ] = ۱ پس ،۳ ∤ |G| و Aut(Q۸) ∼= S۴ اینکه به توجه با .G = QN که است

،[۱] بنابر نیست. برقرار آن برای حͺم که باشد مرتبه لحاظ از گروهͬ کوچͺترین G و Q ⋬ G کنیم فرض
باشد. G از ماکسیمال نرمال زیرگروه ͷی M کرد فرض ͬ توان م پس نیست ساده G گروه

با است. یͺریخت Z۲ × Z۲ با یا و است دوری یا Q/M پس است. ۲ یا ۴ برابر M مرتبه ،M ⩽ Q اگر
و Aut(Z۲ ×Z۲) ∼= S۳ اینکه به توجه با نیز حالت این در دهد. رخ ͬ تواند م دوم حالت G/M بودن ساده به توجه
.M ⩽̸ Q رو این از ͬ دهد. م را Q/M برای نرمال متمم وجود تناقض که N (Q/M) = C(Q/M) پس ۳ ∤ |G|
۲⁃متمم دارای M زیرگروه G انتخاب بر بنا ،(Q ⊴ G صورت این غیر (در Q ⋬ M چون ،Q ⩽ M اگر
و است مشخصه M در M۱ پس هستند متباین M در M۱ شاخص و مرتبه اینکه به توجه با است. M۱ مانند نرمال
است دوری لذا و Q از سره زیرگروه ͷی M ∩ Q زیرگروه ،Q ⩽̸ M که صورتͬ در است. نرمال G در رو این از

است. نرمال ۲⁃متمم دارای M دوباره پس
برهان ابتدای بنابر است. نرمال آن در G/M۱ سیلو ۲⁃زیرگروه ،M/M۱ ∼= Q و M = M۱Q حالت هر در
که G = QN و است فرد مرتبه از N ⊴ G که است واضح است. N/M۱ مانند نرمال ۲⁃متمم دارای G/M۱

ͬ دهد. م را نهایی تناقض

گروەهای باشند، اول عامل ۲ دارای آنها مرتبه که ،۶ .۲ قضیه در صادق G گروەهای از مثالͬ عنوان به .۷ .۲ مثال
برابر آن سیلو p⁃زیرگروەهای تعداد آنگاه باشد غیرنرمال G سیلو p⁃زیرگروه اگر .p ≥ ۵ که هستند ۸p مرتبه از
سیلو ۲⁃زیرگروه مقدماتͬ نتیجه ͷی بنابر اکنون است. ۵۶ مرتبه از G پس .p = ۷ رو این از و است ۱+ kp = ۸
نرمال G سیلو p⁃زیرگروه رو این از ͬ شود. م حاصل تناقض ،۷ ∤ ۲۴ و Aut(Q۸) ∼= S۴ چون است. نرمال لزوماً G
برای قضیه در صادق گروەهای برای مرتبه کوچͺترین .G ∼= Cp ⋊ Q۸ یا و G ∼= Cp × Q۸ یا این بنابر است.
داشت خواهیم را Q۸ ⋊ C۳ ∼= SL(۲, ۳) C۳و ⋊Q۸ ،C۳ ×Q۸ گروه سه p = ۳ برای ͬ شود. م حاصل p = ۵

ͬ کند. م عاد را آن مرتبه ۳ عدد زیرا ͬ کند نم صدق قضیه در سوم گروه که
هستند. زیر نمایش دارای قضیه در صادق گروەهای غیرپوچتوان حالت در

G = ⟨x, y, z|xp, y۴, z۴, y۲z۲, xyx, xz, z⟩ ∼= Cp ⋊Q۸. (p ≥ ۳)

.G/Z(G) ∼= C۲ ×D۲p و است ۲ مرتبه از مرکز بالا نمایش با گروەهای همه برای

برهان اما باشد، یͺریخت یافته تعمیم چهارگان با آن سیلو ۲⁃زیرگروه که است حالتͬ به تعمیم قابل ،۶ .۲ قضیه
کنید. مراجعه [۳] به ͬ توانید م و نیست ساده آن
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زیرگروه هر سیلو ۲⁃زیرگروه ولͬ است غیرنرمال G سیلو ۲⁃زیرگروه که زیراست قضیه مقاله، این نتیجه آخرین
و G ∼= Cp ⋊ C۲n ͬ شود م نشانداده زیر قضیه در است. حل پذیر G سره زیرگروه هر درواقع است. نرمال آن

است. حل پذیر نیز G این بنابر است. اول عدد ͷی p آن در که G/Z(G) ∼= D۲p

این در باشد. نرمال آن سره زیرگروه هر سیلو ۲⁃زیرگروه ولͬ غیرنرمال G سیلو ۲⁃زیرگروه کنیم فرض .۸ .۲ قضیه
،n طبیعͬ عدد و ،p فرد اول عدد ازای به صورت

G = ⟨x, y|x۲n = yp = ۱, yx = y−۱⟩.

از xy اگر نباشد. ۲ از توانͬ H = ⟨x, y⟩ مرتبه که طوری به باشند ۲ مرتبه از عضو دو y و x کنیم فرض اثبات.
آن سیلو ۲⁃زیرگروه که است G از زیرگروهͬ D۲p چون ،۲ ̸= p | n کنیم فرض .H ∼= D۲n انگاه باشد n مرتبه
مرتبه ،۲ مرتبه از عضو دو هر ازای به کنیم فرض پس است. برقرار حͺم لذا .G ∼= D۲p و n = p پس نیست، نرمال

باشد. ۲ از توانͬ H = ⟨x, y⟩
اعضای از تزویج رده ͷی K و باشد نقض مثال کوچͺترین G کنیم فرض است. حل پذیر G ͬ کنیم م ثابت ابتدا
N مانند نرمال ۲⁃زیرگروه ͷی مشمول K گرنشتاین، متناهͬ گروههای از ۲ .۸ .۳ قضیه بنابر باشد. G در ۲ مرتبه
است، حل پذیر G رو این از و حل پذیر G/N ،G انتخاب بنابر پس ͬ کند، م صدق قضیه فرض در G/N چون است.

است. حل پذیر G پس است. تناقض که
از سره زیرگروه ͷی QG′ اگر .G′ ̸= G و آبلͬ غیر G که است بدیهͬ باشد. G سیلو ۲⁃زیرگروه ،Q کنیم فرض
.G = QG′ پس داشت. خواهیم را Q بودن نرمال تناقض ،QG′ ⊴ G و است مشخصه QG′ در Q چون باشد، G
.۲ ∤ |N | و G′ = (Q∩G′)N این بنابر باشد. G′ در Q∩G′ متمم N کنیم فرض .Q∩G′ ⊴ G صورت این در

فراتینͬ استدلال بر بنا آنگاه P ⊴ G اگر .P ∈ Syℓp(N) کنیم فرض

G = NG(P )G′ = (Q ∩G′)NG(P )N.

از سره زیرگروه ͷی NG(P )N آنگاه (Q ∩ G′) ⩽̸ NG(P ) اگر .Q = (Q ∩ G′)(Q ∩ NG(P )) رو این از
و Q ∩ G′ ⩽ NG(P ) پس است. تناقض که Q ⊴ G این بنابر .Q ∩ NG(P )N ⊴ NG(P )N پس است G

.[Q,P ] = ۱ داشت خواهیم و Q ⩽ NG(P ) نتیجه در .G = NG(P )N

QP حالت این در که P ⊴ G یا ،P ∈ Syℓp(G) هر ازای به آنگاه (|N | اول عوامل (تعداد π(N) ≥ ۲ اگر
لذا .[Q,P ] = ۱ داریم دوباره بالا استدلال بنابر که P ⋬ G یا و [Q,P ] = ۱ پس است G از سره گروه زیر ͷی
نتیجه در .N = P ∈ Syℓp(G) و π(N) = ۱ رو این از داشت. خواهیم را Q ⊴ G تناقض و [Q,N ] = ۱

بالا). (استدلال P ⊴ G لزوماً پس Q ⋬ G چون .G = QP

Q۱ ⊴ch QP ⊴ G پس است سره گروه زیر ͷی Q۱P چون ،Q از Q۱ ماکسیمال زیرگروه هر ازای به اکنون
در است. دوری رو این از و ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای فقط پس است غیرنرمال Q چون و Q۱ ⊴ G رو این از
زیرگروه ͷی M کنیم فرض حال .NG(Q) = CG(Q) این بنابر و است ۲⁃زیرگروه ͷی NG(Q)/CG(Q) نتیجه
زیرگروه ͷی P ∩ M ⩽ CG(Q) این بنابر .M = NG(Q) پس Q ⊴ M چون باشد، Q شامل ماکسیمال
پایا متمم ͷی دارای (P ∩ M)/Φ(P ) مشͺه قضیه بر بنا آنگاه باشد دوری غیر P اگر است. P در ماکسیمال
زیرگروەهای (P ∩ M)Q و HQ دو هر و P = (P ∩ M)H چون دارد. H/Φ(P ) مانند Q تحت p مرتبه از
اینکه به توجه با است. دوری P نتیجه در است. Q بودن غیرنرمال متناقض که [P,Q] = ۱ پس هستند G سره
و |P | = p این بنابر (P ∩ M) ⩽ CP (Q) ⩽ CG(Q) = ۱ پس است دوری P و P = [P,Q] × CP (Q)

.P = [P,Q]



۷ متناهͬ گروەهای ساختار بر سیلو زیرگروەهای ساختار تاثیر

پس [P, ⟨x۲⟩] = ۱ و P = ⟨[x, z]⟩ چون .P = ⟨z⟩ و Q = ⟨x⟩ ͬ دهیم م قرار

[z, x]x = (z−۱zx)x = (z−۱zx)−۱.

داریم. y = [z, x] فرض با رو این از

G = ⟨x, y|x۲n = yp = ۱, yx = y−۱⟩.
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