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Abstract: This paper presents a categorical framework formodeling and analyzing the behavior of general
fuzzy automata based on BL-algebras. First, a category of BL-general fuzzy automata is defined in which
morphisms act as fuzzy mappings between fuzzy state sets and reconstruct the initial, transition, and output
structures compositionally. Functors from the category of nondeterministic automata to this category are
then introduced tomodel fuzzy system behavior through transition and fuzzy-outputmappings. To compare
the behavior of these functors, behavioral equivalence is defined using the biresiduum operator, and a
family of equivalent fuzzy mappings between functors is introduced. It is proved that, whenever this
family is nonempty, it has a greatest member that reconstructs the behavioral structures in a fuzzy manner.
Moreover, using the notion of bisimulation between nondeterministic automata, it is shown that this relation
is transferred under the behavioral functor to a fuzzy bisimulation between BL-general fuzzy automata.
Consequently, the existence of a bisimulation between nondeterministic automata guarantees behavioral
equivalence between their corresponding BL-general fuzzy automata.
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بر مبتنͬ رویͺردی عمومͬ: فازی اتوماتاهای بین رفتاری هم ارزی
BL⁃جبرها و تابعگون ها

ابول پور(۲) خدیجه و ۲ ͬ زاده(۱) شمس مرضیه
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عمومͬ فازی اتوماتاهای رفتار تحلیل و مدل سازی برای رستەای چارچوبی مقاله، این در چͺیده:
که ͬ گردد م تعریف BL عمومͬ فازی اتوماتاهای از رستەای ابتدا ͬ شود. م ارائه BL⁃جبرها بر مبتنͬ
ساختارهای و کرده عمل فازی حالت مجموعەهای بین فازی نگاشت های بەصورت ریخت ها آن در
رستەی از تابعگون هایی سپس ͬ کنند. م بازسازی ترکیبی بەصورت را خروجͬ و انتقالͬ آغازین،
رانشͬ نگاشت قالب در را سیستم فازی رفتار که ͬ شوند م معرفͬ رسته این به غیرقطعͬ اتوماتاهای
رفتاری هم ارزی مفهوم تابعگون ها، این رفتار مقایسەی برای ͬ کنند. م مدل سازی فازی خروجͬ و
تابعگون ها بین هم ارز فازی نگاشت های از مجموعەای و شده تعریف دوماندەای عملͽر پایەی بر
که است بیشینه عضو دارای بودن، ناتهͬ صورت در مجموعه، این که ͬ شود م اثبات ͬ شود. م معرفͬ
دو⁃شبیەسازی مفهوم به توجه با همچنین، ͬ کند. م بازسازی فازی بەصورت را رفتاری ساختارهای
دو⁃ ͷی به رفتاری تابعگون تحت رابطه این که ͬ شود م داده نشان غیرقطعͬ، اتوماتاهای بین
ͬ گردد م اثبات انتقال، این پایەی بر ͬ شود. م منتقل BL عمومͬ فازی اتوماتاهای بین فازی شبیەسازی
عمومͬ فازی اتوماتاهای بین رفتاری هم ارزی غیرقطعͬ، اتوماتاهای بین دو⁃شبیەسازی وجود که

ͬ کند. م تضمین را آن ها از حاصل BL

دو⁃شبیەسازی، غیرقطعͬ، اتوماتا عمومͬ، فازی اتوماتای رفتاری، هم ارزی کليدي: واژەهاي
BL⁃جبرها. رستەها،

مقدمه ۱
بەسرعت و [۲۲] شد معرفͬ ۱۹۶۵ سال عسͺرزادهدر لطفͬ پروفسور توسط نخستین بار فازی مجموعەهای مفهوم
نظریەی در یافت. گسترش طبیعͬ زبان پردازش و تصمیم گیری، مصنوعͬ، هوش جمله از علمͬ مختلف حوزەهای در
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رفتار سامانه دو این آیا بەعبارتͬ، است؛ دادەشده اتوماتای دو بین هم ارزی بررسͬ بنیادی، مسائل از ͬͺی اتوماتا،
توصیف ͬ کند م شناسایی را آن که زبانͬ طریق از معمولا˟ اتوماتا ͷی رفتار خیر؟ یا دارند ورودی ها به نسبت مشابهͬ

ͬ شود. م
غیرقطعͬ، فازی اتوماتاهای مورد در اما است؛ حل قابل هم ارزی مسألەی قطعͬ، متناهͬ فازی اتوماتاهای مورد در
از ͬͺی .[۲۱ ،۱۹ ،۷] ͬ گیرد م قرار سخت مسائل دستەی در مسأله این که است بەگونەای محاسباتͬ پیچیدگͬ
میلنر۳ توسط نخستین بار که است شبیەسازی مفهوم از استفاده زمینه، این در هم ارزی تحلیل برای مؤثر رویͺردهای
نیز حالت ها تعداد کاهش برای بلͺه اتوماتاها، رفتار مقایسەی برای نەتنها شبیەسازی شد. معرفͬ [۱۴] پارک۴ و [۱۳]
که است اولیه ͬ سازی قطع نیازمند معمولا˟ غیرقطعͬ فازی اتوماتاهای مینیمال سازی فرآیند حال، این با دارد. کاربرد
اتوماتاهای مختلف زمینەهای در شبیەسازی مفهوم اخیر، سال های در ͬ شود. م حالت ها تعداد افزایش به منجر خود
بەکار برنامەها۶ آنالیز و کامپیوتر۵ علوم از متنوعͬ حوزەهای در و [۲۰ ،۱۲ ،۹] است گرفته قرار توجه مورد فازی

.[۱۱ ،۱۰ ،۴–۲] است شده گرفته
آن برای عمومͬ چارچوبی و داده گسترش را فازی اتوماتای مفهوم [۵] کرمر۷ و دوست فاطمه ،۲۰۰۵ سال در
پایەای منطق گرفت. صورت بود، شده معرفͬ [۸] ۹ͷهاج توسط که پایەای۸ منطق بر تکیه با توسعه این کردند. ارائه

ͬ آورد. م فراهم فازی استنتاج های مدل سازی برای مناسب جبری ساختار ͷی
تعمیم ⁃جبرها BⅬ از استفاده با را عمومͬ فازی اتوماتای مفهوم ۲۰۱۲ سال در زاهدی۱۱ و ابول پور۱۰ ادامه، در
برای را دو⁃شبیەسازی مفهوم [۱۸ ،۱۷] زاهدی و ͬ زاده شمس کردند. معرفͬ را BⅬ عمومͬ فازی اتوماتاهای و داده
مقاله، این در ͬ سازد. م فراهم را فازی سامانەهای رفتار دقیق تر مقایسەی امͺان که نمودند تعریف اتوماتاها نوع این
از رستەای ابتدا ⁃جبرها BⅬ بر مبتنͬ عمومͬ فازی اتوماتاهای رفتار تحلیل برای رستەای چارچوبی توسعەی هدف با
برای سپس، ͬ گردد. م معرفͬ رسته این به غیرقطعͬ اتوماتاهای رستەی از تابعگون هایی و ͬ شود م تعریف اتوماتاها این
و انتقالͬ آغازین، ساختارهای که ͬ شود م تعریف هم ارز فازی نگاشت های از مجموعەای تابعگون ها، رفتار مقایسەی
دارای بودن، ناتهͬ صورت در مجموعه، این که ͬ شود م اثبات ادامه، در ͬ کنند. م بازسازی ترکیبی بەصورت را خروجͬ
دو⁃شبیەسازی مفهوم از بهرەگیری با نهایتاً، ͬ کند. م ارضا را فازی تقارن و بازسازی شروط تمام که است بیشینه عضو
منتقل فازی دو⁃شبیەسازی ͷی به رفتاری تابعگون تحت رابطه این که ͬ شود م داده نشان غیرقطعͬ، اتوماتاهای بین

ͬ گردد. م تضمین حاصل BⅬ عمومͬ فازی اتوماتاهای بین رفتاری هم ارزی اساس، این بر و ͬ شود، م

اولیه مفاهیم و تعاریف ۲

ͬ گردد. م ارایه و داریم نیاز ها آن به مقاله ادامەی در که تعاریفͬ و مفاهیم بخش، این در
طوری که، به است، Ⅼ = (L,∧,∨,⊗,→, ۰, ۱) [۱۵] جبر ͷی ای مانده کامل مشبͺه ͷی

ͬ باشد، م ۱ آن عضو بزرگترین و ۰ آن عضو کوچͺترین که است کامل مشبͺه ͷی (L,∧,∨, ۰, ۱) .۱

است، آن همانͬ عضو ۱ که است جابجایی تکواره ͷی (L,⊗, ۱) .۲

ͬ باشد: م زیر شͺل به ،x, y, z ∈ L هر برای که است الحاقͬ خاصیت با دوتایی عمل دو → و ⊗ .۳

x⊗ y ≤ z ⇐⇒ x ≤ y → z.
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همچنین ͬ شوند. م نامیده الحاقͬ دوتایی (⊗,→) دوتایی ͬ شوند. م نامیده مانده و ضرب ترتیب به → و ⊗ اعمال
که است L روی ↔ دوتایی عمل L در ای دومانده ͷی است. y توسط x مانده x⊗ y از منظور x, y ∈ L هر برای

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به x, y ∈ L هر برای

x↔ y = (x→ y) ∧ (y → x).

است: برقرار زیر شرایط {yi}i∈I ⊆ L هر و x, y, z ∈ L هر برای پس باشد، ماندە ای کامل مشبͺه ͷی Ⅼ اگر

،x⊗ z ≤ y ⊗ z که ͬ دهد م نتیجه x ≤ y .۱

،x ≤ y ⇔ x→ y = ۱ .۲

،x⊗ ∨i∈Iyi = ∨i∈I(x⊗ yi) .۳

،x⊗ ∧i∈Iyi ≤ ∧i∈I(x⊗ yi) .۴

،x⊗ y = y ⊗ x .۵

.۱⊗ x = x .۶

L رابطه ͷی (یا B و A مجموعەهای بین ⁃فازی L رابطەی ͷی باشند. غیرتهͬ مجموعەهای B و A کنید فرض
گفته A×B ⁃فازی L زیرمجموعەهای آن، به دیͽر بعبارت یا است، L به A×B از تابع ͷی (B به A از ⁃فازی

ͬ شود. م داده نشان R(A,B) نماد با B به A از ⁃فازی L رابطەهای همەی مجموعە ͬ شود. م
آنها، ترکیب ،ψ ∈ R(B,C) و φ ∈ R(A,B) ⁃فازی L رابطەهای و A,B,C غیرتهͬ مجموعەهای برای

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به c ∈ C و a ∈ A هر برای که است R(A,C) فازی رابطه ͷی ،φ ◦ ψ

(φ ◦ ψ)(a, c) = ∨b∈Bφ(a, b)⊗ ψ(b, c).

اشیاء که است اشیاء از مجموعەای شامل ζ رسته ͷی ،Ⅼ = (L,∧,∨,⊗,→, ۰, ۱) هر برای [۶] .۱ .۲ تعریف
همەی مجموعەی ،A,B ∈ object(ζ) جفت هر برای ͬ شود. م داده نشان object(ζ) نماد با و شود مͬ نامیده ζ
ͬ شود. م داده نشان ζ رسته در Mor(ζ) نماد با کند صدق (ii) و (i) شرایط در اینکه به منوط B به A از ریخت های
،α : A×B → L مانند ریخت ͷی از است عبارت α ∈MorL(A,B) ⊆Mor(ζ) که α مانند ریخت ͷی

ͬ شود. م داده نشان α : A→ B نماد با سادگͬ برای که

زیر صورت به که دارد وجود نگاشت ͷی نیستند، مجزا لزوما که A,B,C ∈ object(ζ) شͬ سه هر برای (i)
شود: مͬ تعریف

Mor(A,B)×Mor(B,C) −→Mor(A,C),

(A −→ B, B −→ C) 7−→ A −→ C.

γ ∈ و β ∈ Mor(B,C) ،α ∈ Mor(A,B) ریخت هر و ،A,B,C,D ∈ object(ζ) هر برای
داریم: زیر صورت یه را آنها ترکیب ،Mor(C,D)

α ◦ (β ◦ γ) = (α ◦ β) ◦ γ : A→ D.

α ◦ β ∈ ترکیب ،c ∈ C ،a ∈ A هر برای ،α ∈ Mor(A,B), β ∈ Mor(B,C) ریخت دو برای
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به Mor(A,C)

α ◦ β(a, c) = ∨b∈Bα(a, b)⊗ β(b, c).

که ͬ شود م نامیده A همانͬ که است idA ریخت ͷی شامل Mor(A,A) مجموعه ،ζ از A شͬء هر برای (ii)
ͬ کند: م صدق زیر ویژگͬ در

idA ◦ α = داریم: ،β ∈ Mor(B,A) و α ∈ Mor(A,B) هر برای و B ∈ object(ζ) شͬء هر برای
.α, β ◦ idA = B
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اگر ͬ شود، م نامیده (X, ∗) تکواره ͷی روی (NⅮA) غیرقطعͬ اتوماتای ͷی (Q, δ) سیستم ͷی [۶] .۲ .۲ تعریف
آن: در که است، غیرقطعͬ انتقال ͷی δ : Q×X → ۲Q و باشد ها حالت از مجموعه ͷی Q

،δ(q, ۱X) = {q} ،q ∈ Q هر برای .۱

.δ(q, x ∗ y) =
⋃

p∈δ(q,x) δ(p, y) ،q ∈ Q ،x, y ∈ X هر برای .۲

به است (Q, δ, I, T ) صورت به سیستم ͷی پایانͬ و آغازین حالت های با (X, ∗) تکواره ͷی روی NⅮA ͷی
است. I, T ⊆ Q و X روی NⅮA ͷی (Q, δ) طوری که

صورت به NAm در ریخت ͷی ͬ دهیم. م نمایش NAm نماد با را ها NⅮA رسته

α : (Q۱, δ۱) → (Q۲, δ۲),

داریم: x ∈ X و q ∈ Q۱ هر برای که است نگاشت ͷی α : Q۱ → Q۲ یعنͬ ͬ شود، م تعریف

α(∪q′∈Q۱,α(q′)=α(q)δ۱(q
′, x)) = δ۲(α(q), x) ∩ α(Q۱).

ͬ دهیم. م نمایش NA۰
m نماد با را پایین و آغازین حالت های با ها NⅮA رسته

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به α : (Q۱, δ۱, I۱, T۱) → (Q۲, δ۲, I۲, T۲) ریخت ͷی

،α ∈Mor((Q۱, δ۱), (Q۲, δ۲)) .۱

.α(I۱) = I۲ ∩ α(Q۱), α(T۱) = T۲ ∩ α(Q۱) .۲

وسیلەی به تابعگون باشد. مͬ رستەها بین ساختار حافظ نگاشت ͷی F : A→ B تابعگون ͷی [۶] .۳ .۲ تعریف
و اشیاء روی C → F (C) تابع دو

(f : C → D) → (F (f) : F (C) → F (D)),

ͬ شود: م تعریف ͬ کند، م صدق زیر اصول در که نگاشت ها روی

،F (fg) = F (f)F (g) ،f, g ∈Mor(A) هر برای .۱

.F (IC) = IF (C) ،(A) شͬء به متعلق C هر برای و .۲

۰, ۱ ثابت دو و ∧,∨, ∗,→ عمل چهار با (L,∧,∨, ∗,→, ۰, ۱) جبر ͷی ، ⁃جبر۱۲ BⅬ ͷی [۸] .۴ .۲ تعریف
ͬ که قسم به ͬ باشد م

کراندار، مشبͺەی ͷی (L,∧,∨, ۰, ۱) .۱

جابجایی، تکواره ͷی (L, ∗, ۱) .۲

،x, y, z ∈ L آن، در که x ∗ y ≤ z اگر فقط و اگر x≤y→z یعنͬ است، الحاقͬ جفت ͷی → و ∗ .۳

و x ∧ y = x ∗ (x→ y) .۴

.(x→ y) ∨ (y → x) = ۱ .۵

کراندار، کامل مشبͺەی ͷی L = (L,∨,∧, ۰, ۱) کنید فرض [۱] .۵ .۲ تعریف

F̃ = (Q,X, R̃, Z, δ̃, ω, F۱, F۲),

ͷی ۱۳ BⅬ عمومͬ فازی اتوماتای باشد. ⁃جبر BⅬ ͷی ،(P (Q),⊆,∩,∪, ∅, Q) و عمومͬ فازی اتوماتای ͷی
صورت به دەتایی ماشین

F̃l = (Q̄,X, R̃ = ({q۰}, µt۰({q۰})), Z̄, ωl, δl, fl, δ̃l, F۱, F۲),

که است
12BL-algebra
13BL-general fuzzy automata
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است، Q توانͬ مجموعه Q̄ و متناهͬ مجموعەی ͷی Q ،Q̄ = P (Q) (i)

ورودی، الفبای از متناهͬ مجموعەی X (ii)

در که ͬ شود، م تعریف R̃ = ({q۰}, µt۰({q۰})) بەصورت که فازی، آغازین حالت های از مجموعەای R̃ (iii)
ͬ دهد، م نشان شروع زمان در را آغازین حالت عضویت درجەی µt۰({q۰}) آن

است، Z توانͬ مجموعه Z̄ خروجͬ، الفبای از متناهͬ مجموعەی Z̄ (iv)

،ωl(Qi) = {ω(q)
∣∣q ∈ Qi} صورت به شده تعریف خروجͬ تابع ωl : Q̄→ Z̄ (v)

زیر صورت به a ∈ X و Qi, Qj ∈ P (Q) هر برای که است فازی انتقال تابع δl : Q̄ ×X × Q̄ → L (vi)
ͬ شود: م تعریف

δl({p}, a, {q}) = δ(p, a, q),

و
δl(Qi, a, Qj) = ∨qi∈Qi,qj∈Qj

δ(qi, a, qj),

صورت: به که است بعدی حالت تابع fl : Q̄×X → Q̄ (vii)

fl(Qi, a) = ∪qi∈Qi
{qj
∣∣δ(qi, a, qj) ∈ ∆},

صورت: به شده تعریف تکمیلͬ انتقال تابع δ̃l : (Q̄× L)×X × Q̄→ L (viii)

δ̃l((Qi, µ
t(Qi)), a, Qj) = F۱(µ

t(Qi), δl(Qi, a, Qj)),

ͬ دهد. م نشان t زمان در را Q حالت عضویت درجەی µt(Q) آن در که

عضویت درجەی اساس بر را مقصد حالت عضویت مقدار که عضویت تخصیص تابع F۱ : L× L → L (ix)
ͬ کند. م محاسبه انتقال وزن و مبدأ حالت

عضویت مقادیر مجموعەی از واحد عضویت مقدار ͷی تعیین برای که چندعضویتͬ رفع تابع F۲ : L
∗ → L (x)

ͬ رود. م بەکار چندگانه

BⅬ عمومͬ فازی اتوماتای [۱] .۶ .۲ تعریف

F̃l = (Q̄,X, R̃ = ({q۰}, µt۰({q۰})), Z̄, ωl, δl, fl, δ̃l, F۱, F۲),

زیر بازگشتͬ صورت به که است F̃l ،BⅬ عمومͬ فازی اتوماتای رانشͬ نگاشت ρ : X∗ → Q̄ بͽیرید. نظر در را
،a۱, ..., an ∈ X هر برای و ρ(Λ) = {q۰} شود: مͬ تعریف

ρ(a۱a۲...an) = Qin , ρ(a۱a۲...anan+۱) = fl(Qin , an+۱),

ͬ باشد. م F̃l رفتار ،β = ωl ◦ ρ : X∗ → Z̄ نگاشت .(Qin , µ
t۰+n(Qin)) ∈ Q̄act(a۱a۲...an) که

ͬ رود. م کار به کراندار کامل مشبͺه نمایش برای L همواره مقاله، این ادامه در

فازی اتوماتای ͷی F̃l = (Q̄,X, ({q۰}, µt۰({q۰})), Z̄, ωl, δl, fl, δ̃l, F۱, F۲) کنید فرض [۱۶] .۷ .۲ تعریف
طوری که: به است β = ωl ◦ ρ : L(F̃l) → Z̄, نگاشت ͷی F̃l رفتار باشد. BⅬ عمومͬ

L(F̃l) = {x ∈ X∗∣∣δ̃∗l (({q۰}, µti({q۰})), x, P ) > ۰, بعضͬ برای P ∈ Q̄}.
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ͷی را Q̄۲ و Q̄۱ بین ≈ رابطەی باشد. BⅬ عمومͬ فازی اتوماتای دو F̃li, i = ۱, ۲ کنید فرض [۱۷] .۸ .۲ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط Q′′ ∈ Q̄۲ و Q′ ∈ Q̄۱ برای اگر ͬ نامیم م F̃l۲ و F̃l۱ بین دو⁃شبیەسازی

،{q۰۱} ≈ {q۰۲} .۱

دهد: نتیجه Q′ ≈ Q′′ .۲

(∀α ∈ L)(Q′
۱ ∈Q̄۱)(a ∈ X)(δl۱(Q

′, a, Q′
۱) = α

=⇒ (∃Q′
۲ ∈ Q̄۲)δl۲(Q

′′, a, Q′
۲) ≥ α,Q′

۱ ≈ Q′
برعکس(۲ و ,

.ωl۱(Q
′) = ωl۲(Q

′′) دهد نتیجه Q′ ≈ Q′′ .۳

BⅬ عمومͬ فازی اتوماتای از رستەای ۳
بین ریخت ͷی باشد. BⅬ عمومͬ فازی اتوماتای از رسته ͷی ζG کنید فرض .۱ .۳ تعریف

F̃rl۱ = (Q̄۱, X, R̃۱ = ({q۰۱}, µt۰({q۰۱})), Z̄, ωl۱, δrl۱, fl۱, δ̃rl۱, F۱, F۲),

و
F̃rl۲ = (Q̄۲, X, R̃۲ = ({q۰۲}, µt۰({q۰۲})), Z̄, ωl۲, δrl۲, fl۲, δ̃rl۲, F۱, F۲),

کند: صدق زیر نمودارهای در طوری که به است α : Q̄۱ × Q̄۲ → L صورت به نگاشت ͷی

Q۱ ×X∗ ×Q۱ Q۲ ×X∗ ×Q۲

L

α×۱X∗×α

δrl۱ δrl۲

(Q۱ × L)×X∗ ×Q۱ (Q۲ × L)×X∗ ×Q۲

L

(α×۱L)×۱X∗×α

δ̃rl۱ δ̃rl۲

Q۱ Q۲

Z

α

ωl۱ ωl۲

{q۰۱} {q۰۲}

L

α

R̃۱ R̃۲

داریم: Q۲, P۲ ∈ Q̄۲ و x ∈ X∗ هر برای پس،

باشد: بازسازی قابل α طریق از دوم اتوماتای در اولیه عضویت مقدار (i)

µt۰({q۰۲}) = µt۰({q۰۱})⊗ α({q۰۱}, {q۰۲}),
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باشد: تقریب قابل α نگاشت و اول اتوماتای انتقال های طریق از دوم اتوماتای در تکمیلͬ انتقال (ii)

δ̃rl۲((Q۲, µ
t۰(Q۲)), x, P۲)

=
∨

Q۱∈Q̄۱

{δ̃rl۱((Q۱, µ
t۰(Q۱)), x, P۱)⊗ α(Q۱, Q۲)⊗ α(P۱, P۲)},

باشد: تقریب قابل α نگاشت و اول اتوماتای ͬ های خروج طریق از دوم اتوماتای در خروجͬ تابع (iii)

ωl۲(Q۲) =
⋃

P∈Q̄۱
α(P,Q۲) ̸=۰

ωl۱(P ).

بͽیرید: نظر در را زیر BL عمومͬ فازی اتوماتای دو .۲ .۳ مثال

F̃l۱ = (Q̄۱, X, R̃۱, Z̄, ωl۱, δl۱, fl۱, δ̃l۱, F۱, F۲),

و
F̃l۲ = (Q̄۲, X, R̃۲, Z̄, ωl۲, δl۲, fl۲, δ̃l۲, F۱, F۲),

،Q۱ = {q۰, q۱} همچنین، .F۲ = max و ،F۱(µ, δ) = min(µ, δ) ،⊗ = min ،L = {۰, ۱۲ , ۱} آن در که
Q۲ = {p۰, p۱},

Q̄۱ = P (Q۱) = {∅, {q۰}, {q۱}, {q۰, q۱}},

Q̄۲ = P (Q۲) = {∅, {p۰}, {p۱}, {p۰, p۱}},

بنابراین، .R̃۲ = ({p۰}, ۱) ،R̃۱ = ({q۰}, ۱) ،Z̄ = P (Z) = {∅, {z}} ،Z = {z} ،X = {a}

µt۰({q۰}) = ۱, µt۰({p۰}) = ۱,

تعریف زیر بەصورت منفرد حالت های سطح در انتقال توابع ͬ شود. م گرفته نظر در µt۰ = ۰ حالت ها، سایر برای و
ͬ شوند: م

δ۱(q۰, a, q۱) = ۱, δ۲(p۰, a, p۱) = ۱,

همچنین، هستند. صفر وزن دارای اتوماتا دو هر در انتقال ها سایر و

ω۱(q۰) = ω۲(p۰) = ∅, ω۱(q۱) = ω۲(p۱) = {z}.

داریم: زیرمجموعەها برای ،۵ .۲ تعریف از

δl۱({q۰}, a, {q۱}) = ۱, δl۲({p۰}, a, {p۱}) = ۱,

fl۱({q۰}, a) = {q۱}, fl۲({p۰}, a) = {p۱},

و
δ̃l۱(({q۰}, ۱), a, {q۱}) = F۱(۱, δl۱({q۰}, a, {q۱})) = F۱(۱, ۱) = ۱,

δ̃l۲(({p۰}, ۱), a, {p۱}) = F۱(۱, δl۲({p۰}, a, {p۱})) = F۱(۱, ۱) = ۱.

فازی نگاشت اکنون
α : Q̄۱ × Q̄۲ −→ L

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را

α({q۰}, {p۰}) = ۱, α({q۱}, {p۱}) = ۱,
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آنگاه ،α(A,B) = ۱ اگر زیرا است، متقارن بەوضوح تعریف این .α(A,B) = ۰ مرتب، زوج های سایر برای و
ͬ باشد. م نیز α(B,A) = ۰ آنگاه ،α(A,B) = ۰ اگر و هست، نیز α(B,A) = ۱

ͬ کند. م ارضا را ریخت تعریف شرایط α که ͬ دهیم م نشان حال

باشیم: داشته باید Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای (i): شرط

µt۰(Q۲) =
∨

Q۱∈Q̄۱

µt۰(Q۱)⊗ α(Q۱, Q۲).

داریم: ،Q۲ = {p۰} برای
µt۰({p۰}) = ۱,

∨و
Q۱∈Q̄۱

µt۰(Q۱)⊗ α(Q۱, {p۰}) = µt۰({q۰})⊗ α({q۰}, {p۰}) = ۱⊗ ۱ = ۱.

داریم: ،α(Q۱, {p۱}) = ۰ یا µt۰(Q۱) = ۰ یا ،Q۱ هر برای و µt۰({p۱}) = ۰ که آنجا از ،Q۲ = {p۱} ∨برای
Q۱∈Q̄۱

µt۰(Q۱)⊗ α(Q۱, {p۱}) = ۰.

است. برقرار بدیهͬ بەصورت شرط ،µt۰(Q۲) = ۰ چون مشابه، بەطور نیز Q۲ = {p۰, p۱} و Q۲ = ∅ برای
است. برقرار Q۲ ∈ Q̄۲ همەی برای (i) شرط بنابراین

باشیم: داشته باید x ∈ X هر و Q۲, P۲ ∈ Q̄۲ هر برای (ii): شرط

δ̃l۲((Q۲, µ
t۰(Q۲)), x, P۲) =

∨
Q۱,P۱∈Q̄۱

δ̃l۱((Q۱, µ
t۰(Q۱)), x, P۱)

⊗ α(Q۱, Q۲)⊗ α(P۱, P۲).

داریم: ،x = a و P۲ = {p۱} ،Q۲ = {p۰} برای

δ̃l۲(({p۰}, ۱), a, {p۱}) = ۱.

راست: سمت

δ̃l۱(({q۰}, ۱), a, {q۱})⊗ α({q۰}, {p۰})⊗ α({q۱}, {p۱}) = ۱⊗ ۱⊗ ۱ = ۱.

همەی برای (ii) شرط پس است. برقرار بدیهͬ بەصورت شرط بنابراین ،α = ۰ یا ،δ̃l۲ = ۰ یا ،Q۲, P۲ سایر برای
است. برقرار حالت ها

باشیم: داشته باید Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای (iii): شرط

ωl۲(Q۲) =
⋃

Q۱∈Q̄۱
α(Q۱,Q۲)>۰

ωl۱(Q۱).

بنابراین: ،ωl۱({q۱}) = {z} و α({q۱}, {p۱}) = ۱ > ۰ داریم ،Q۲ = {p۱} برای

ωl۲({p۱}) = {z}.

بنابراین: ،ωl۱({q۰}) = ∅ و α({q۰}, {p۰}) = ۱ > ۰ داریم ،Q۲ = {p۰} برای

ωl۲({p۰}) = ∅.
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شرط ندارد، وجود α(Q۱, Q۲) > ۰ با Q۱ هیچ و ωl۲(Q۲) = ∅ که آنجا از ،Q۲ = {p۰, p۱} و Q۲ = ∅ برای
است. برقرار بدیهͬ بەصورت

داریم: α تعریف از ،Q۱, Q۲ ∈ Q̄۱
α(Q۱, Q۲) = α(Q۲, Q۱),

صفر مقادیر سایر و متقارن اند، که هستند α({q۱}, {p۱}) = ۱ و α({q۰}, {p۰}) = ۱ غیرصفر مقادیر تنها زیرا
بنابراین: متقارن اند. خود که هستند

α(Q۱, Q۲) ↔ α(Q۲, Q۱) = ۱.

فازی اتوماتای دو بین ریخت ͷی نتیجه در و ͬ کند م ارضا را ریخت تعریف شرایط تمام α فازی نگاشت بنابراین،
است. BL عمومͬ

دارد. وجود F : NA۰
m → ζG تابعگون .۳ .۳ قضیه

α ∈Mor(A,B) ⊆ و NA۰باشند
m از شͬء Bدو = (Q۲, δ۲, I۲, T۲) Aو = (Q۱, δ۱, I۱, T۱) کنید فرض اثبات.

بنابراین: باشد. (تابع) ریخت ͷی Mor(NAm)

α(I۱) = I۲ ∩ α(Q۱), α(T۱) = T۲ ∩ α(Q۱),

و

α

 ⋃
α(r)=α(p)

δ۱(r, x)

 = δ۲(α(p), x) ∩ α(Q۱).

ͬ کنیم: م تعریف

F (A) = (Q̄۱, X, R̃۱ = ({q۰۱}, µt۰({q۰۱})), Z̄, ωl۱, δrl۱, fl۱, δ̃rl۱, F۱, F۲),

F (B) = (Q̄۲, X, R̃۲ = ({q۰۲}, µt۰({q۰۲})), Z̄, ωl۲, δrl۲, fl۲, δ̃rl۲, F۱, F۲),

x ∈ X∗ ،Q′ ∈ Q̄۱ هر برای و ،µt۰({q۰۱}) = µt۰({q۰۲}) = ۱ ،{q۰۲}∩ I۲ 6= ∅ ،{q۰۱}∩ I۱ 6= ∅ آن در که
:z ∈ Z̄ و

δ̃l۱(({q۰۱}, µt۰({q۰۱})), x,Q′) =

{
۱ ′Qاگر ∩ δ۱(q۰۱, x) 6= ∅,
۰ صورت این غیر ,در

ωl۱(Q
′) =

{
{z} ′Qاگر ∩ T۱ 6= ∅,
∅ صورت این غیر .در

:F (B) برای مشابه بەطور

δ̃l۲(({q۰۲}, µt۰({q۰۲})), x,Q′) =

{
۱ ′Qاگر ∩ δ۲(q۰۲, x) 6= ∅,
۰ صورت این غیر ,در

ωl۲(Q
′) =

{
{z} ′Qاگر ∩ T۲ 6= ∅,
∅ صورت این غیر .در

ͬ کنیم: م تعریف ،Q ∈ Q̄۲ و P ∈ Q̄۱ هر برای اکنون،

F (α)(P,Q) =

{
۱ α(Pاگر ) = Q,

۰ صورت این غیر .در
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برقرارند: زیر شرط سه یعنͬ F؛ (α) ∈MorL(F (A), F (B)) که ͬ دهیم م نشان

:(۱) شرط
µt۰({q۰۲}) = µt۰({q۰۱})⊗ F (α)({q۰۱}, {q۰۲}).

را آغازین حالت و است ریخت ͷی α (چون α({q۰۱}) = {q۰۲} و µt۰({q۰۱}) = µt۰({q۰۲}) = ۱ که آنجا از
بنابراین: .F (α)({q۰۱}, {q۰۲}) = ۱ داریم ͬ کند)، م نگاشت آغازین حالت به

۱⊗ ۱ = ۱ = µt۰({q۰۲}).

:(۲) شرط

δ̃l۲(({q۰۲}, µt۰({q۰۲})), x,Q′) =
∨

P ′∈Q̄۱

δ̃l۱(({q۰۱}, µt۰({q۰۱})), x, P ′)

⊗ F (α)({q۰۱}, {q۰۲})⊗ F (α)(P ′, Q′).

ͬ شود: م ساده زیر بەصورت راست سمت ،F (α)({q۰۱}, {q۰۲}) = ۱ که آنجا ∨از
P ′∈Q̄۱

δ̃l۱(({q۰۱}, µt۰({q۰۱})), x, P ′)⊗ F (α)(P ′, Q′).

است، ریخت ͷی α که آنجا از .Q′ ∩ δ۲(q۰۲, x) 6= ∅ آنگاه ،δ̃l۲(({q۰۲}, µt۰({q۰۲})), x,Q′) = ۱ اگر حال،
داریم:

α(δ۱(q۰۱, x)) = δ۲(α(q۰۱), x) ∩ α(Q۱) = δ۲(q۰۲, x) ∩ α(Q۱).

نتیجه در و α(p′) = q′ بەطوری که دارد وجود p′ ∈ δ۱(q۰۱, x) ͷی آنگاه ،q′ ∈ Q′ ∩ δ۲(q۰۲, x) اگر بنابراین،
نشان که ،δ̃l۱(({q۰۱}, µt۰), x, P ′) = ۱ و F (α)(P ′, Q′) = ۱ پس .P ′ = δ۱(q۰۱, x) برای α(P ′) = Q′

است. برقرار مشابه بەطور نیز استدلال این عکس است. ۱ برابر راست سمت ͬ دهد م

:(۳) شرط
ωl۲(Q) =

⋃
P∈Q̄۱

F (α)(P,Q)=۱

ωl۱(P ).

و α(P ) = Q با P ∈ Q̄۱ ͷی ،α(T۱) = T۲ ∩ α(Q۱) چون و ،Q ∩ T۲ 6= ∅ آنگاه ،ωl۲(Q) = {z} اگر
این عکس .{z} ⊆

⋃
F (α)(P,Q)=۱ ωl۱(P ) بنابراین .ωl۱(P ) = {z} ͬ دهد م نتیجه که دارد، وجود P ∩T۱ 6= ∅

است. برقرار مشابه بەطور نیز مطلب

اگر فقط و اگر F (idA)(P,Q) = ۱ لذا و idA(P ) = P زیرا ،F (idA) = idF (A) داریم ،A ∈ NA۰
m هر برای

تعریف از ،β ∈ Mor(B,C) و α ∈ Mor(A,B) هر برای همچنین است. idF (A) تعریف دقیقاً که ،P = Q

بنابراین .F (β ◦ α) = F (β) ◦ F (α) که ͬ شود م داده نشان بەسادگͬ ،ζG در ریخت ها ترکیب و F (β) و F (α)
است. تابعگون ͷی F

کنید فرض .F۲ = max و ،F۱(µ, δ) = min(µ, δ) ،⊗ = min ،L = {۰, ۱۲ , ۱} کنید فرض .۴ .۳ مثال
آن: در که باشند، آغازین حالت ͷی با غیرقطعͬ اتوماتای دو B = (Q۲, δ۲, I۲, T۲) و A = (Q۱, δ۱, I۱, T۱)

Q۱ = {q۰, q۱}, Q۲ = {p۰, p۱},

I۱ = {q۰}, I۲ = {p۰},

T۱ = {q۱}, T۲ = {p۱},

X = {a}, Z = {z}.
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هستند: زیر بەصورت توانͬ مجموعەهای

Q̄۱ = P (Q۱) = {∅, {q۰}, {q۱}, {q۰, q۱}},

Q̄۲ = P (Q۲) = {∅, {p۰}, {p۱}, {p۰, p۱}},

Z̄ = P (Z) = {∅, {z}}.

ͬ شوند: م تعریف زیر بەصورت منفرد حالت های سطح در انتقال توابع

δ۱(q۰, a) = {q۱}, δ۲(p۰, a) = {p۱},

زیر بەصورت منفرد حالت های سطح در خروجͬ توابع .δ۲(p, a) = ∅ و δ۱(q, a) = ∅ حالت ها، سایر برای و
ͬ شوند: م تعریف

ω۱(q۰) = ∅, ω۱(q۱) = {z},

ω۲(p۰) = ∅, ω۲(p۱) = {z}.

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را α ∈Mor(A,B) ریخت

α(q۰) = p۰, α(q۱) = p۱.

،P ⊆ Q۱ هر برای ͬ دهیم: م تعمیم زیرمجموعەها به طبیعͬ بەصورت را α تعریف

α(P ) = {α(p) | p ∈ P}.

زیرا: است، ریخت ͷی α که کرد بررسͬ ͬ توان م بەراحتͬ

α(I۱) = α({q۰}) = {p۰} = I۲ ∩ α(Q۱),

α(T۱) = α({q۱}) = {p۱} = T۲ ∩ α(Q۱),

و
α(δ۱(q۰, a)) = α({q۱}) = {p۱} = δ۲(α(q۰), a) ∩ α(Q۱).

داریم: تعریف، طبق ͬ کنیم. م اعمال اشیاء این روی را F تابعگون اکنون،

F (A) = (Q̄۱, X, R̃۱, Z̄, ωl۱, δrl۱, fl۱, δ̃rl۱, F۱, F۲),

:۵ .۲ تعریف طبق ،Q′ ∈ Q̄۱ هر برای و ،R̃۱ = ({q۰}, ۱) آن در که

ωl۱(Q
′) = {ω۱(q) | q ∈ Q′}.

بنابراین،

ωl۱(∅) = ∅, ωl۱({q۰}) = ∅, ωl۱({q۱}) = {z}, ωl۱({q۰, q۱}) = {z}.

:x ∈ X∗ و Q′ ∈ Q̄۱ هر برای همچنین،

δ̃l۱(({q۰}, ۱), x,Q′) =

{
۱ ifQ′ ∩ δ۱(q۰, x) 6= ∅,
۰ otherwise.

داریم: ،δ۱(q۰, a) = {q۱} که آنجا از

δ̃l۱(({q۰}, ۱), a, {q۱}) = F۱(۱, δl۱({q۰}, a, {q۱})) = F۱(۱, ۱) = ۱,
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ͬ شود: م تعریف نیز F (B) مشابه، بەطور است. صفر آن مقدار ،Q′ سایر برای و

ωl۲(∅) = ∅, ωl۲({p۰}) = ∅, ωl۲({p۱}) = {z}, ωl۲({p۰, p۱}) = {z},

و
δ̃l۲(({p۰}, ۱), a, {p۱}) = F۱(۱, δl۲({p۰}, a, {p۱})) = F۱(۱, ۱) = ۱,

داریم: تعریف مطابق را F (α) : F (A) → F (B) ریخت حال، است. صفر آن مقدار ،Q′ سایر برای و

F (α)(P,Q) =

{
۱ ifα(P ) = Q,

۰ otherwise.

هستند: زیر زوج های برای فقط F (α) غیرصفر مقادیر بنابراین،

F (α)(∅, ∅) = ۱, F (α)({q۰}, {p۰}) = ۱,
F (α)({q۱}, {p۱}) = ۱, F (α)({q۰, q۱}, {p۰, p۱}) = ۱.

است. ζG در ریخت ͷی F (α) که ͬ دهیم م نشان اکنون

باشیم: داشته باید Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای :(۱) شرط

µt۰(Q۲) =
∨

Q۱∈Q̄۱

µt۰(Q۱)⊗ F (α)(Q۱, Q۲).

داریم: Q۲ = {p۰} برای ،µt۰({p۰}) = ۱ و است µt۰ = ۱ دارای {q۰} آغازین حالت تنها که آنجا از

µt۰({p۰}) = ۱,

و
µt۰({q۰})⊗ F (α)({q۰}, {p۰}) = ۱⊗ ۱ = ۱.

است. برقرار بدیهͬ بەصورت شرط بنابراین ،F (α) = ۰ یا µt۰(Q۲) = ۰ یا ،Q۲ ∈ Q̄۲ سایر برای
باشیم: داشته باید x ∈ X هر و Q۲, P۲ ∈ Q̄۲ هر برای :(۲) شرط

δ̃l۲((Q۲, µ
t۰(Q۲)), x, P۲) =

∨
Q۱,P۱∈Q̄۱

δ̃l۱((Q۱, µ
t۰(Q۱)), x, P۱)

⊗ F (α)(Q۱, Q۲)⊗ F (α)(P۱, P۲).

داریم: ،x = a و P۲ = {p۱} ،Q۲ = {p۰} برای

δ̃l۲(({p۰}, ۱), a, {p۱}) = ۱.

راست: سمت

δ̃l۱(({q۰}, ۱), a, {q۱})⊗ F (α)({q۰}, {p۰})⊗ F (α)({q۱}, {p۱}) = ۱⊗ ۱⊗ ۱ = ۱.

است. برقرار بدیهͬ بەصورت شرط بنابراین ،F (α) = ۰ یا ،µt۰ = ۰ یا ،δ̃l۲ = ۰ یا ،Q۲, P۲ ∈ Q̄۲ سایر برای
باشیم: داشته باید Q ∈ Q̄۲ هر برای :(۳) شرط

ωl۲(Q) =
⋃

P∈Q̄۱
F (α)(P,Q)=۱

ωl۱(P ).
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بنابراین: ،ωl۱({q۱}) = {z} و F (α)({q۱}, {p۱}) = ۱ داریم ،Q = {p۱} برای

ωl۲({p۱}) = {z}.

بنابراین: ،ωl۱({q۰}) = ∅ و F (α)({q۰}, {p۰}) = ۱ داریم ،Q = {p۰} برای

ωl۲({p۰}) = ∅.

بنابراین: ،ωl۱(∅) = ∅ و F (α)(∅, ∅) = ۱ داریم ،Q = ∅ برای

ωl۲(∅) = ∅.

بنابراین: ،ωl۱({q۰, q۱}) = {z} و F (α)({q۰, q۱}, {p۰, p۱}) = ۱ داریم ،Q = {p۰, p۱} برای

ωl۲({p۰, p۱}) = {z}.

F (α) ∈ و است برقرار ریخت شرایط تمام بنابراین، است. برقرار Q ∈ Q̄۲ همەی برای (۳) شرط بنابراین

و F (idA) = idF (A) داریم ترکیب ها، و ͬ ها همان روی F تعریف از بەسادگͬ همچنین .MorL(F (A), F (B))

است. تابعگون ͷی F ͬ دهد م نشان که ،F (β ◦ α) = F (β) ◦ F (α)

ͷی Q۲ و Q۱ روی ≈ رابطه پس باشد. NⅮA دو Mi = (Qi, δi, Ii, Ti), i = ۱, ۲ کنید فرض .۵ .۳ تعریف
باشد. برقرار زیر شرایط اگر است M۲ و M۱ بین سازی دو⁃شبیه

،δl۱(q۱, a) ≈ δl۲(q۲, a) دهد نتیجه q۱ ≈ q۲ .۱

،q۱ ≈ q۲ دهد نتیجه q۱ ∈ I۱, q۲ ∈ I۲ .۲

،q۱ /∈ T۱, q۲ /∈ T۲ یا q۱ ∈ T۱, q۲ ∈ T۲ دهد نتیجه q۱ ≈ q۲ .۳

.a ∈ X و q۱ ∈ Q۱, q۲ ∈ Q۲ طوری که به

دو⁃شبیه ͷی F (≈) پس M۲باشد. M۱و غیرقطعͬ اتوماتای دو بین دو⁃شبیەسازی ͷی ≈ کنید فرض .۶ .۳ قضیه
است. F (M۲) و F (M۱) بین سازی

داریم: پس .M۲ = (Q۲, δ۲, I۲, T۲) و M۱ = (Q۱, δ۱, I۱, T۱) کنید فرض اثبات.

F (M۱) = (Q̄۱, X, ({q۰۱}, µt۰({q۰۱})), Z̄, ωl۱, δrl۱, fl۱, δ̃rl۱, F۱, F۲),

و
F (M۲) = (Q̄۲, X, ({q۰۲}, µt۰({q۰۲})), Z̄, ωl۲, δrl۲, fl۲, δ̃rl۲, F۱, F۲),

و ،µt۰({q۰۲}) = ۱ ،µt۰({q۰۱}) = ۱ ،{q۰۲} ∩ I۲ 6= ∅ ،{q۰۱} ∩ I۱ 6= ∅ طوری که به

δrl۱(Q
′, a, Q′′) =

{
۱ اگر Q′′ = δ۱(Q

′, a)

۰ درغیراینصورت
,

ωl۱(Q
′) =

{
z اگر Q′ ∩ T۱ 6= ∅
∅ درغیراین صورت

,

F (≈)(P,Q) =

{
۱ اگر (∀pi ∈ P )(∃qi ∈ Q)(pi ≈ qi)برعکس و
۰ درغیراین صورت

,

حال باشد. M۲ و M۱ بین دو⁃شبیەسازی ͷی ≈ کنید فرض .z ∈ Z̄ و Q ∈ Q̄۲ ،Q′, Q′′, P ∈ Q̄۱ آن در که
است: F̃l۲ و F̃l۱ بین دو⁃شبیەسازی ͷی F (≈) ͬ دهیم م نشان
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.{q۰۱} ≈ {q۰۲} پس ،q۰۲ ∈ I۲ و q۰۱ ∈ I۱ داریم: .۱

به ،pi ∈ P دارد وجود qi ∈ Q هر برای پس .δrl۱(Q, a,Q′) = ۱ و F (≈)(Q,P ) = ۱ کنید فرض .۲
بنابراین، برعکس. و qi ≈ pi ͬ که قسم

δ۱(qi, a) ≈ δ۲(pi, a),

P ′ = {p′ ∈ Q۲
∣∣p′ ∈ آن در که ،F (≈)(Q′, P ′) = ۱ بنابراین، .pi ∈ P و ،qi ∈ Q آن در که

.δl(P, a, P ′) = ۱ و δl(pi, a)}

پس برعکس. و qi ≈ pi ͬ که قسم به pi ∈ P دارد وجود qi ∈ Q هر برای پس .F (≈)(Q,P ) = ۱ .۳
.ωl۱(Q) = ωl۲(P )

اتوماتاهای ،A ∈ NA۰
m شͬء هر برای و باشند، تابعگون دو E۱, E۲ : NA۰

m → ζG کنید فرض .۷ .۳ تعریف
فازی نگاشت های مجموعەی باشند. Q̄۲ و Q̄۱ حالت های مجموعه دارای بەترتیب E۲(A) و E۱(A) عمومͬ فازی
αA : Q̄۱ × Q̄۲ → L فازی نگاشت های تمام شامل ͬ شود، م داده نمایش EA نماد با که اتوماتا، دو این بین هم ارز

کنند: ارضا هم زمان را زیر شرایط که است

باشد: تقریب قابل E۱(A) با فازی ترکیب طریق از E۲(A) در آغازین عضویت مقدار ،Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای (i)

µt۰
E۲
(Q۲) :=

∨
Q۱∈Q̄۱

µt۰
E۱
(Q۱)⊗ αA(Q۱, Q۲).

و E۱(A) انتقال های ترکیب طریق از E۲(A) در فازی انتقال تابع ،x ∈ X هر و Q۲, P۲ ∈ Q̄۲ هر برای (ii)
باشد: تقریب قابل αA نگاشت

δE۲(Q۲, x, P۲) :=
∨

Q۱,P۱∈Q̄۱

δE۱(Q۱, x, P۱)⊗ αA(Q۱, Q۲)⊗ αA(P۱, P۲).

قابل αA نگاشت طریق از نمادها از مجموعەای بەصورت E۲(A) اتوماتای خروجͬ ،Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای (iii)
باشد: تقریب

ωE۲(Q۲) :=
⋃

Q۱∈Q̄۱
αA(Q۱,Q۲)>۰

ωE۱(Q۱).

کند: ارضا را فازی تقارن باید αA نگاشت ،Q̄۱ = Q̄۲ اگر (iv)

∀Q۱, Q۲ ∈ Q̄۱, αA(Q۱, Q۲) ↔ αA(Q۲, Q۱) = ۱.

نگاشت های شدەاند. تعریف L کراندار کامل مشبͺەی در فازی هم ارزی ↔ و فازی ضرب ⊗ عمل تعریف، این در
ساختارهای با فازی ترکیب طریق از را E۲(A) اتوماتای خروجͬ و انتقالͬ آغازین، ساختارهای EA مجموعه در αA

ͬ کنند. م حفظ نیز را حالت ها بین فازی تقارن دامنەها، تساوی صورت در و ͬ زنند، م تقریب E۱(A) در متناظر

اتوماتاهای بین ،A ∈ NA۰
m شͬء هر برای و باشند، تابعگون دو E۱, E۲ : NA

۰
m → ζG کنید فرض .۸ .۳ قضیه

فازی نگاشت ͷی E۲(A) و E۱(A) عمومͬ فازی

αA : Q̄۱ × Q̄۲ → L,
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،x ∈ X∗ ورودی رشته هر برای که شود فرض همچنین کند. ارضا را ۷ .۳ تعریف شرایط که باشد داشته وجود
ͬ سازد: م مرتبط متقارن و فازی بەطور را نهایی رانشͬ حالت های αA نگاشت

αA(ρE۱(A)(x), ρE۲(A)(x)) > ۰ و αA(ρE۲(A)(x), ρE۱(A)(x)) > ۰.

این در تعیین کند. L مشبͺەی در را آن عضویت مقدار ν : Z → L تابع ،z ∈ Z خروجͬ نماد هر برای کنید فرض
هستند: هم ارز کاملا́ فازی نظر از اتوماتا دو فازی نهایی خروجͬ ،x ∈ X∗ هر برای صورت،

F۲(νE۱(A)(x)) ↔ F۲(νE۲(A)(x)) = ۱.

داریم: ،۷ .۳ تعریف سوم شرط طبق .Q۲ := ρE۲(A)(x) و Q۱ := ρE۱(A)(x) بنویسید ،x ∈ X∗ برای اثبات.

ωE۲(A)(Q۲) =
⋃

P∈Q̄۱
αA(P,Q۲)>۰

ωE۱(A)(P ),

ωE۱(A)(Q۱) =
⋃

P∈Q̄۲
αA(P,Q۱)>۰

ωE۲(A)(P ).

ͬ شود م نتیجه αA(Q۱, Q۲) > ۰ فرض از

ωE۱(A)(Q۱) ⊆ ωE۲(A)(Q۲),

نتیجه: در و ،ωE۲(A)(Q۲) ⊆ ωE۱(A)(Q۱) ͬ شود م نتیجه αA(Q۲, Q۱) > ۰ از و

ωE۱(A)(Q۱) = ωE۲(A)(Q۲).

بنابراین، ͬ کند. م تعیین L مشبͺەی در را آن عضویت مقدار ν : Z → L تابع ،z ∈ Z خروجͬ نماد هر برای اکنون

νE۱(A)(x) := {ν(z) | z ∈ ωE۱(A)(Q۱)},

νE۲(A)(x) := {ν(z) | z ∈ ωE۲(A)(Q۲)}.

ͬ گیریم: م نتیجه ،ωE۱(A)(Q۱) = ωE۲(A)(Q۲) چون و

νE۱(A)(x) = νE۲(A)(x).

داریم: است، پایدار مجموعەها تساوی به نسبت که F۲ : L
∗ → L چندعضویتͬ رفع تابع اعمال با

F۲(νE۱(A)(x)) = F۲(νE۲(A)(x)) ⇒ F۲(νE۱(A)(x)) ↔ F۲(νE۲(A)(x)) = ۱.

باشد.
∨

به نسبت توزیع پذیر و یͺنوا فازی ضرب ͷی ⊗ و کراندار کامل مشبͺەی ͷی L کنید فرض .۹ .۳ قضیه
وجود بیشینه نگاشت ͷی آن در آنگاه باشد، ناتهͬ (۷ .۳ تعریف (مطابق EA هم ارز فازی نگاشت های مجموعەی اگر

داریم: Q۲ ∈ Q̄۲ ،Q۱ ∈ Q̄۱ هر و αA ∈ EA هر برای بەطوری که دارد وجود αmax
A ∈ EA نگاشتͬ یعنͬ دارد؛

αA(Q۱, Q۲) ≤ αmax
A (Q۱, Q۲).
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نقطەای ترتیب با Q̄۱× Q̄۲ → L فازی نگاشت های تمام مجموعەی است، کامل مشبͺەی ͷی L که آنجا از اثبات.
نقطەای بەصورت را αmax

A نگاشت ͬ توان م باشد، ناتهͬ EA اگر بنابراین، ͬ دهد. م تشͺیل کامل مشبͺەی ͷی خود
کرد: تعریف

αmax
A (Q۱, Q۲) :=

∨
α∈EA

α(Q۱, Q۲).

ابتدا ͬ کند. م ارضا را ۷ .۳ تعریف شرط چهار نگاشت این که دهیم نشان است کافͬ ،αmax
A ∈ EA اینکه اثبات برای

α(Q۱, Q۲) ↔ داریم Q۱, Q۲ هر و α ∈ EA هر برای چون دارد. را فازی تقارن خاصیت αmax
A که ͬ دهیم م نشان

ͬ شود: م نتیجه است، توزیع پذیر
∨

به نسبت ↔ چون و ،α(Q۲, Q۱) = ۱

αmax
A (Q۱, Q۲) ↔ αmax

A (Q۲, Q۱) = ۱.

ارضا را زیر شرط α ∈ EA هر چون ،Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای ͬ پردازیم. م آغازین نگاشت بازسازی شرط بررسͬ به اکنون
ͬ کند: م

µt۰
E۲
(Q۲) =

∨
Q۱∈Q̄۱

µt۰
E۱
(Q۱)⊗ α(Q۱, Q۲),

داریم: است، توزیع پذیر
∨

به نسبت ⊗ چون و

µt۰
E۲
(Q۲) =

∨
Q۱∈Q̄۱

µt۰
E۱
(Q۱)⊗

( ∨
α∈EA

α(Q۱, Q۲)

)
=
∨

Q۱∈Q̄۱

µt۰
E۱
(Q۱)⊗ αmax

A (Q۱, Q۲).

ͬ کند: م ارضا را زیر رابطەی α ∈ EA هر چون ،x ∈ X هر و Q۲, P۲ ∈ Q̄۲ هر برای نیز، انتقالͬ نگاشت برای

δE۲(Q۲, x, P۲) =
∨

Q۱,P۱∈Q̄۱

δE۱(Q۱, x, P۱)⊗ α(Q۱, Q۲)⊗ α(P۱, P۲),

ͬ شود: م نتیجه ،
∨

به نسبت ⊗ توزیع پذیری به توجه با و

δE۲(Q۲, x, P۲) =
∨

Q۱,P۱

δE۱(Q۱, x, P۱)⊗ αmax
A (Q۱, Q۲)⊗ αmax

A (P۱, P۲).

داریم: Q۲ ∈ Q̄۲ هر برای خروجͬ، نگاشت برای نهایت، در

ωE۲(Q۲) =
⋃

Q۱∈Q̄۱
αmax
A (Q۱,Q۲)>۰

ωE۱(Q۱).

است. بیشینه و αmax
A ∈ EA بنابراین، ͬ کند. م ارضا نیز را خروجͬ شرط αmax

A نگاشت پس،

هم ارز رفتار سطح در E۲ و E۱ گوییم باشند. تابعگون دو E۱, E۲ : NA۰
m → ζG کنید فرض .۱۰ .۳ تعریف

رفع و فازی ارزیابی از حاصل ͬ های خروج ،x ∈ X∗ ورودی رشته هر و M ∈ NA۰
m شͬء هر برای اگر هستند،

یعنͬ باشند؛ دوماندەای L مشبͺەی در E۲(M) و E۱(M) اتوماتاهای در چندعضویتͬ

F۲(νE۱(M)(x)) ↔ F۲(νE۲(M)(x)) = ۱,

آن، در که

ͬ کند، م تعیین را خروجͬ هر فازی عضویت مقدار که است تابعͬ ν : Z̄ → L ●
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است. ͬ ها خروج عضویت مقادیر مجموعەی ،νEi(M)(x) = {ν(z) | z ∈ βEi(M)(x)} ⊆ L ●

و باشند، غیرقطعͬ اتوماتای دو M۲ = (Q۲, δ۲, I۲, T۲) و M۱ = (Q۱, δ۱, I۱, T۱) کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه
تابعگون ͷی F : NA۰

m → ζG کنید فرض همچنین باشد. آن ها بین دو⁃شبیەسازی رابطەی ͷی ≈⊆ Q۱ ×Q۲
ͷی F (≈) بەطوری که، ͬ کند، م منتقل F (≈) : Q̄۱× Q̄۲ → L فازی نگاشت ͷی به را ≈ رابطەی که باشد رفتاری

داریم Q۲ ∈ Q̄۲ ،Q۱ ∈ Q̄۱ هر برای است؛ F (M۲) و F (M۱) فازی اتوماتاهای بین فازی دو⁃شبیەسازی

F (≈)(Q۱, Q۲) ↔ F (≈)(Q۲, Q۱) = ۱

اتوماتاهای صورت، این در یͺنواست. و هم ساز ↔ فازی هم ارزی به نسبت F۲ : L
∗ → L چندعضویتͬ رفع تابع

داریم: x ∈ X∗ ورودی رشته هر برای یعنͬ هستند؛ هم ارز رفتاری نظر از F (M۲) و F (M۱) فازی

F۲(νF (M۱)(x)) ↔ F۲(νF (M۲)(x)) = ۱,

در ͬ ها خروج عضویت تابع ν : Z → L و ،νF (Mi)(x) := {ν(z) | z ∈ ωF (Mi)(ρF (Mi)(x))} ⊆ L آن در که
است. L مشبͺەی

در را Q(i)
x := ρF (Mi)(x) نهایی فعال حالت ρF (Mi) : X

∗ → Q̄i رانشͬ نگاشت دلخواه، x ∈ X∗ برای اثبات.
داریم: فرض طبق است، فازی دو⁃شبیەسازی ͷی F (≈) چون ͬ کند. م تولید F (Mi) فازی اتوماتای

F (≈)(Q(۱)
x , Q(۲)

x ) > ۰ و F (≈)(Q(۲)
x , Q(۱)

x ) > ۰.

z′ ∈ ωF (M۲)(Q
(۲)
x ) دارد وجود ،z ∈ ωF (M۱)(Q

(۱)
x ) هر برای فازی، دو⁃شبیەسازی تعریف در خروجͬ شرط طبق

در نقطەای نظر از νF (M۲)(x) و νF (M۱)(x) مجموعەهای بنابراین، بالعکس. و ،ν(z) ↔ ν(z′) = ۱ بەطوری که
یعنͬ: هستند؛ هم ارز L مشبͺەی

∀ν۱ ∈ νF (M۱)(x), ∃ν۲ ∈ νF (M۲)(x) با ν۱ ↔ ν۲ = ۱, بالعکس .و

ͬ گیریم: م نتیجه آن، یͺنوایی و ↔ به نسبت F۲ تابع بودن هم ساز از

F۲(νF (M۱)(x)) ↔ F۲(νF (M۲)(x)) = ۱.

هستند. هم ارز رفتار سطح در F (M۲) و F (M۱) فازی اتوماتاهای نتیجه، در

نتیجەگیری ۴
عمومͬ فازی اتوماتاهای رفتار تحلیل و مدل سازی برای رستەای چارچوبی مقاله، این در

تابعگون های معرفͬ و BⅬ فازی اتوماتاهای از رستەای دقیق تعریف با شد. داده توسعه ⁃جبرها BⅬ بر مبتنͬ
فراهم آن ها رفتار مقایسەی و فازی ساختارهای مدل سازی امͺان رسته، این به غیرقطعͬ اتوماتاهای رستەی از رفتاری

گردید.
آغازین، ساختارهای که شد معرفͬ هم ارز فازی نگاشت های از مجموعەای تابعگون ها، بین هم ارزی سنجش برای
دارای بودن، ناتهͬ صورت در مجموعه، این که شد اثبات ͬ کنند. م بازسازی ترکیبی بەصورت را خروجͬ و انتقالͬ

ͬ کند. م ارضا را فازی تقارن و بازسازی شروط تمام که است بیشینه عضو
تابعگون تحت رابطه این که شد داده نشان غیرقطعͬ، اتوماتاهای بین دو⁃شبیەسازی مفهوم به توجه با ادامه، در
اثبات انتقال، این پایەی بر ͬ شود. م منتقل BⅬ عمومͬ فازی اتوماتاهای بین فازی دو⁃شبیەسازی ͷی به رفتاری
را آن ها از حاصل فازی اتوماتاهای بین رفتاری هم ارزی غیرقطعͬ، اتوماتاهای بین دو⁃شبیەسازی وجود که گردید

ͬ کند. م تضمین
میان رفتاری هم ارزی نظری ساختار تبیین هدف با مقاله این در ارائەشده رستەای چارچوب که است ذکر به لازم
ارائه هم ارزی تشخیص مسئله محاسباتͬ پیچیدگͬ کاهش بر مبنͬ ادعایی و است یافته توسعه عمومͬ فازی اتوماتاهای
و ساختاریافته روش های طراحͬ برای مناسب مبنایی ͬ تواند م ͬ شده معرف رستەای صورت بندی حال، این با ͬ کند. نم
جنبەهای بررسͬ آورد. فراهم آینده پژوهش های در دو⁃شبیەسازی و رفتاری هم ارزی بررسͬ در کارآمدتر الͽوریتم های
ادامه در مطالعه قابل موضوعات از چارچوب، این در محاسباتͬ هزینه کاهش امͺان و پیچیدگͬ تحلیل الͽوریتمͬ،

بود. خواهد پژوهش این
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