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Abstract: Investigating and solving eigenvalue problems, which is the main goal of Sturm-Liouville theory, generally em-
phasizes linear differential equations. This theory presents the solutions of eigenvalue problems in the form of infinite series of
eigenfunctions of the spectral problem. Investigating and solving eigenvalue problems includes nonlinear differential equations
from the unsolved problems of this theory. In this article, at first we try to generalize the basic concepts and basic definitions
of continuous multiplicative calculus, including the definitions of continuous multiplicative derivative and continuous multi-
plicative integral. Then we present the important properties of these two operations along with their basic formulas. After that,
recalling the eigenvalue problems, especially the Sturm-Liouville theory, generalize it to analysis and non-Newtonian calcu-
lus including continuous multiplicative differential equations. How to calculate eigenvalues and eigenfunctions is presented
in general for eigenvalue problems including multiplicative differential equations. It also discusses the generalization of some
basic concepts of the Sturm-Liouville theory to multiplicative calculus, including determining the inner product space and how
to obtain adjoint equation for multiplicative differential equation and its self-adjointness conditions. Finally, in a few examples,
we present the solutions of eigenvalue problems involving nonlinear differential equations by finding their eigenvalues and
eigenfunctions. It should be noted that the above method for solving boundary value problems involving nonlinear differential
equations including parameters is devoted only for authors. In the third section, we present the solution of nonlinear heteroge-
neous differential equations using multiplicative differentials using the Green’s function. The distribution table of eigenvalue
and eigenfunction graphs is provided at the end of this article.
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دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسایل حل و بررسͬ
روش و پیوسته ضربی دیفرانسیل معادلات از استفاده با غیرخطͬ

گرین تابع

۱ (۳) قراغیلͬ عیوضͬ علͬ و (۲) ͬ اف عل نیهان (۱) جهانشاهـͬ، محمد

،تبریز،ایران آذربایجان مدنͬ شهید دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ ریاضͬ، گروه (۱)

آذربایجان جمهوری باکو، دولتͬ دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ ریاضͬ، گروه (۲)

،تبریز،ایران آذربایجان مدنͬ شهید دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ ریاضͬ، گروه (۳)

۱۴۰۵̸۰۷̸۰۱ انتشار: تاريخ ۱۴۰۵̸۰۶̸۲۲ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۴̸۰۴̸۰۴ دریافت: تاريخ

بر عموما ͬ باشد. م لیوویل اشتورم⁃ نظریه اصلͬ هدف که ویژه مقدار مسایل حل و بررسͬ چͺیده:
سری بصورت را ویژه مقدار مسایل های جواب نظریه، این دارد. تاکید خطͬ دیفرانسیل معادلات
شامل ویژه مقدار مسایل حل و بررسͬ ͬ دهد. م ارایه اسپͺترال مساله ویژه توابع از نامتناهͬ های
ͬ کنیم م سعͬ مقاله، این در ͬ باشد. م نظریه این نشده حل مسایل از غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات
پیوسته ضربی مشتق تعاریف شامل پیوسته، ضربی حساب های اولیه تعاریف و اساسͬ مفاهیم ابتدا
دهیم تعمیم معمولͬ وانتگرال مشتق موجود های تعریف از استفاده با را پیوسته ضربی انتگرال و
یادآوری با سپس دهیم. ارایه آنها اساسͬ فرمول های همراه به را عمل دو این مهم خاصیت های و
شامل نیوتونͬ غیر حساب های و آنالیز بر را لیوویل – اشتورم نظریه بخصوص ویژه، مقدار مسایل
درحالت ویژه، توابع و ویژه مقادیر محاسبه نحوه دهیم. تعمیم پیوسته ضربی دیفرانسیل معادلات
تعمیم همچنین و ͬ شود. م ارایه ضربی دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسایل برای کلͬ
و داخلͬ ضرب فضای تعیین ازجمله ضربی حساب به لیوویل − اشتورم نظریه اساسͬ مفاهیم بعضͬ
نهایت، در شود. مͬ پرداخته آن بودن وخودالحاق ضربی دیفرانسیل معادله ͷی آوردن بدست نحوه
طریق از را خطͬ غیر دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسایل جواب های مثال چند طͬ در
مسایل حل برای فوق روش است ذکر به لازم ͬ کنیم. م ارایه آنها، ویژه توابع و ویژه مقادیر پیداکردن
ودربخش ͬ باشد. م مولفین مختص پارامتر شامل غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل مرزی مقدار
گرین تابع بروش ضربی دیفرانسیل از استفاده با را خطͬ غیر ناهمͽن دیفرانسیل معادلات حل سوم
مقاله آخر در مثالها از ͬͺی ویژه توابع و ویژه مقادیر نمودارهای و توزیع جدول و کنیم. مͬ ارائه
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۶۵ غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسائل حل و بررسͬ

ضربی حساب پایا، تابع ، خطͬ غیر دیفرانسیل معادله اشتورم⁃لیوویل، نظریه کليدي: واژەهاي
پیوسته.

45J05; 34A08 ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱

نظریه این ͷکلاسی منابع است. شده نوشته لیوویل – اشتورم نظریه توسعه و بسط در تاکنون زیادی های کتاب
شود مͬ سعͬ مسایل این گونه در .[۴–۱] باشد خطͬ دیفرانسیل معادلات شامل که پردازد مͬ مسایلͬ حل به بیشتر
اخیر پیشرفت های . شود داده ویژه توابع از نامتناهͬ سری حسب بر مسایل این جواب مسأله، ویژه توابع محاسبه با
دیفرانسیل معادلات برای ⁃لیوویل اشتورم نظریه و ویژه مقدار مسایل که است شده باعث پیوسته، ضربی حساب در
طبیعͬ رویدادهای از بسیاری اینکه به باتوجه .[۶ ،۵] گیرد قرار بررسͬ مورد نیز پارامتر شامل غیرخطͬ و کسری
کنند مͬ تغییر تصاعدی بطور دیͽرکه موارد و ها لرزه زمین بزرگͬ شیمیایی، مواد اسیدیته صوتͬ، های سیͽنال مانند
ضربی حساب از استفاده با طبیعͬ، های پدیده مدلسازی مشͺلات بنابراین کرد. استفاده ضربی حساب از توان مͬ
به که پیوسته ضربی حساب است. ͬͺفیزی مسایل به پاسخͽویی جهت آن از استفاده بر مزید آن، سهولت به باتوجه و
بعدها .[۸ ،۷] شد معرفͬ گراسمن م. و کاتز ر. بوسیله ۱۹۷۲ سال در است شده شناخته نیوتونͬ غیر حساب عنوان
بشیروف، آ. مثل زیادی ریاضیدانان اخیر های سال در .[۹] یافت توسعه مختلف های زمینه در حساب این کاربردهای
روش توسعه به کتور آ . ه . و .رضا م دادند توسعه پیوسته ضربی حالت به را حساب این کورپینار، م. و یاپچͬ ر.اوز
نقطه نظریه و ضربی آنالیز توسعه به اوغلو ترک د. و دنیز س. و اوغلو باشͬ بین د. همچنین و .[۱۵] عددی های
[۱۸] و [۱۷] در جهانشاهͬ م. و اف .علͬ ن طرفͬ از .[۱۷ ،۱۶] پرداختند نیوتونͬ غیر ͷمتری فضاهای در ثابت
مشتق برای مناسب پایای های تابع طریق از گسسته و پیوسته ضربی دیفرانسیل معادلات حل های روش گسترش به
دیفرانسیل معادلات تا کرد ͷکم ضربی معادلات و ضربی حساب که بطوری پرداختند. وگسسته پیوسته ضربی های
و بررسͬ است ذکر قابل شوند. حل ضربی حساب های روش با غیرخطͬ تفاضلͬ معادلات و غیرخطͬ معرفͬ
از تحلیلͬ های بروش غیرخطͬ تفاضلͬ معادلات و غیرخطͬ معادلات شامل مرزی مقدار و اولیه مقدار مسائل حل
عددی بصورت وکتاب ها مفالات در تاکنون موارد اینگونه در رفته بͺار های روش زیرا باشد. مͬ نشده حل مسائل
از همچنین مقاله، این در شود. نمͬ دیده ویژه وتوابع ویژه مقادیر محاسبه برای تحلیلͬ وروش های بوده وتقریباتͬ
شامل ویژه مقدار مسایل بتوانیم تا گیریم مͬ ͷکم پارامتر شامل پیوسته ضربی دیفرانسیل معادلات و ضربی حساب
اول دربخش میشود، ارایه بخش درسه مقاله این کنیم. حل تحلیلͬ بصورت را ناهمͽن غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات
مͬ ارایه پارامتر شامل دوم مرتبه پیوسته ضربی معادلات آن بدنبال و پیوسته ضربی حساب مقدماتͬ و اساسͬ مفاهیم
فضای و آن خواص و داخلͬ ضرب تعریف مثل آن به مربوط مفاهیم و لیوویل اشتورم⁃ نظریه دوم، بخش در شود.
بخش در و ارائه معادله ͷی خودالحاقͬ تعیین و ضربی معادله ͹ی الحاقͬ همچنین و L∗(a, b) ضربی داخلͬ ضرب
ناهمͽن و غیرخطͬ معادلات شامل ⁃لیوویل اشتورم مسأله ویژه مقادیر و ویژه توابع محاسبه نحوه از هایی مثال سوم،

شود. مͬ آورده

اولیه تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم ۲

اهمیت آن های ویژگͬ بررسͬ و مسأله حل در که پردازیم مͬ ضربی تحلیلͬ قضایای و مفاهیم بیان به قسمت این در
مشتق قواعد است. مهم بحث وادامه مطالعه برای انتگرال، و مشتق های ویژگͬ بیان حال این با دارد. ای العاده فوق
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محاسبه منطق در زیادی تفاوت واقع در است. متفاوت ͷکلاسی جمعͬ انتگرال و مشتق قواعد با ضربی انتگرال و
لرزه زمین طبیعͬ، مسایل و اقتصاد شناسͬ، زیست ،ͷفیزی مسایل حل در حساب، این های روش کند. مͬ ایجاد

.[۱۳ ،۷] کرد خواهد ایجاد زیادی تفاوت

پیوسته ضربی مشتق .۱ .۲ تعریف
:[۱۸–۱۴] شود مͬ تعریف زیر بصورت f مشتق f : A ⊂ R −→ R+. کنید فرض

f [۱](x) = lim
h→۰

(
f(x+ h)

f(x)

) ۱
h

, (۱ .۲)

را آن باشد پذیرضربی مشتق x در f اگر ͬ نامیم. م f تابع ضربی مشتق را آن باشد. مثبت و موجود بالا حد اگر
نوشت. توان مͬ زیر بصورت

f [۱](x) = e(ln f)
′
(x), (۲ .۲)

بصورت را بالا فرمول توان مͬ است. معمولͬ مشتق علامت ( ′) و پیوسته ضربی مشتق علامت [۱ ] نماد آن در که
کرد: اثبات زیر

f [۱](x) = lim
h→۰

(
f(x+ h)

f(x)

) ۱
h

= lim
h→۰

(
f(x+ h)

f(x)
− f(x)

f(x)
+ ۱

) ۱
h

=

lim
h→۰

(
۱+

f(x+ h)

f(x)
− f(x)

f(x)

)f(x) f(x+ h)− f(x) ۱
f(x+ h)− f(x) h f(x)

= e
f
′

f = e(ln f)
′

,

(۳ .۲)

مشتق در زیر روابط آنگاه باشد داشته x درنقطه جمعͬ مشتق h و ضربی مشتق g و f های تابع اگر .۲ .۲ قضیه
.[۱۵ ،۱۴ ،۱۱ ،۷] است برقرار ها تابع این ضربی

۱) (Cf)[۱](x) = f [۱](x) ۲) (fg)[۱](x) = f [۱](x)g[۱](x)

۳) (
f

g
)[۱](x) =

f [۱](x)

g[۱](x)
۴) (fh)[۱](x) =

(
f [۱](x)

)h(x)
f(x)h

′
(x)

۵) (fog)[۱](x) = f [۱](h(x))f(x)h′
(x)

۶) (f + g)[۱](x) =
(
f [۱](x)

) f(x)

f(x) + g(x)
(
g[۱](x)

) g(x)

f(x) + g(x) ,

است. مثبت ثابت عدد ͷی C اینجا در

پیوسته ضربی انتگرال .۳ .۲ تعریف
باشد. بازه این از افرازی x۰, x۱, x۲, · · · , xn ∈ [a, b] و کراندار [a, b] بازه روی f ∈ R+ کنید فرض

انتگرال f صورت این در باشد افراز این های بازه زیر از نقاطͬ ξ۰, ξ۱, ξ۲, · · · , ξn و P = {x۰, x۱, x۲, · · · , xn}
[a, b] ازبازه Pϵ باشیم داشته ϵ > ۰ هر برای که بەطوریͺه باشد داشته وجود P مانند عددی هرگاه است پذیرضربی

نوشت: توان مͬ پس |(P (f, )− p)| < ϵ بەطوریͺه
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P (f, p) = lim
n→∞

(
Πn

i=۱f(ξi)
)(xi−xi−۱)

= lim
n→∞

(
f(ξ۱)

)△x۱(
f(ξ۲)

)△x۲
· · ·
(
f(ξn)

)△xn

= e
lim
n→∞

ln
[
f(ξ۱)△x۱f(ξ۲)△x۲ · · · f(ξn)△xn

]
= e

lim
n→∞

[
ln f(ξ۱)△x۱ + ln f(ξ۲)△x۲ + · · ·+ ln f(ξn)△xn

]

= e

lim
n→∞

n∑
i=۱

ln f(ξi)△xi

= e

∫ b

a

ln f dx
,

(۴ .۲)

شود: مͬ تعریف زیر بصورت ضربی انتگرال پس

∫ b

a

f(x) dx = e

∫ b

a

ln f(x) dx
, یا و

∫ b

a

f(x) dx = ln

∫ b

a

(
ef(x)

) dx

, (۵ .۲)

بصورت ضربی انتگرال دیͽر عبارت به شود مͬ نامیده [a, b] بازه روی ضربی انتگرال نماد
∫ b

a

(
f(x)

) dx

پس

.[۱۵ ،۱۴ ،۱۱ ،۷ ،۶] باشد مͬ وبالعکس ͷکلاسی انتگرال به تبدیل قابل بالا روابط

:[۱۵ ،۱۴] نوشت زیر بصورت توان مͬ پیوسته ضربی انتگرال درمورد را مهم فرمول چند .۴ .۲ ∫قضیه b

a

[
f(x)g(x)

] dx

=

∫ b

a

[
f(x)

] dx ∫ b

a

[
g(x)

] dx

(۲
∫ b

a

[
f(x)c

] dx

=

[ ∫ b

a

f(x) dx
]c

(۱

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx
∫ b

c

f(x) dx. (۴
∫ b

a

[
f(x)

g(x)

] dx

=

∫ b

a

[
f(x)

] dx

∫ b

a

[
g(x)

] dx
(۳

:۴ ∫اثبات b

a

f(x) dx = lim
n→∞

(
Πn

i=۱f(ci)
)△xi

=

lim
n→∞

(
Πk

i=۱f(ci)
)△xi

↘ [a, c]. lim
n→∞

(
Πl

i=۱f(ci)
)△xi

↘ [c, b]

=

∫ c

a

f(x) dx
∫ b

c

f(x) dx.
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ضربی حساب بر لیوویل − اشتورم نظریه تعمیم ۳

الحاقͬ تعیین و داخلͬ ضرب تعریف مثل لیوویل – اشتورم نظریه اصلͬ مفاهیم که است این بر سعͬ بخش این در
در سپس شود ارائه پارامتر شامل ضربی دیفرانسیل معادلات برای را معادله ͷی بودن الحاق خود شرط و معادله ͷی

پرداخت. خواهیم پارامتر شامل ضربی معادله ویژه توابع ویژه مقادیر محاسبه به بعدی بخش

L∗
۲(a, b) داخلͬ ضرب فضای و داخلͬ ضرب تعریف ۴

تعریف زیر صورت به حساب این در داخلͬ ضرب شد ارائه اول بخش در که آن خواص و ضربی انتگرال به توجه با
.[۱۹ ،۱۸] کنیم مͬ تعریف را زیر اعمال f, g ∈ R+ تابع دو برای ابتدا شود: مͬ

f ⊕ g = f.g, f ⊖ g =
f

g
, f ⊙ g = f ln g = gln g

ضربی گروه ͷی A ̸= ϕ,A ⊂ R+ آن در که ⊕ : A×A → R+ عمل و (⊕, A) ساختار که دید توان مͬ آسانͬ به
مͬ تعریف زیر صورت به را داخلͬ ضرب شرایط این با است. حلقه ͷی (A,⊕, A,⊙) ساختار مشابه بطور است.

: کنیم

از را داخلͬ ضرب عمل <,> صورت این در باشد خالͬ غیر مجموعه زیر ͷی K ⊂ A کنید فرض .۱ .۴ تعریف
: است زیر های خاصیت دارای تابع این و کنیم مͬ تعریف تابع ͷی عنوان به K ×K → R+

۱) < f, f >∗≥ ۱, ۲) < f, f >∗= ۱ ⇔ f ≡ I

است. قرار بر زیر های خاصیت h و g, f تابع سه برای همچنین

۳) < f ⊕ g, h >∗=< f, h >∗ ⊕ < g, h >∗, ۴) < eα ⊙ f, g >∗= eα⊙ < f, g >∗, α ∈ R

۵) < f, g >∗=< g, f >∗ .

ͬ نامیم م داخلͬ ضرب فضای ͷی را (K,<,>∗) و کند مͬ تعریف ضربی داخلͬ ضرب ͷی فوق تابع صورت دراین
داخلͬ ضرب هیلبرت فضای و دارد ضربی داخلͬ ضرب به اشاره فوق روابط در ستاره علامت شود توجه .[۱۸ ،۱۷]

شود: مͬ تعریف زیر بصورت

<,>∗ : L
∗
۲ → L∗

۲

L∗
۲[a, b] = {f :

∫ b

a

[
f(x)⊙ f(x)

] dx} < ∞,

<,>∗ : L
∗
۲[a, b]× L∗

۲[a, b] −→ R+

< f, h >∗ =

∫ b

a

[
f(x)⊙ h(x)

] dx
.



۶۹ غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسائل حل و بررسͬ

پارامتر شامل دوم مرتبه ضربی دیفرانسیل معادله ͷی الحاقͬ ۵

گیریم: مͬ نظر در را زیر متغیر شامل های توان با ضربی دیفرانسیل معادله

y[۱۱](x).

(
y[۱](x)

)p(x)

.

(
y(x)

)q(x)

= yλ(x), x ∈ (۰, e), (۱ .۵)

y(e) =

(
y(۰)

)α۱

, y(e) =

(
y۱(۰)

)α۲

, مرزی شرایط با همراه (۲ .۵)

: داشت خواهیم را زیر روابط y(x) = ez(x) متغیر تغییر از استفاده با ابتدا

y[۱](x) = ez
′(x), y[۱۱](x) = ez

′′(x)

داریم: (۱ .۵) معادله در جایͽذاری با

ez
′′(x).(ez

′(x))p(x).(ez(x))q(x) = eλ
۲z(x)

ͬ رسیم: م زیر (جمعͬ) عادی معادله به کردن، ساده با

z′′(x) + p(x)z′(x) + q(x)z(x) = λ۲z(x) x ∈ (۰, e) (۳ .۵)

بود: خواهد زیر بەصورت z(x) مجهول تابع به نسبت جدید مرزی شرایط و

z(e) = α۱z(۰), z′(e) = α۱z
′(۰).

و (۳ .۵) معادله طرفین به u(x) اختیاری تابع ضرب با کار این آورد بدست را (۳ .۵) الحاقͬ معادله توان مͬ اکنون
آید. مͬ بدست [۰, e] بازه در طرفین از گیری انتگرال

(lz, u) =

∫ e

۰
z′′(x)u(x) dx+

∫ e

۰
p(x)z′(x)u(x) dx+

∫ e

۰
q(x)z(x)u(x) dx = λ۲

∫ e

۰
z(x)u(x) dx.

معادله انتگرال ها، داخل جملات بندی جمع و جزء جزءبه گیری انتگرل روش از استفاده و جبری عملیات کمͬ با
بود: خواهد زیر بصورت u(x) مجهول به نسبت الحاقͬ

u′′(x) + p(x)u′(x) + p′(x)u(x) + q(x)u(x) = λ۲u(x). (۴ .۵)

را (۳ .۵) معادله بودن الحاق خود شرط (۳ .۵) معادله ضرایب و (۴ .۵) معادله ضرایب مقایسه با توان مͬ اکنون
کرد. مشخص
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پارامتر شامل پیوسته ضربی دیفرانسیل معادلات معرفͬ ۶

هستند. برخوردار ای ویژه اهمیت از اشتورم⁃لیوویل مسایل آن، کاربردهای و عادی دیفرانسیل معادلات نظریه در
ویژه توابع و ویژه مقادیر هستند پیوسته ضربی معادلات شامل که ویژه مقدار مسایل برای خواهیم مͬ قسمت این در

کنیم. مͬ بیان را کلͬ فرم پیوست، ضربی مسایل حل از قبل کنیم. محاسبه را آنها
گیریم. مͬ نظر در زیر صورت به را پارامتر شامل پیوسته ضربی دوم مرتبه دیفرانسیل معادله کلͬ فرم

y[۱۱](x).

(
y[۱](x)

)a

.yλ
۲
(x) = f(x), x ∈ (۰, ۱), (۱ .۶)

y(۰) = ۱, y(۱) = ۱, مرزی شرایط با همراه (۲ .۶)

ویژه وتوابع ویژه مقادیر محاسبه ۱ .۶

گیریم: مͬ نظر در را زیر متغیر تغییر ابتدا

y(x) = ez(x), (۳ .۶)

داریم پیوسته ضربی مشتق مفهوم از استفاده با

y[۱](x) = lim
h→۰

h

√
y(x+ h)

y(x)
=

h

√
ez(x+h)

ez(x)
= e

lim
h→۰

z(x+ h)− z(x)

h =⇒ y[۱](x) = ez
′
(x). (۴ .۶)

داریم: پس است. معمولͬ مشتق علامت پریم علامت و پیوسته ضربی مشتق [۱] علامت آن در که

y[۱۱](x) =

(
y[۱](x)

)[۱]

=

(
ez

′
(x)

)[۱]

=
h

√
ez(x+h)

ez(x)
= e

lim
h→۰

z(x+ h)− z(x)

h = ez
′′
(x), (۵ .۶)

داشت: خواهیم ،(۱ .۵) معادله در ضربی های مشتق مقادیر گذاری جای با

ez
′′
(x).eaz

′
(x).eλ

۲z(x) = ۱,

داریم: بالا معادله طرفین از طبیعͬ لͽاریتم گرفتن با

z
′′
(x) + az

′
(x) + λ۲z(x) = ln f(x), x ∈ (۰, ۱). (۶ .۶)

داشت: خواهیم مرزی شرایط اعمال با

۱ = y(۰) = ez(۰) =⇒ z(۰) = ۰. (۷ .۶)

۱ = y(۱) = ez(۱) =⇒ z(۱) = ۰. (۸ .۶)



۷۱ غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسائل حل و بررسͬ

بەصورت را آن همͽن قسمت جواب های که است عادی (مرزی) ویژه مقدار مساله ͷی (۸ .۶)−(۷ .۶)−(۶ .۶) روابط

z(x) = eρx. (۹ .۶)

از: عبارت ان مشخصه معادله بͽیریم نظر در

ρ۲ + aρ+ λ۲ = ۰, ρ =
−a±

√
a۲ − ۴λ۲

۲
, (۱۰ .۶)

ρ۱ =
−a−

√
a۲ − ۴λ۲

۲
, ρ۲ =

−a+
√
a۲ − ۴λ۲

۲
. (۱۱ .۶)

است: زیر بصورت آن عمومͬ جواب و

z(x) = C۱e
ρ۱x + C۲e

ρ۲x (۱۲ .۶)

داریم: (۸ .۶) −(۷ .۶) مرزی شرایط اعمال z(۰)با = C۱ + C۲ = ۰,

z۱ = C۱e
ρ۱ + C۲e

ρ۲ = ۰.
(۱۳ .۶)

عبارتست: فوق جبری دستگاه دترمینان

△(λ) =

∣∣∣∣∣ ۱ ۱
eρ۱ eρ۲

∣∣∣∣∣ = eρ۲ − eρ۱ = ۰ ⇒ eρ۲ = eρ۱ = eρ۲−ρ۱ =⇒

e

−a+
√
a۲ + ۴λ۲

۲
+
a+

√
a۲ + ۴λ۲

۲ = ۱ =⇒ e
√
a۲+۴λ۲

= ۱.

(۱۴ .۶)

داریم: بالاخره √و
a۲ − ۴λ۲ = ۲kπi, k ∈ Z

a۲ − ۴λ۲ = −۴k۲π۲

۴λk۲ = a۲ + ۴k۲π۲ =⇒ λk۲ =
a۲ + ۴k۲π۲

۴

λk =

√
a۲ + ۴k۲π۲

۲
, k ∈ Z

: ͬ دانیم م طرفͬ از
C۱ + C۲ = ۰ =⇒ −C۱ = C۲.

(۶ .۶) نظیر همͽن معادله عمومͬ جواب

z(x) = C۱e
ρ۱x + C۱e

ρ۲x = C۱(e
ρ۱x − eρ۲x)
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= C۱

(
e

−ax− x
√
a۲ − ۴λk۲

۲ − e

−ax+ x
√
a۲ − ۴λk۲

۲
)

− C۱e
−ax
۲

(
e

+x
√
a۲ − ۴λk۲

۲ − e

−x
√
a۲ − ۴λk۲

۲
)

از: عبارتست (۸ .۶) −(۶ .۶) مسئله ویژه توابع

zk(x) = C۱e
−ax
۲ (e۲kπxi − e−۲kπxi)

= −C۱e
−ax
۲ (cos kπx+ i sin kπx− cos kπx+ i sin kπx)

= −۲C۱e
−ax
۲ i sin kπx, k ∈ Z.

(۱۵ .۶)

باشیم: داشته توانیم مͬ ساده محاسبات با

k = ۰, z۰(x) = ۰, k < ۰, zk(x)

: از عبارتند (۸ .۶) −(۶ .۶) مسئله ویژه توابع بنابراین بود. خواهد خطͬ وابسته های تابع k < ۰ حالت برای

zk(x) = Ce
−ax
۲ sin kπx, k ∈ N.

بود: خواهد زیر صورت به (۴ .۶) −(۳ .۶) اصلͬ مساله ویژه توابع و

yk(x) = ezk(x) = ec
−ax
۲ sin kπx, k ∈ N.

داشت: خواهیم را زیر قضیه ترتیب این به

شود: مͬ داده زیر روابط با (۷ .۶) −(۶ .۶) ویژه مقدار مساله ویژه وتوابع ویژه مقادیر .۱ .۶ قضیه

λk =

√
a۲ + ۴k۲π۲

۲
, yk(x) = eCe

−ax
۲ sin kπx k ∈ N. (۱۶ .۶)

پارامتر شامل خطͬ غیر دیفرانسیل معادلات حل در قبل قضیه ی کاربردها ۷

دهیم. مͬ ادامه خطͬ غیر معادلات از مثال چند با را بخش این

کنیم. مͬ محاسبه را آن ویژه توابع و ویژه مقادیر مقدارویژه، مساله ͷی برای زیر خطͬ غیر درمعادله .۱ .۷ مثال

y[۱](x).yλ = ۱,

y(۱) = e, y(e) = e.
(۱ .۷)

است. زیر غیرخطͬ دیفرانسیل معادله شامل ویژه، مقدار مسأله این واقع در حل:

y
′
+ yλ ln y = ۰. (۲ .۷)



۷۳ غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسائل حل و بررسͬ

نوشت. زیر صورت به ضربی قوانین از استفاده با توان مͬ را فوق معادله زیرا

e
y
′

y .yλ = ۱ ⇒ ln e
y
′

y + λ ln y = ۰ ⇒ y
′

y
+ λ ln y = ۰ ⇒ y

′
+ λy ln y = ۰. (۳ .۷)

به ͬ توان نم ͷکلاسی های روش از که است پارامتر شامل غیرخطͬ معادله ͷی دهد مͬ نشان (۳ .۷) معادله بوضوح
صورت به را آن توان مͬ ضربی حالت به بالا معادله تبدیل با ولͬ کرد. محاسبه را آن ویژه توابع و ویژه مقادیر آسانͬ

کرد. حل زیر
داریم: زیر متغیر تغییر انتخاب با

y[۱](x) = eż(x)
(۱ .۷)
=⇒ eż(x)eλz(x) = ۱ داریم:

=⇒ eż(x)eλz(x) = ۱ ⇒ ż(x) + λz(x) = ۰,

=⇒ ρeρx + λeρx = ۰ ⇒ ρ = −λ ⇒ z(x) = Ce−ρx.

(۴ .۷)

داشت: خواهیم کنیم اعمال را مرزی شرایط اگر

y(x) = ez(x) =⇒ y(۱) = ez(۱) = e =⇒ z(۱) = ۱,

y(e) = ez(e) = e =⇒ z(e) = ۱,

z(۱) = ۱ =⇒ z(۱) = Ce−λ(۱) = ۱,=⇒ e−λ = ۱ (۵ .۷)

z(e) = ۱ =⇒ e−eλ = ۱, (۶ .۷)

ͬ شود: م نتیجه فوق روابط از

eeλ−λ = ۱ =⇒ eλ(e−۱) = ۱ =⇒ λ(e− ۱) = ۲kπi

ویژه مقادیر λk =
۲kπi
e− ۱

ویژه توابع yk(x) = eZ(x) = ee
−λx

=⇒ yk(x) = ee

(
−
۲kπi
e− ۱

)
x

محاسبه را آن ویژه توابع و ویژه مقادیر زیر، دوم مرتبه ضربی دیفرانسیل معادله شامل ویژه مقدار درمسأله .۲ .۷ مثال
کنیم. مͬ

y[۱۱].yλ
۲
(x) = ۱, x ∈ (α, β) (۷ .۷)

y(α) = ۰, y(β) = ۱. (۸ .۷)

ویژه مقادیر (۱۶ .۶) روابط به توجه با لذا باشد مͬ a = ۰ ضریب (۶ .۶) معادله در چون کنیم مͬ ملاحظه حل:
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بود: خواهد زیر بصورت ویژه وتوابع

λk =

√
۴k۲π۲

۲
, (۹ .۷)

yk(x) = ec sin kπx, k ∈ N, (۱۰ .۷)

اگر است این اینجا در مهم مطلب اما است. نشده داده ویژه وتوابع ویژه مقادیر محاسبه نحوه [۶] در است ذکر قابل
داشت: خواهیم بنویسیم عادی معادله صورت به را فوق معادله بخواهیم

y[۱](x) = e(ln y)
′

= e
y
′

y ,

y[۱۱](x) = e

(
ln
(
e
y′
y

))′

= e

(e
y′
y )′

e
y′
y ⇒

y[۱۱](x) = e(ln y)
′

= e

(e
y′
y )′

e
y′
y = e

y′′y − y′۲

y۲ .

داریم: ،(۲ .۷) مثال اصلͬ معادله در فوق مقادیر جاگذاری با

e

y′′y − y′۲

y۲ .y(x)λ
۲
= ۱,

بͽیریم: لͽاریتم طرفین از

y′′y − y′۲

y۲
+ λ۲ ln y(x) = ۰. یا y′′y − (y′)۲ + y۲λ۲(ln y) = ۰, (۱۱ .۷)

با ویژه مقادیر دارای (۸ .۷) مرزی شرایط با (۲ .۷) مثال خطͬ غیر دیفرانسیل معادله شامل ویژه مقدار مساله بنابرین
بود. خواهد (۱۰ .۷) رابطه با ویژه توابع و (۹ .۷) رابطه

سوم بخش
تابع روش از استفاده با غیرهمͽن دوم مرتبه ضربی دیفرانسیل معادله ͷی شامل مرزی مقدار مسئله بخش، این در

ͬ گیریم: م نظر در را زیر مرزی مقدار مسئله منظور، این برای شود. مͬ حل گرین

y[۱۱](x).
(
y[۱](x)

)α
.y(x)b = f(x), x ∈ (x۰, x۱) (۱۲ .۷)

y(x۰) = α, y(x۱) = β. (۱۳ .۷)

فرض با اول بخش مشابه هستند. مثبت ثابت های b, a و حقیقͬ ثابت های β, α و ناهمͽن قسمت f(x) آن در که
داریم: پیوسته، ضربی مشتق مفهوم از استفاده با و y(x) = e(z(x)) متغیر تغییر

y[۱](x) = ez
′(x), y[۱۱](x) = ez

′′(x).



۷۵ غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسائل حل و بررسͬ

داشت خواهیم ،(۱۲ .۷) معادله در ضربی مشتقات مقادیر دادن قرار با

e(z
′′(x)).e(az

′(x)).e(bz(x)) = f(x), (۱۴ .۷)

داشت خواهیم فوق، معادله طرف دو از ln x طبیعͬ لͽاریتم گرفتن با

z′′(x) + az′(x) + bz(x) = ln f(x), x ∈ (x۰, x۱), (۱۵ .۷)

α = y(x۰) = ez(x۰), β = y(x۱) = ez(x۱). (۱۶ .۷)

داشت خواهیم مرزی، شرایط به توجه با

z(x۰) = lnα, z(x۱) = ln β. (۱۷ .۷)

ͬ نویسیم م را آن مشخصه معادله و ͬ گیریم م نظر در را (۶ .۶) معادله مانند همͽن، معادله

z′′(x) + az′(x) + bz(x) = ۰. (۱۸ .۷)

زیر پایای تابع گرفتن نظر در با
z(x) = eλx

داریم:

λ۲ + aλ+ b = ۰. (۱۹ .۷)

از عبارتند (۱۹ .۷) مشخصه معادله ریشەهای

λ =
−a±

√
a۲ − ۴b
۲

=⇒ λ۱ =
−a+

√
a۲ − ۴b
۲

, λ۲ =
−a−

√
a۲ − ۴b
۲

. (۲۰ .۷)

زیر، شرط فرض با

a۲ − ۴b > ۰, (۲۱ .۷)

و:

λ۱ ̸= λ۲ (۲۲ .۷)

عملیات برخͬ انجام و لاگرانژ) (روش متغیر تغییر روش از استفاده با (۱۵ .۷) ناهمͽن معادله جواب محاسبه برای
داشت. خواهیم C۲ و C۱ به نسبت را زیر جبری دستگاه ساده،

z(x) = C۱e
λ۱x + C۲e

λ۲x,
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C ′(x)۱e
λ۱x + C ′(x)۲e

λ۲x = ۰,

C ′′(x)۱λ۱e
λ۱x + C ′(x)۲λ۲e

λ۲x = ln f(x),
(۲۳ .۷)

از است عبارت آن دترمینان و

w(x) =

∣∣∣∣∣ eλ۱x eλ۲x

λ۱e
λ۱x λ۲e

λ۲x

∣∣∣∣∣ = (λ۲ − λ۱
)
e(λ۱+λ۲)x ̸= ۰. (۲۴ .۷)

ͬ شوند: م داده زیر انتگرال های با C۲(x) C۱(x)و جواب های

C۱(x) = C۱ −
∫ x

x۱

e−λ۱ξ ln f(ξ)

λ۲ − λ۱
dξ, C۲(x) = C۲ −

∫ x

x۱

e−λ۲ξ ln f(ξ)

λ۲ − λ۱
dξ.

بود: خواهد زیر صورت به (۱۵ .۷) معادله نهایی جواب و

z(x) = C۱e
λ۱x + C۲e

λ۲x +

∫ x۱

x۰

e−λ۱ξ ln f(ξ)

λ۲ − λ۱
dξ − dξ

e−λ۲ξ ln f(ξ)

λ۲ − λ۱
dξ, یا

z(x) = C۱e
λ۱x + C۲e

λ۲x +

∫ x۱

x۰

g(x− ξ) ln f(ξ)dξ. (۲۵ .۷)

است: زیر صورت به (۱۸ .۷)−(۱۷ .۷) مرزی مقدار مسئله گرین تابع و

g(x− ξ) =


eλ۲(x−ξ) − eλ۱(x−ξ)

۲(λ۲ − λ۱)
, x۰ < ξ < x,

−eλ۲(x−ξ) − eλ۱(x−ξ)

۲(λ۲ − λ۱)
, x۰ < ξ < x,

(۲۶ .۷)

است: زیر صورت به (۱۷ .۷)−(۱۵ .۷) مسئله جواب بنابراین،

Z(x) =
eλ۱x

△
×[

eλ۲x۱
(
lnα−

∫ x۱

x۰

g(x۱ − ξ) ln f(ξ) dξ
)
− eλ۲x۰

(
ln β −

∫ x۱

x۰

g(x۰ − ξ) ln f(ξ) dξ
)]
,

+
eλ۲x

△
×[

eλ۱x۰
(
ln β −

∫ x۱

x۰

g(x۱ − ξ) ln f(ξ) dξ
)
− eλ۱x۱

(
lnα−

∫ x۱

x۰

g(x۰ − ξ) ln f(ξ) dξ
)]
,

+

∫ x۱

x۰

g(x۰ − ξ) ln f(ξ) dξ.

(۲۷ .۷)
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نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را (۱۳ .۷)−(۱۲ .۷) اصلͬ مسئله گرین تابع نهایت، در

G(x− ξ) = g(x− ξ) +
eλ۱x

△

[
eλ۲x۰g(x۱ − ξ)− eλ۱x۱g(x۰ − ξ)

]
eλ۲x

△

[
eλ۱x۱g(x۰ − ξ)− eλ۱x۰g(x۱ − ξ)

]
.

(۲۸ .۷)

y(x) =
eλ۱x

△
(
eλ۲x۱ lnα− eλ۲x۰ ln β

)
+

eλ۲x

△
(
eλ۱x۰ ln β − eλ۱x۱ lnα

)
+

∫ x۱

x۰

G(x− ξ) ln f(ξ) dξ.

(۲۹ .۷)

بͽیریم: نتیجه را زیر قضیه ͬ توانیم م جمع بندی، با پایان، در

(۲۱ .۷) شرایط و باشد (۱۳ .۷) −(۱۲ .۷) دوم مرتبه ضربی معادله شامل مرزی مقدار مسئله اینکه فرض با .۳ .۷ قضیه
ارائه (۲۹ .۷) رابطه توسط گرین تابع روش از استفاده با فوق مرزی مقدار مسئله جواب آنگاه باشد، برقرار ،(۲۴ .۷) و

ͬ شود. م

ͬ دهیم: م ارائه زیر صورت به غیرهمͽن عبارت با مرزی مقدار مسئله ͷی زیر، مثال در نهایت، در

ͬ کنیم: م محاسبه زیر روابط با را مسئله این جواب شده، ارائه گرین تابع روش گرفتن نظر در با .۴ .۷ مثال

y′′ − y′۲ + y۲ ln y = x۲,

y(x۰) = α, y(x۱) = β.

ͬ گیریم م نظر در را وابسته همͽن معادله

y′′ − y′۲ + y۲ ln y = ۰,

y′′y − y′۲

y۲
+ ln y(x) = ۰ =⇒ y[۱۱](x).y(x) = ۱, x ∈ (α, β) =⇒

a = ۰,

b = ۱,

y(α) = ۰, y(β) = ۱,

λ۲ + ۱ = ۰ =⇒ λ = ±i =⇒

∣∣∣∣∣ eix e−ix

ieix ie−ix

∣∣∣∣∣ = −ieix−ix − ieix−ix = −i− i = −۲i ̸= ۰,

بنابراین

g(x, ξ) =



e−i(x−ξ) − ei(x−ξ)

−۴i
, α < ξ < x,

−ee
−i(x−ξ)−ei(x−ξ)

−۴i
, x < ξ < β,

G(x, ξ) = g(x− ξ) +
eix

−۴i

(
e−iαg(β − ξ)− e−iαg(α− ξ)

)
+

e−ix

−۴i

(
eiβg(α− ξ)− eiαg(β − ξ)

)
,
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y(x) =
eix

△

(
e−ix۱ lnα− e−ix۰ ln β

)
+

e−ix

△

(
eix۰ ln β − eix۱ lnα

)
+

∫ x۱

x۰

G(x, ξ) ln ξ۲ dξ.

در شدەاند، محاسبه ۱۰ .۷ و ۹ .۷ روابط کهبا ویژه توابع نمودار و ویژه مقادیر توزیع ،۲ .۷ مثال برای پایان در
ͬ شود. م ارایه زیر شͺل های
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نتیجەگیری ۸

اشتورم نظریه و کردیم بررسͬ را پارامتر شامل غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه، مقدار مسایل مقاله این در
ضربی معادلات طریق از و دادیم تعمیم پیوسته ضربی معادلات شامل نیوتونͬ غیر های حساب و آنالیز بر را ⁃لیوول
ضربی حساب ͷکم به و بررسͬ را غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات شامل ویژه مقدار مسایل پارامتر، شامل پیوسته

آوردیم. بدست را ها آن ویژه توابع و ویژه مقادیر پیوسته،
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