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Abstract: Using graph transformations, a large number of graphs can be generated from smaller graphs.
Graph products are considered among the fundamental concepts in graph theory. These products encom-
pass a wide range of types, each of which produces new graphs with different properties and applications.
Moreover, for an arbitrary graph G with n vertices and m edges, the structure Rk(G) produces a graph
consisting of k copies ofG with kn vertices and k2m edges. The irregularity index of a connected graph
G is defined as Irr(G) =

∑
uv∈E(G) |dG(u)− dG(v)|. In this paper, we compute the irregularity index

for several graph products, including the lexicographic product, the corona product, and the direct product
of graphs, and we establish bounds for the irregularity of these products. Additionally, we determine the
irregularity of the structureRk(G) for an arbitrary graphG.
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ریاضͬ پژوهش های

۹۸–۸۱ ص ،2 شماره ،12 دوره ،۱۴۰۵ سال

گراف ها تبدیلات بی نظمͬ شاخص

۲ (۱) دهͺردی طاهری میثم

کاربردی علمͬ جامع دانشͽاه تهران⁃ ایران⁃ (۱)

۱۴۰۵̸۰۷̸۰۱ انتشار: تاريخ ۱۴۰۵̸۰۶̸۲۹ بازنگری: تاريخ ۱۴۰۴̸۱۱̸۰۴ دریافت: تاريخ

به کوچͷ تر گراف های از بزرگ گراف زیادی تعداد ͬ توان م گراف تبدیلات از استفاده با چͺیده:
این ͬ آیند. م شمار به گراف نظریەی در بنیادی بسیار مفاهیم جزء گراف ها ضرب های آورد. وجود
و خواص با جدید گراف های تولید موجب کدام هر که هستند گستردەای بسیار طیف شامل ضرب ها
Rk(G) ساختار یال، m و رأس n با G دلخواه گراف برای همچنین، ͬ شوند. م متفاوت کاربردهای
گراف برای بی نظمͬ شاخص ͬ کند. م ایجاد یال k۲m و رأس kn با G گراف از کپی k شامل گرافͬ
مقاله، این در ͬ شود. م تعریف Irr(G) =

∑
uv∈E(G) |dG(u)− dG(v)| صورت به G همبند

مستقیم ضرب و کرونا ضرب لͺزیͺوگرافͬ، ضرب شامل ضرب چند برای را بی نظمͬ شاخص ما
آن، بر علاوه ͬ کنیم. م تعیین ضرب ها این بی نظمͬ برای کران هایی و ͬ آوریم م دست به گراف ها

ͬ آوریم. م دست به G دلخواه گراف برای را Rk(G) ساختار بی نظمͬ

.Rk(G) ساختار بی نظمͬ، گراف ها، ضرب کليدي: واژەهاي

05C69; 05C78 ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱
با را u ∈ V رأس درجەی G = (V,E) گراف برای هستند. همبند و متناهͬ ساده، گراف ها همەی مقاله، این در
ͬ نامیم م منظم را گراف ͷی ͬ گوییم. م G اندازەی و مرتبه ترتیب به را E و V اعضای تعداد ͬ دهیم. م نشان dG(u)
رأس هایی یعنͬ ،u رأس به مجاور رأس های مجموعەی ،G گراف در باشند. داشته یͺسان درجەی رأس ها همەی اگر
در رأس ها درجەی کوچͺترین و بزرگترین ͬ دهیم. م نمایش NG(u) با را هستند متصل رأس این به یال ͷی با که
زیر صورت به را گراف بی نظمͬ شاخص آلبرتسون۳ ،۱۹۷۷ سال در ͬ دهیم. م نشان δ و ∆ با ترتیب به را گراف

.[۶] کرد معرفͬ
Irr(G) =

∑
uv∈E(G)

|dG(u)− dG(v)|

مقاله مسئول ۲نویسنده
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۸۳ گراف ها تبدیلات بی نظمͬ شاخص

دست به گراف ها سایر و دوبخشͬ آزاد، مثلث گراف های جمله از گراف ها برخͬ بی نظمͬ برای کران هایی همچنین او
گرفت نتیجه ͬ توان م مستقیماً بی نظمͬ تعریف از است. زوج و صحیح مقدار دارای شاخص این که داد نشان و آورد
است ͬͺتوپولوژی شاخص های از گراف بی نظمͬ .Irr(G) = ۰ اگر فقط و اگر است منظم G همبند گراف که
در نتایجͬ نویسندگان نیز [۲۰] مرجع در است. گرفته قرار مطالعه مورد بسیار شیمیایی۴ گراف های نظریەی در که
یال و رأس تعداد با گراف های [۱۸] ملوت۶ و هانسن۵ آوردەاند. دست به دوبخشͬ گراف های بی نظمͬ خصوص
به را شاخص این [۱۰] مرجع در تبار فتح کردەاند. بندی طبقه هستند بی نظمͬ مقدار بیشترین دارای که را مشخص
و ͷتوپولوژی شاخص های سایر حسب بر کران هایی و روابط همچنین او کرد. معرفͬ سوم زاگرب۷ شاخص عنوان
است شده بررسͬ همͺاران و نویسنده این توسط نیز درخت ها بی نظمͬ همچنین آورد. دست به گراف پارامترهای

.[۱۱]
۲۰۱۴ سال در است بی نظمͬ شاخص از گسترشͬ که را گراف کل۹ͬ بی نظمͬ شاخص [۲] دیͽران و عبدو۸

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به کلͬ بی نظمͬ شاخص کردند. معرفͬ

Irrt(G) =
۱
۲

∑
u,v∈V (G)

|dG(u)− dG(v)|

زمینەی در مطالعه برای و ،[۳۱ ،۲۵ ،۹ ،۵ ،۳] مراجع گراف ها کلͬ بی نظمͬ و بی نظمͬ مورد در بیشتر مطالعەی برای
ͬ شوند. م ۱۹]توصیه ،۱۴ ،۸] مراجع گراف نظریەی بنیادی مفاهیم

این در مهم تبدیلات جمله از است. گراف تبدیلات و ساختارها بررسͬ گراف، نظریەی در مهم مفاهیم از ͬͺی
کدام هر که است شده مطالعه و معرفͬ گراف ها در ضرب انواع از زیادی تعداد کنون تا هستند. گراف ها ضرب نظریه،
و کامپیوتر علوم ،ͷژنتی شیمͬ، شبͺەها، همچون مختلفͬ موضوعات در و هستند متفاوت ساختار و اهداف دارای
دو برای .[۱۵] شد معرفͬ هاسدورف۱۱ توسط بار اولین برای لͺزیͺوگراف۱۰ͬ ضرب .[۲۱ ،۱۶ ،۱۵] دارند کاربرد ...
ͬ دهیم. م نشان G۱[G۲] علامت با را لͺزیͺوگرافͬ G۲ضرب = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) همبند و ساده گراف
هستند مجاور G۱[G۲] در (u۲, v۲) و (u۱, v۱) رأس دو .V۱ × V۲ از است عبارت G۱[G۲] رأس های مجموعەی
همبند G۱[G۲] آنگاه باشد دو حداقل مرتبه با گرافͬ G۱ اگر .v۱v۲ ∈ E۲ و u۱ = u۲ یا u۱u۲ ∈ E۱ اگر تنها و اگر
خاصیت دارای ضرب این که است مشخص لͺزیͺوگرافͬ ضرب تعریف از باشد. همبند G۱ اگر تنها و اگر است

ͬ دهد. م نشان را P۲[K۳] گراف ۱ شͺل نیست. جابجایی

.P۲[K۳] گراف :۱ شͺل
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ضرب ͬ شود. م داده نشان G۱
⊙

G۲ علامت با G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف دو کرونای ضرب
i⁃امین اتصال و G۲ از کپی |V۱| تعداد و G۱ از کپی ͷی توسط ضرب این .[۱۳] شد معرفͬ ۱۹۷۰ سال در کرونا۱۲
کرونای ضرب ۲ شͺل ͬ شود. م حاصل (i = ۱, ۲ , · · · , |V۱| (برای G۲ از کپی i⁃امین از رأس هر به G۱ از رأس

ͬ دهد. م نشان را K۴
⊙

C۳

.K۴
⊙

C۳ گراف :۲ شͺل

تعداد دارای G۱
⊙

G۲ آنگاه باشند، یال m۲ و m۱ همچنین و رأس n۲ و n۱ دارای ترتیب به G۲ و G۱ اگر
ضرب این که ͬ شود م مشخص گراف دو کرونای ضرب تعریف از است. یال m۱ + n۱m۲ و رأس n۱n۲ + n۱
نیز شرکت پذیری خاصیت ضرب این همچنین .K۳

⊙
C۴ ̸≃ C۴

⊙
K۳ مثال برای ندارد. جابجایی خاصیت

کاربرد مختلف علوم در ضرب این است. شده انجام کرونا ضرب خصوص در زیادی پژوهش های کنون تا ندارد.
ناوبری در یا و [۲۳] ͬ رود م بەکار آن ها ساختار و شیمیایی ترکیبات نمایش برای شیمͬ در مثال عنوان به دارد.
الͽوی درک برای ͬ تواند م اجتماعͬ علوم در حتͬ ضربی گراف این ساختار .[۲۴] دارد کاربرد شبͺه در ربات ها

است. برخوردار زیادی اهمیت از کرونا ضرب رو این از باشد. مفید جامعه افراد از گروهͬ رفتاری
داده نشان G۱ × G۲ علامت با G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف دو مستقیم۱۳ ضرب نهایت در
اگر تنها و اگر هستند مجاور G۱×G۲ در (u, v) و (x, y) رأس دو است. رأس V۱×V۲ دارای گراف این ͬ شود. م
مراجع در است. شرکت پذیری و جابجایی خاصیت دارای گراف ها مستقیم ضرب .yv ∈ E(H) و xu ∈ E(G)

ͷی در ͬ شود. م شناخته نیز تانسوری۱۵ ضرب کرونکر۱۴، ضرب همچون عناوینͬ با گراف ها مستقیم ضرب مختلف
همبند H و G دو هر اگر تنها و اگر است همبند H و G گراف دو مستقیم ضرب که است شده ثابت قدیمͬ مقاله

است. شده داده نشان K۳ × C۴ مستقیم ضرب ۳ شͺل در .[۳۰] نباشند دوبخشͬ هم با دو هر و باشند

خوانندگان بیشتر مطالب دریافت برای همچنین ͬ شود. م بیان ضرب ها این دیͽر ͬ های ویژگ برخͬ بعدی بخش در
رأس n با G دلخواه گراف برای [۱] مرجع در ͬ کنیم. م دعوت [۲۹–۲۶ ،۲۲ ،۱۷ ،۱۲ ،۷] مراجع مطالعەی به را
ایجاد یال k۲m و رأس kn با G گراف از کپی k شامل گرافͬ که است شده تعریف Rk(G) ساختار یال، m و
گرفته قرار بررسͬ و مطالعه مورد [۴] مرجع در خاص طور به گراف ها تبدیلات بی نظمͬ شاخص بررسͬ ͬ کند. م
مقاله این در آوردەاند. دست به بالا کران گراف ها ضرب انواع بی نظمͬ شاخص برای مقاله، این نویسندگان است.
پارامترهای برخͬ برحسب مستقیم ضرب و کرونا ضرب لͺزیͺوگرافͬ، ضرب سه برای را بی نظمͬ شاخص ابتدا ما
شاخص آخر بخش در ͬ کنیم. م بیان ضرب ها این بی نظمͬ شاخص برای کران هایی سپس ͬ آوریم. م دست به گراف

ͬ کنیم. م تعیین G سادەی گراف برای را Rk(G) ساختار بی نظمͬ

12Corona product
13Direct product
14Kronecker product
15Tensor product



۸۵ گراف ها تبدیلات بی نظمͬ شاخص

.K۳×C۴ گراف :۳ شͺل

اصلͬ نتایج ۲

قرار بررسͬ مورد را ضرب ها این بی نظمͬ شاخص گراف ها، ضرب نوع سه بیشتر واکاوی ضمن ابتدا بخش این در
نظر در را گراف روی ساختار ͷی بخش این انتهای در ͬ کنیم. م تعیین آن ها این برای کران هایی همچنین و داده

ͬ آوریم. م دست به دلخواه گراف های برای را ساختار این بی نظمͬ شاخص و ͬ گیریم م
ͬ دهیم: م قرار و هستند ساده گراف دو G۲= (V۲, E۲) و G۱= (V۱, E۱) ͬ کنیم م فرض بخش این سراسر در

|V (G۲)| = n۲, |V (G۱)| = n۱, |E(G۲)| = m۲, |E(G۱)| = m۱

نشان δ۲ و ∆۲ و δ۱ و ∆۱ با ترتیب به را G۲ و G۱ گراف های در رأس ها درجەی کوچͺترین و بزرگترین همچنین،
ͬ دهیم. م

لͺزیͺوگرافͬ ضرب بی نظمͬ شاخص ۱ .۲
ͬ کنیم. م اثبات و بیان گزاره دو اصلͬ نتایج بیان از قبل

داریم G۱[G۲] در (u, v) رأس هر برای باشند. همبند و متناهͬ ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۱ .۲ گزاره

dG۱[G۲](u, v) =dG۱(u) .n۲+dG۲(v).

دارد. وجود G۱[G۲] در (u, v) رأس ،G۲ رأس های تعداد به ،uu′ ∈ E۱ یال برای تعریف، به توجه با اثبات.
مربوط که دارند وجود یال هایی G۲ از کپی هر در آن، بر علاوه داریم. صورت این به رأس dG۱(u) .n۲ تعداد بنابراین

ͬ باشد. م برقرار نتیجه لذا و هستند vv′ ∈ E۲ یال به

داریم آنگاه باشند. همبند و متناهͬ ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۲ .۲ گزاره

|E (G۱ [G۲])| = m۱n۲
۲ + n۱m۲

باشد: زیر شͺل دو از ͬͺی به ͬ تواند م یال این ͬ گیریم. م نظر در را G۱ [G۲] در دلخواه یال ͷی اثبات.

(u, v) (u′, v′) یال ͷی ،v, v′ ∈ V۲ رأس های از جفت هر و uu′ ∈ E۱ یال هر برای .G۱ با مرتبط یال های .۱
.m۱n۲

۲ با است برابر شͺل این به یال های مجموع بنابراین دارد. وجود G۱ [G۲] در
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مجموع بنابراین دارد. وجود G۱ [G۲] در یال ͷی ،vv′ ∈ E۲ و u ∈ V۱ هر برای گراف. هر داخلͬ یال های .۲
.n۱m۱ با است برابر شͺل این به یال های

.m۱n۲
۲ + n۱m۲ با است برابر G۱ [G۲] یال های مجموع لذا

داریم آنگاه باشند. همبند و متناهͬ ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۳ .۲ قضیه

Irr (G۱ [G۲]) = n۱Irr (G۲) +
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

|n۲(dG۱(u)−dG۱(v)) + (dG۲(x)−dG۲(y))|.

G۱ [G۲] یال های .۱ .۲ گزاره توضیحات به توجه با ،G۲ و G۱ گراف دو لͺزیͺوگرافͬ ضرب تعریف طبق اثبات.
کرد: تقسیم بخش دو به ͬ توان م را

این داریم. G۲ از کپی ͷی V۱ در رأس هر ازاء به واقع در هستند. G۲ کپی های درون یال های شامل اول بخش
داریم یال ها از بخش این برای .xy ∈ E۲ که طوری به هستند (u, x)(u, y) صورت به ,dG۱[G۲](u∣∣یال ها x)−dG۱[G۲](u, y)

∣∣ = |dG۲(x)−dG۲(y)| (۱ .۲)

x, y ∈ V۲ که طوری به ͬ باشند م (u, x)(v, y) صورت به یال ها این هستند. کپی ها بین یال های شامل دوم بخش
داریم یال ها از بخش این برای .uv ∈ E۱ ,dG۱[G۲](u∣∣و x)−dG۱[G۲](v, y)

∣∣ = |n۲(dG۱(u)−dG۱(v)) + (dG۲(x)−dG۲(y))| (۲ .۲)

داشت: خواهیم (۱ .۲) رابطه در یال ها همەی روی جمع ∑با
u∈V۱

∑
xy∈E۲

|dG۲(x)−dG۲(y)| =
∑
u∈V۱

Irr (G۲) = n۱Irr (G۲)

داشت: خواهیم (۲ .۲) رابطه در یال ها همەی روی جمع با ∑همچنین
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

∣∣dG۱[G۲](u, x)−dG۱[G۲](v, y)
∣∣

=
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

|n۲(dG۱(u)−dG۱(v)) + (dG۲(x)−dG۲(y))|

ͬ شود. م حاصل نتیجه بالا رابطه دو جمع با

هستند. منظم آنها دو هر یا و G۲ یا G۱ گراف های از ͬͺی که ͬ کنیم م بررسͬ حالتͬ در را احͺام بعد قضیەی دو در

آنگاه باشد. s⁃منظم گراف ͷی G۲ و باشند همبند و متناهͬ ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۴ .۲ قضیه

Irr (G۱ [G۲]) = n۲
۳Irr (G۱) .

داریم G۱[G۲] در (u, x) رأس هر برای ،۱ .۲ گزاره طبق اثبات.

dG۱[G۲](u, x) =dG۱(u) .n۲+dG۲(x)

بنابراین و dG۲(x) = s پس است s⁃منظم G۲ چون

dG۱[G۲](u, x) =dG۱(u) .n۲+s

آنگاه باشد ۳ .۲ قضیه در اول بخش از G۱[G۲] در یال ͷی (u, x) (u, y) اگر ,dG۱[G۲](u∣∣حال x)−dG۱[G۲](u, y)
∣∣ = |(dG۱(u).n۲+s)−(dG۱(u).n۲+s)| = ۰
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در (u, x)(v, y) صورت به دوم بخش از یال ͷی حال ندارند. G۱[G۲] بی نظمͬ در سهمͬ اول بخش یال های پس
داریم .uv ∈ E۱ که طوری به ͬ گیریم م ,dG۱[G۲](u∣∣نظر x)−dG۱[G۲](v, y)

∣∣ = |(dG۱(u).n۲+s)−(dG۱(v).n۲+s)|
= |n۲(dG۱(u)−dG۱(v))| = n۲ |dG۱(u)−dG۱(v)|

تعداد بنابراین دارد. وجود G۱[G۲] در (u, x)(v, y) یال ͷی ،x, y ∈ V۲ رأس دو هر و uv ∈ E۱ یال هر ازاء به اما
با است برابر بی نظمͬ در دوم بخش یال های سهم پس .n۲

۲ با است برابر یال ها ∑این
uv∈E۱

n۲
۲.n۲ |dG۱(u)−dG۱(v)| = n۲

۳
∑
uv∈E۱

|dG۱(u)−dG۱(v)| = n۲
۳Irr (G۱) .

آنگاه باشد. r⁃منظم گراف ͷی G۱ و باشند همبند و متناهͬ ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۵ .۲ قضیه

Irr (G۱ [G۲]) = n۱Irr (G۲) + ۲m۱Irrt (G۲) .

داریم بنابراین .dG۱(u) = dG۱(v) = r ،u, v ∈ V۱ هر برای پس است منظم G۱ چون ,dG۱[G۲](u∣∣اثبات. x)−dG۱[G۲](u, y)
∣∣ = |n۲dG۱(u)+dG۲(x)−n۲dG۱(u)−dG۲(y)| = |dG۲(x)−dG۲(y)|

با است برابر اول بخش یال های از کل سهم ∑پس
u∈V۱

∑
xy∈E۲

|dG۲(x)−dG۲(y)| = n۱Irr (G۲)

داریم دوم بخش یال های خصوص ,dG۱[G۲](u∣∣در x)−dG۱[G۲](v, y)
∣∣ = ∣∣(n۲r+dG۲(x))− (n۲r+dG۲(y))

∣∣ = |dG۲(x)− dG۲(y)|

با است برابر بخش این یال های از کل سهم ∑پس
xy∈E۱

∑
x,y∈V۲

|dG۲(x)−dG۲(y)| =
∑
xy∈E۱

۲Irrt (G۲) = ۲m۱Irrt (G۲)

ͬ شود. م ثابت حͺم آمده دست به عبارت دو جایͽذاری با

آنگاه باشد. s⁃منظم گراف ͷی G۲ و r⁃منظم گراف ͷی G۱ کنید فرض .۶ .۲ نتیجه

Irr (G۱ [G۲]) = ۰.

بود خواهد منظم گرافͬ نیز G۱ [G۲] لذا است، s⁃منظم گراف ͷی G۲ و r⁃منظم گراف ͷی G۱ چون اثبات.
است. برقرار حͺم لذا و (rn۲ + s با است برابر گراف این در رأس هر (درجەی

کران ͷی از ابتدا ͬ آوریم. م دست به گراف دو لͺزیͺوگرافͬ ضرب بی نظمͬ برای کران هایی بخش این ادامەی در
ͬ کنیم. م آغاز ساده

داریم آنگاه باشند. همبند و متناهͬ ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۷ .۲ گزاره

Irr (G۱ [G۲]) ≥ n۱Irr(G۲).
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ͬ دانیم م ۳ .۲ قضیه از اثبات.

Irr (G۱ [G۲]) = n۱Irr (G۲) +
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

|n۲(dG۱(u)−dG۱(v)) + (dG۲(x)−dG۲(y))|

دست به نظر مورد کران بنابراین است صفر برابر مقدار حداقل راست سمت عبارت دوم جملەی در دیͽر طرف از
ͬ آید. م

ͬ کنیم. م معرفͬ یافته بهبود پایین کران ͷی بعدی قضیه در

داریم G۲ و G۱ متناهͬ و همبند ساده، گراف دو هر برای .۸ .۲ قضیه

Irr (G۱ [G۲]) ≥ n۱Irr (G۲) + n۲
۳Irr (G۱)−m۱n۲

۲∆G۲

.∆G۲ = ∆۲ − δ۲ آن در که

نامساوی جایͽذاری، این با اگر حال .b = dG۲(x)−dG۲(y) و a = n۲(dG۱(u)−dG۱(v)) ͬ دهیم م قرار اثبات.
داشت خواهیم ببریم کار به ۳ .۲ قضیه حͺم در مطلق قدر جملەی هر برای را مثلثͬ

|n۲ (dG۱(u)−dG۱(v)) + (dG۲(x)−dG۲(y))| ≥ n۲ |dG۱(u)−dG۱(v)| − |dG۲(x)−dG۲(y)|

داشت خواهیم کل روی جمع ∑با
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

|n۲ (dG۱(u)−dG۱(v)) + (dG۲(x)−dG۲(y))|

≥
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

(n۲ |dG۱(u)−dG۱(v)| − |dG۲(x)−dG۲(y)|)

=n۲ · n۲
۲
∑
uv∈E۱

|dG۱(u)−dG۱(v)| −
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

(|dG۲(x)−dG۲(y)|)

=n۲
۳Irr (G۱)−m۱

∑
x,y∈V۲

|dG۲(x)−dG۲(y)|

لذا و |dG۲(x)−dG۲(y)| ≤ ∆G۲ داریم x, y ∈ V۲ رأس جفت دو هر برای دیͽر، طرف ∑از
x,y∈V۲

|dG۲(x)−dG۲(y)| ≤ n۲
۲∆G۲

داشت خواهیم نهایت در و

Irr (G۱ [G۲]) ≥ n۱Irr (G۲) + n۲
۳Irr (G۱)−m۱n۲

۲∆G۲

داریم G۲ و G۱ متناهͬ و همبند ساده، گراف دو هر برای .۹ .۲ نتیجه

Irr (G۱ [G۲]) ≥ n۱Irr (G۲) + n۲
۳Irr (G۱)− ۲m۱Irrt (G۲) .

ͬ آید. م دست به نتیجه ۸ .۲ قضیه اثبات در
∑

x,y∈V۲
|dG۲(x)−dG۲(y)| = ۲Irrt (G۲) دادن قرار با اثبات.

ͬ آوریم. م دست به Irr (G۱ [G۲]) برای بالا کران ͷی قسمت این قضیه آخرین در
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داریم G۲ و G۱ متناهͬ و همبند ساده، گراف دو هر برای .۱۰ .۲ قضیه

Irr(G۱[G۲]) ≤ n۱Irr(G۲) + n۳
۲Irr(G۱) +m۱n

۲
۲∆G۲ .

داریم ۳ .۲ قضیه طبق اثبات.

Irr(G۱[G۲]) = n۱Irr(G۲) +
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

∣∣n۲(dG۱(u)− dG۱(v)) + (dG۲(x)− dG۲(y))
∣∣.

مثلثͬ نامساوی از استفاده با .b = dG۲(x) − dG۲(y) و a = n۲(dG۱(u) − dG۱(v)) ͬ دهیم م قرار
داریم |a+ b| ≤ |a|+ |b|∣∣n۲(dG۱(u)− dG۱(v)) + (dG۲(x)− dG۲(y))

∣∣ ≤ n۲ |dG۱(u)− dG۱(v)|+ |dG۲(x)− dG۲(y)|.

داریم طرف دو هر از x, y ∈ V۲ و uv ∈ E۱ روی جمع ∑با
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

|a+ b| ≤
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

n۲ |dG۱(u)− dG۱(v)|︸ ︷︷ ︸
(I)

+
∑
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

|dG۲(x)− dG۲(y)|︸ ︷︷ ︸
(II)

.

است. x, y از مستقل n۲|dG۱(u) − dG۱(v)| مقدار ،uv ∈ E۱ ثابت یال هر برای .(I) جملەی محاسبەی
داریم است، n۲

۲ برابر (x, y) ∈ V۲ × V۲ جفت های تعداد ∑چون
x,y∈V۲

n۲ |dG۱(u)− dG۱(v)| = n۳
۲ |dG۱(u)− dG۱(v)|.

:uv ∈ E۱ روی جمع با

(I) = n۳
۲

∑
uv∈E۱

|dG۱(u)− dG۱(v)| = n۳
۲ Irr(G۱).

نشان S با را آن است؛ uv یال از مستقل
∑

x,y∈V۲
|dG۲(x) − dG۲(y)| عبارت .(II) جملەی محاسبەی

ͬ دهیم: م
S :=

∑
x,y∈V۲

|dG۲(x)− dG۲(y)|.

است، m۱ برابر E۱ یال های تعداد چون
(II) = m۱ S.

نتیجه در ،δ۲ ≤ dG۲(x), dG۲(y) ≤ ∆۲ داریم x, y ∈ V۲ رأس دو هر برای ͬ زنیم. م کران را S اکنون

|dG۲(x)− dG۲(y)| ≤ ∆۲ − δ۲ = ∆G۲ .

است، n۲
۲ برابر (x, y) جفت های تعداد چون

S ≤ n۲
۲∆G۲

بنابراین
(II) ≤ m۱n

۲
۲∆G۲ .

:(II) و (I) برای بەدست آمده کران دو ترکیب ∑با
uv∈E۱

∑
x,y∈V۲

∣∣n۲(dG۱(u)− dG۱(v)) + (dG۲(x)− dG۲(y))
∣∣ ≤ n۳

۲Irr(G۱) +m۱n
۲
۲∆G۲ .

:۳ .۲ قضیه رابطەی در جایͽذاری با

Irr(G۱[G۲]) ≤ n۱Irr(G۲) + n۳
۲Irr(G۱) +m۱n

۲
۲∆G۲ .
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داریم G۲ و G۱ متناهͬ و همبند ساده، گراف دو هر برای .۱۱ .۲ نتیجه

Irr(G۱[G۲]) ≤ n۱Irr(G۲) + n۳
۲Irr(G۱) + ۲m۱ Irrt(G۲).

کلͬ، بی نظمͬ تعریف طبق اثبات.

Irrt(G۲) =
۱
۲

∑
x,y∈V۲

|dG۲(x)− dG۲(y)|,

بنابراین
S =

∑
x,y∈V۲

|dG۲(x)− dG۲(y)| = ۲ Irrt(G۲).

ضرب شده Irrt(G۲) تعریف در که است مجموعͬ همان دقیقاً S که چرا کران)، ͷی (نه است دقیق تساوی ͷی این
:۱۰ .۲ قضیه اثبات از (II) گام در S ≤ n۲

۲∆G۲ کرانِ بەجای تساوی این مستقیم جایͽذاری با ͬ شود. م ظاهر ۲ در

(II) = m۱ S = m۱ · ۲ Irrt(G۲) = ۲m۱ Irrt(G۲).

:m۱n
۲
۲∆G۲ بەجای ۱۰ .۲ قضیه اثبات جمع بندیِ در مقدار این جایͽذاری با

Irr(G۱[G۲]) ≤ n۱Irr(G۲) + n۳
۲Irr(G۱) + ۲m۱ Irrt(G۲).

کرونا ضرب بی نظمͬ شاخص ۲ .۲
داریم و ͬ دهیم م نشان G۱

⊙
G۲ با را آنها کرونای ضرب باشند، ساده گراف دو G۲ و G۱ اگر

V
(
G۱

⊙
G۲

)
= V (G۱)

⋃
u∈V (G۱)

V (G۲u)

که ͬ دهد م نتیجه کرونا ضرب تعریف از مستقیم استفادەی است. u رأس به مربوط G۲ از کپی ͷی G۲u آن در که
داریم u ∈ V۱ هر برای

dG۱
⊙

G۲(u) = dG۱(u) + n۲

داریم x ∈ G۲u هر برای همچنین
dG۱

⊙
G۲(x) = dG۱(x) + ۱

گرفت: نظر در ͬ توان م G۱
⊙

G۲ در یال نوع سه

داریم یال ها نوع این برای .uv ∈ E۱ یال های همەی از عبارتاند یال ها این .G۱ اصلͬ یال های .۱∣∣dG۱
⊙

G۲(u)−dG۱
⊙

G۲(v)
∣∣ = |(dG۱(u) + n۲)− (dG۱(v) + n۲)| = |dG۱(u)− dG۱(v)| .

داریم یال ها از نوع این در لذا و هستند G۲ یال های همان واقع در یال ها این .G۲ کپی هر یال های .۲∣∣dG۱
⊙

G۲(x)−dG۱
⊙

G۲(y)
∣∣ = |(dG۲(x) + ۱)− (dG۲(y) + ۱)| = |dG۲(x)− dG۲(y)| .

اختلاف یال ها نوع این برای .ux مانند یال هایی همەی از عبارتاند یال ها این .G۲ کپی های و G۱ بین یال های .۳
از است عبارت درجات

|(dG۱(u) + n۲)− (dG۲(x) + ۱)| .

داشت. خواهیم را بعد قضیه یال ها همەی روی جمع با و یال نوع سه این وجود اساس بر
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داریم G۲ و G۱ متناهͬ و همبند ساده، گراف دو هر برای .۱۲ .۲ قضیه

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
= Irr (G۱) + n۱Irr (G۲) +

∑
u∈V۱

∑
x∈V۲

|(dG۱(u) + n۲)− (dG۲(x) + ۱)|.

هستند. منظم آنها دو هر یا و G۲ یا G۱ گراف های از ͬͺی که ͬ کنیم م بررسͬ را حالت هایی اکنون

و r⁃منظم گراف ͷی G۱ که طوری به باشند متناهͬ و همبند ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۱۳ .۲ قضیه
آنگاه باشد. دلخواه گراف ͷی G۲

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
= n۱Irr (G۲) + n۱

∑
x∈V۲

|r + n۲ − dG۲(x)− ۱|.

داریم G۱ اصلͬ یال های برای dG۱∣∣اثبات.
⊙

G۲(u)−dG۱
⊙

G۲(v)
∣∣ = |(r + n۲)− (r + n۲)| = ۰

داریم G۲ کپی هر یال های مورد در است. صفر برابر یال ها نوع این سهم dG۱∣∣پس
⊙

G۲(x)−dG۱
⊙

G۲(y)
∣∣ = |dG۲(x)− dG۲(y)|

به u دهنده اتصال یال های برای نهایت در .n۱Irr (G۲) با است برابر کل سهم داریم، G۲ از کپی n۱ تعداد چون
داریم x ∈ V (G۲u) هر و u ∈ V۱ هر ازاء به ،G۲u∣∣dG۱

⊙
G۲(u)−dG۱

⊙
G۲(x)

∣∣ = |r + n۲ − dG۲(x)− ۱|

ͬ آید. م دست به نتیجه بالا عبارت سه جمع با

G۲ و دلخواه گراف ͷی G۱ که طوری به باشند متناهͬ و همبند ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۱۴ .۲ قضیه
آنگاه باشد. s⁃منظم گراف ͷی

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
= Irr (G۱) + n۲

∑
u∈V۱

|dG۱(u) + n۲ − (s+ ۱)|.

ͬ کنیم. م بررسͬ را G۱
⊙

G۲ یال های وضعیت است s⁃منظم گراف ͷی G۲ که حالتͬ در اثبات.
داریم G۱ اصلͬ یال های dG۱∣∣برای

⊙
G۲(u)−dG۱

⊙
G۲(v)

∣∣ = |dG۱(u)− dG۱(v)|

است s⁃منظم گراف ͷی G۲ چون ،G۲ کپی هر یال های مورد در است. Irr (G۱) برابر یال ها نوع این سهم پس
dG۱∣∣داریم

⊙
G۲(x)−dG۱

⊙
G۲(y)

∣∣ = ۰

هر ازاء به ،G۲u به u دهنده اتصال یال های برای نهایت در ندارند. گراف بی نظمͬ در سهمͬ یال ها نوع این پس
داریم x ∈ V (G۲u) هر و u ∈ V۱∣∣dG۱

⊙
G۲(u)−dG۱

⊙
G۲(x)

∣∣ = |(dG۱(u) + n۲)− (s+ ۱)|

با است برابر مجموع لذا داریم نوع این از یال n۲ دقیقاً u هر برای چون و

n۲
∑
u∈V۱

|dG۱(u) + n۲ − (s+ ۱)|

ͬ آید. م دست به بالا عبارت سه جمع از نتیجه
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و r⁃منظم گراف ͷی G۱ که طوری به باشند متناهͬ و همبند ساده، گراف دو G۲ و G۱ کنید فرض .۱۵ .۲ نتیجه
آنگاه باشد. s⁃منظم گراف ͷی G۲

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
= n۱n۲ |r + n۲ − (s+ ۱)| .

از ͷی هر برای بنابراین دارند. نقش گراف بی نظمͬ در G۲ کپی های و G۱ بین یال های تنها حالت این در اثبات.
داریم یال ها dG۱∣∣این

⊙
G۲(u)−dG۱

⊙
G۲(x)

∣∣ = |r + n۲ − (s+ ۱)|
است. برقرار نتیجه بنابراین و n۱n۲ با است برابر یال ها این تعداد اما

ͬ آوریم. م دست به Irr (G۱
⊙

G۲) برای بالا کران ͷی قسمت این قضیه آخرین در

داریم G۲ و G۱ متناهͬ و همبند ساده، گراف دو هر برای .۱۶ .۲ قضیه

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
≤ Irr (G۱) + n۱Irr (G۲) + n۱n۲ (∆۱ +∆۲ + n۲ − ۱) .

داریم ۱۲ .۲ قضیه طبق اثبات.

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
= Irr (G۱) + n۱Irr (G۲) +

∑
u∈V۱

∑
x∈V۲

|(dG۱(u) + n۲)− (dG۲(x) + ۱)|

داشت خواهیم مثلثͬ نامساوی از استفاده با

|dG۱(u) + n۲ − dG۲(x)− ۱| ≤ |dG۱(u) + n۲ − ۱|+ |dG۲(x)|

بنابراین .dG۲(x) ≤ ∆۲ و δ۱ ≤ dG۱(u) ≤ ∆۱ ͬ دانیم م طرفͬ از

dG۱(u) + n۲ − ۱ ≤ ∆۱ + n۲ − ۱

نتیجه در و
|dG۱(u) + n۲ − ۱|+ |dG۲(x)| ≤ ∆۱ + n۲ − ۱+∆۲

داریم کل روی جمع با نهایت در

Irr
(
G۱

⊙
G۲

)
≤ Irr (G۱) + n۱Irr (G۲) + n۱n۲ (∆۱ +∆۲ + n۲ − ۱) .

مستقیم ضرب بی نظمͬ شاخص ۳ .۲

G۱×G۲ رأس های ͬ شود. م داده نشان G۱×G۲ علامت با آنها مستقیم ضرب باشند، ساده گراف دو G۲ و G۱ اگر
و dG۱(u)dG۲(x) با است برابر (u, x) رأس هر درجەی .x ∈ V۲ و u ∈ V۱ که طوری به هستند (u, x) جفت های
.uv ∈ E۱ و xy ∈ E۲ ،y ∈ V۲ و v ∈ V۱ که طوری به دارد وجود (v, y) و (u, x) بین دقیقاً G۱×G۲ در یال هر

با است برابر یال این روی درجه اختلاف بنابراین

|dG۱(u)dG۲(x)− dG۱(v)dG۲(y)| .

دو دقیقاً xy ∈ E۲ و uv ∈ E۱ یال جفت هر این که به توجه (با G۱ × G۲ یال های همەی روی مجموع گرفتن با
داریم ͬ سازد) م G۱ ×G۲ در (u, y)(v, x) و (u, x)(v, y) متناظر یال

Irr(G۱×G۲) =
∑
uv∈E۱

∑
xy∈E۲

(∣∣dG۱(u)dG۲(x)−dG۱(v)dG۲(y)
∣∣+∣∣dG۱(u)dG۲(y)−dG۱(v)dG۲(x)

∣∣).
هستند. منظم آن ها دوی هر یا و G۲ یا G۱ گراف های از ͬͺی که ͬ کنیم م بررسͬ را حالت هایی ادامه در
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آنگاه باشد. s⁃منظم گراف ͷی G۲ و دلخواه گراف ͷی G۱ کنید فرض .۱۷ .۲ قضیه

Irr(G۱ ×G۲) = ۲sm۲ Irr(G۱).

یال هر برای لذا .dG۲(x) = dG۲(y) = s داریم x, y ∈ V۲ هر برای است، s⁃منظم گراف ͷی G۲ چون اثبات.
بەترتیب G۱×G۲ در (u, y)(v, x) و (u, x)(v, y) متناظر یال دو سهم ،xy ∈ E۲ ثابت یال هر و uv ∈ E۱ ثابت

با −dG۱(u)dG۲(x)∣∣برابرند dG۱(v)dG۲(y)
∣∣ = ∣∣dG۱(u) · s− dG۱(v) · s

∣∣ = s |dG۱(u)− dG۱(v)|,∣∣dG۱(u)dG۲(y)− dG۱(v)dG۲(x)
∣∣ = ∣∣dG۱(u) · s− dG۱(v) · s

∣∣ = s |dG۱(u)− dG۱(v)|.

.۲s |dG۱(u)− dG۱(v)| با است برابر ((uv, xy) جفت ͷی با (متناظر یال دو این سهم مجموع پس
:xy ∈ E۲ و uv ∈ E۱ روی جمع با

Irr(G۱ ×G۲) =
∑
uv∈E۱

∑
xy∈E۲

۲s |dG۱(u)− dG۱(v)| = ۲s
∑
uv∈E۱

|dG۱(u)− dG۱(v)| ·
∑
xy∈E۲

۱.

است، m۲ برابر E۲ یال های تعداد چون

Irr(G۱ ×G۲) = ۲sm۲
∑
uv∈E۱

|dG۱(u)− dG۱(v)| = ۲sm۲ Irr(G۱).

ͬ آید. م دست به بعد قضیەی ۱۷ .۲ قضیه مشابه استدلال بردن بەکار با

آنگاه باشد. r⁃منظم گراف ͷی G۱ و دلخواه گراف ͷی G۲ کنید فرض .۱۸ .۲ قضیه

Irr(G۱ ×G۲) = ۲rm۱ Irr(G۲).

یال هر برای لذا .dG۱(u) = dG۱(v) = r داریم u, v ∈ V۱ هر برای است، r⁃منظم گراف ͷی G۱ چون اثبات.
با برابرند بەترتیب (u, y)(v, x) و (u, x)(v, y) متناظر یال دو سهم ،xy ∈ E۲ ثابت یال هر و uv ∈ E۱ −dG۱(u)dG۲(x)∣∣ثابت dG۱(v)dG۲(y)

∣∣ = r |dG۲(x)− dG۲(y)|,∣∣dG۱(u)dG۲(y)− dG۱(v)dG۲(x)
∣∣ = r |dG۲(x)− dG۲(y)|.

.۲r |dG۲(x)− dG۲(y)| با است برابر یال دو این سهم مجموع پس
داریم است، m۱ برابر E۱ یال های تعداد این که به توجه و xy ∈ E۲ و uv ∈ E۱ روی جمع با

Irr(G۱ ×G۲) = ۲rm۱
∑
xy∈E۲

|dG۲(x)− dG۲(y)| = ۲rm۱ Irr(G۲).

آنگاه باشد. s⁃منظم گراف ͷی G۲ و r⁃منظم گراف ͷی G۱ کنید فرض .۱۹ .۲ نتیجه

Irr(G۱ ×G۲) = ۰.

داریم ۱۸ .۲ قضیه طبق است، r⁃منظم گراف ͷی G۱ چون اثبات.

Irr(G۱ ×G۲) = ۲rm۱ Irr(G۲).

نتیجه در Irr(G۲)؛ = ۰ پس است، منظم نیز G۲ اما

Irr(G۱ ×G۲) = ۲rm۱ · ۰ = ۰.
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Rk(G) ساختار بی نظمͬ شاخص ۴ .۲
به Rk(G) نام با ساختاری ،k ≥ ۲ صحیح عدد برای [۱] مرجع در باشد. یال m و رأس n با گرافͬ G کنید فرض

است: شده تعریف زیر صورت
ͬ گیریم م نظر در زیر یال های و رأس ها مجموعه با G از کپی k تعداد ،V (G) = {v۱, v۲, · · · , vn} کنیم فرض

V
(
Gi

)
=

{
vi۱, v

i
۲, · · · , vin

}
E
(
Gi

)
=

{
virv

i
s|vrvs ∈ E(G)

}
صورت این در .i = {۱, ۲, · · · k} آن در که

V (Rk(G)) =
k⋃

i=۱

V
(
Gi

)
و

E (Rk(G)) =
k⋃

i=۱

E
(
Gi

)⋃{
virv

j
s|i ̸= j, vrvs ∈ E(G)

}
.

است. شده داده نمایش ۵ شͺل در R۳(G) باشد، ۴ شͺل در شده داده نشان گراف G اگر مثال برای

.G گراف :۴ شͺل

.R۳(G) گراف :۵ شͺل
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داریم k ≥ ۱ صحیح عدد هر و G سادەی و همبند گراف هر برای .۲۰ .۲ قضیه

Irr (Rk(G)) = k۳Irr(G).

داریم گراف بی نظمͬ تعریف طبق ͬ گیریم. م نظر در را xy ∈ E(Rk(G)) دلخواه یال ͷی اثبات.

Irr (Rk(G)) =
∑

xy∈E(Rk(G))

∣∣dRk(G)(x)− dRk(G)(y)
∣∣.

به دارد وجود uv ∈ E(G) یال ͷی گراف، این در xy یال با متناظر ،Rk(G) ساختار تعریف طبق این، بر علاوه
داریم همچنین .۱ ≤ i, j ≤ k ازاء به ،y = vj و x = ui که −dRk(G)(x)∣∣طوری dRk(G)(y)

∣∣ = |kdG(u)− kdG(v)| = k |dG(u)− dG(v)| .

uv ∈ E(G) یال هر سهم بنابراین ͬ کند. م Rk(G)ایجاد در متناظر یال k۲ دقیقاً uv ∈ E(G) یال هر دیͽر، طرف از
با است برابر گراف بی نظمͬ مجموع از

k۲ · k |dG(u)− dG(v)| = k۳ |dG(u)− dG(v)|

ͬ گیریم م نتیجه یال ها همه روی جمع با

Irr (Rk(G))=k۳
∑

uv∈E(G)

|dG(u)−dG(v)|=k۳Irr(G).

.Irr (Rk(G)) = ۰ آنگاه باشد، منظم و ساده همبند، گراف ͷی G اگر .۲۱ .۲ نتیجه

ͬ کنیم م تعریف l ≥ ۱ صحیح عدد و G گراف برای

Rl
k(G) = Rk

(
Rl−۱

k (G)
)
, R۱

k(G) = Rk(G).

داریم k ≥ ۱ و l ≥ ۱ صحیح اعداد و G سادەی و همبند گراف هر برای .۲۲ .۲ قضیه

Irr
(
Rl

k(G)
)
= k۳lIrr(G).

استقرا با آنگاه باشد Rl
k(G) در ام j کپی در v رأس با متناظر رأس ͷی vj اگر ،v ∈ V (G) رأس هر برای اثبات.

کرد ثابت ͬ توان م l روی

dRl
k(G) (vj) = kldG(v) (۳ .۲)

بنابراین ͬ شود. م تبدیل یال k۲ به یال هر مرحله، هر در دیͽر طرف E(Rl∣∣از
k(G))

∣∣ = k۲l |E|

داریم تعریف طبق
Irr

(
Rl

k(G)
)
=

∑
xy∈E(Rl

k(G))

∣∣∣dRl
k(G)(x)− dRl

k(G)(y)
∣∣∣

داریم (۳ .۲) رابطهͬ طبق همچنین، است. G در uv مانند یالͬ با متناظر Rl
k(G) در xy یال dRl∣∣∣هر

k(G)(x)− dRl
k(G)(y)

∣∣∣ = kl |dG(u)− dG(v)|
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با است برابر uv یال هر سهم پس ͬ کند، م ایجاد Rl
k(G) در یال k۲l دقیقاً G در uv یال هر اینکه به توجه با

k۲l · kl |dG(u)− dG(v)| = k۳l |dG(u)− dG(v)|

داریم یال ها تمام روی جمع با

Irr
(
Rl

k(G)
)
= k۳l

∑
uv∈E(G)

|dG(u)− dG(v)| = k۳lIrr(G).

آنگاه باشد، منظم و ساده همبند، گراف ͷی G اگر .۲۳ .۲ نتیجه

Irr
(
Rl

k(G)
)
= ۰.

گیری نتیجه ۳
گراف ها روی خاص ساختار ͷی و گرافͬ حاصل ضرب های جمله از گراف ها تبدیلات گرفتن نظر در با مقاله این در
است. شده ارائه گراف تبدیلات روی شاخص این برای کران هایی و دقیق روابط بی نظمͬ، شاخص بر تمرکز و
که دادند نشان نتایج است. گرفته قرار بررسͬ مورد گراف ها بودن منظم جمله از خاص حالت های مورد، هر در
ضرب های در که حالͬ در ͬ شود، م صفر بی نظمͬ به منجر پایه گراف بودن منظم ،Rk(G) چون ساختارهایی در
برای چارچوب ͷی ارائەی ضمن دست آوردها این ͬ کند. م ایجاد متفاوتͬ رفتار یال ها، مختلف بخش های سهم گراف
همچنین و حالات سایر در نتایج توسعەی برای را مسیر گراف ها، از شده مشتق ساختارهای در بی نظمͬ مطالعەی

ͬ سازد. م هموار اکسترمال تحلیل های
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