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ریاضͬ پژوهش های

۹۹–۱۰۸ ص ،۲ شماره ،۱۲ دوره ،۱۴۰۵ سال

زیرگروه با دو کلاس از p⁃گروەها برخͬ برای خاص تابعگون های
p۲ مرتبه از مشتق 

(۲) جوهری فرنگیس و ۲ (۱) کاهنͬ اعظم

ایران بیرجند، بیرجند، دانشͽاه آمار، و ریاضͬ علوم دانشͺدۀ ریاضͬ، گروه (۱)

برزیل پائولو، سائو ،ABC فدرال دانشͽاه شناخت، و کامپیوتر علوم ریاضیات، مرکز (۲)

۱۴۰۵̸۷̸۰۱ انتشار: تاریخ ۱۴۰۵̸۰۶̸۲۷ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۴̸۱۱̸۸ دریافت: تاریخ

چͺیده:
.G′ ∼= و مقدماتͬ آبلͬ G/G′ که طوری به باشد دو کلاس از متناهͬ مولدی d p⁃گروه ͷی G کنید فرض
غیرآبلͬ تانسور مربع ضربͽرشور، جمله از تابعگون ها از برخͬ دقیق ساختار توصیف حاضر، کار از هدف Zp ⊕ Zp

ͬ آوریم. م بەدست را G هم رتبه همچنین است. G غیرآبلͬ خارجͬ مربع و

p⁃گروەها غیرآبلͬ، خارجͬ مربع غیرآبلͬ، تانسوری مربع ضربͽرشور، کليدي: واژەهاي

20D15; 20C25 ریاضͬ: ردهبندی

انگیزه و مقدمه ۱
فرض ͬ شود. م داده نشان Φ(G) و G′ ،Z(G) با ترتیب به فراتینͬ زیرگروه و مشتق زیرگروه مرکز، G گروه برای
نشان برای exp(G) همچنین ͬ شود. م داده نشان Gp با G از 〈xp | x ∈ G〉 زیرگروه باشد. اول عدد ͷی p کنید
n مرتبه از متناهͬ دوری گروه Zn آن در که باشد، Zn نسخه −r مستقیم مجموع دهنده نشان Z(r)

n و G نمای دادن
گروه دو غیرآبلͬ تانسوری حاصلضرب از خاصͬ حالت ،G گروه برای G⊗G غیرآبلͬ تانسوری مربع مفهوم است.

نگاشت داد نشان ͬ توان م سادگͬ به شد. معرفͬ [۵] در لودی و براون توسط که است دلخواه

κ : G⊗G → G′

g ⊗ g′ 7→ [g, g′]

توسط که G ⊗ G از زیرگروهͬ را 5(G) و κ هسته را J۲(G) است. ͬ پوشا هم ریخت ͷی g, g′ ∈ G همه برای
5(G) و J۲(G) کنید) مراجعه [۵] (به است مشخص بͽیرید. نظر در ͬ شود، م تولید {g⊗ g | g ∈ G} مجموعه
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۱۰۱ دو کلاس از p⁃گروەها برخͬ برای خاص تابعگون های

قسمت خارج گروه هستند. G⊗G مرکزی زیرگروەهای دو هر

G ∧G =
G⊗G

5(G)

نشان g ∧ g′ با g, g′ ∈ G همه برای G ∧G در (g ⊗ g′)5 (G) عنصر ͬ شود. م نامیده G غیرآبلͬ خارجͬ مربع
صورت: به را κ′ ͬ پوشا هم ریخت κ نگاشت ͬ شود. م داده

κ′ : G ∧G → G′

g ∧ g′ 7→ [g, g′]

حال در وی که وقتͬ شور توسط G گروه برای M(G) ضربͽرشور مفهوم ͬ کند. م القا g, g′ ∈ G تمام ازای به
(برای است یͺریخت G ضربͽرشور با κ′ نگاشت هسته شد. معرفͬ بود، گروەها تصویری نمایش روی بر مطالعه
مربع و غیرآبلͬ تانسوری مربع ضربͽرشور، ساختار نویسندگان از بسیاری کنید). مراجعه [۵] به بیشتر، اطلاعات
مراجعه [۱۲ ،۸] (به ویژه بسیار ⁃گروەهای p و متناهͬ آبلͬ گروەهای مانند گروەها از برخͬ برای را غیرآبلͬ خارجͬ
.G ∼= E/Z(E) که طوری به باشد موجود E گروه اگر ͬ شود م نامیده توانا G گروه باشید داشته یاد به یافتند. کنید)
طوری به ͬ شود م تعریف G از K مرکزی زیرگروه کوچͺترین عنوان به G گروه Z∗(G) دقیق مرکز ، [۳] به توجه با
رتبه از ویژه G متناهͬ ⁃گروه p .Z∗(G) = ۱ اگر تنها و اگر است توانا G خاص، طور به باشد. توانا G/K که
که است بدیهͬ باشد. k رتبه از مقدماتͬ آبلͬ p⁃گروه ͷی Z(G) و G′ = Z(G) = Φ(G) اگر ͬ شود م نامیده k
توسط توانا ویژەی ⁃گروەهای p هستند. ویژه بسیار p⁃گروەهای ،ͷی رتبه از ویژه ⁃گروەهای p .exp(G) ≤ p۲

کلاس از G متناهͬ توانای ویژه ⁃گروه p برای [۳ گزاره ،۱۰] هاینیͺن سپس، شدند. طبقەبندی [۳] همͺاران و بِیل
رتبه از متناهͬ توانای ویژه ⁃گروەهای p تمام او همچنین، .p۵ ≤ |G| ≤ p۷ داد نشان Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)

p که دو
است. شده ارائه طبقەبندی این ادامه، در کرد. طبقەبندی را p نمای و دو

([ ۴ .۱ قضیه ،۹] و [ ۲۴۶ −۲۴۷ صفحات ،۲ بخش ،۱۰] به کنید (مراجعه .۱ .۱ قضیه
G اگر تنها و اگر تواناست G این صورت در باشد. p نمای و دو رتبه از متناهͬ ویژه ⁃گروه p ͷی G کنید فرض

باشد. یͺریخت زیر ⁃گروههای p از ͬͺی با

G۱ = Φ۴(۱۵) = 〈a, a۱, a۲, b۱, b۲|[ai, a] = bi, a
p = api = bpi = ۱, ۱ ≤ i ≤ ۲〉.

G۲ = Φ۱۲(۱۶) = E۱ × E۱ است) p نمای و p۳ مرتبه از ویژه بسیار گروه E۱ آن در (که
G۳ = Φ۱۳(۱۶) = 〈aj, bi|[ai, ai+۱] = bi, [a۲, a۴] = b۲, a

p
j = bpi = ۱, ۱ ≤ j ≤ ۴, ۱ ≤ i ≤ ۲〉.

G۴ = Φ۱۵(۱۶) = 〈aj, bi|[ai, ai+۱] = bi, [a۳, a۴] = b۱, [a۲, a۴] = bt۲, a
p
j = bpi = ۱,

۱ ≤ j ≤ ۴, ۱ ≤ i ≤ ۲〉 است) p پیمانه به دوم درجه غیر باقیمانده t آن در (که
G۵ = T = 〈aj, bi|[a۲, a۱] = [a۵, a۳] = b۱, [a۳, a۱] = [a۵, a۴] = b۲, a

p
j = bpi = ۱,

۱ ≤ j ≤ ۵, ۱ ≤ i ≤ ۲〉.

⁃گروەهای p مانند متناهͬ ⁃گروەهای pکلاس های از برخͬ برای ضربͽرشور ساختار تعیین برای متعددی کارهای
بر علاوه کنید). مراجعه [۱۴ ،۱۲] (به است شده انجام حداکثر رتبه با p نمای از ویژه ⁃گروەهای p و ویژه بسیار
ͷی برای این، بر علاوه آورد. بەدست دو رتبه از متناهͬ ویژه ⁃گروەهای p برای را ضربͽرشور مرتبه [۹] هاتوی این،
G هم رتبە و است منفͬ غیر صحیح عدد ͷی t(G) که |M(G)| = p

۱
۲n(n−۱)−t(G) داریم pn مرتبه از G p⁃گروه

برای کردەاند، مشخص را ͷکوچ هم رتبه از G متناهͬ ⁃گروه p دقیق ساختار نویسندگان از برخͬ ͬ شود. م نامیده
کنید. مراجعه [۷ ،۲] به مثال

هدف باشد. Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از متناهͬ تولید با p⁃گروه ͷی G کنید فرض اکنون

مربع و غیرآبلͬ تانسور مربع ضربͽرشور، جمله از تابعگون ها از برخͬ ساختار از کاملͬ توصیف ارائه حاضر مقاله
ͬ کنیم. م محاسبه را G هم رتبه این، بر علاوه است. G غیرآبلͬ خارجͬ

ͬ کنیم. م محاسبه G گروه برای را موردنظر تابعگون های ،G دقیق مرکز ساختار به توجه با



۱۰۸–۹۹ صفحه ̸ ۲ شماره ۱۲ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ جوهری فرنگیس و کاهنͬ اعظم ۱۰۲

در . Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از مولدی d ⁃گروه p ͷی G کنید فرض .A قضیه

است: برقرار زیر نتایج این صورت

، G ∧G ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)+۲

)
p ، t(G) = ۲d+ ۱ ،M(G) ∼= Z

(
۱
۲d(d−۱)

)
p اگر تنها و اگر Z∗(G) ∼= Zp (i)

.G/Z∗(G) ∼= E۱ × Z(d−۲)
p حالت این در .J۲(G) ∼= Z(d۲)

p و G⊗G ∼= Z(d۲+۲)
p

، G ∧G ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)

)
p ، t(G) = ۲d+ ۳ ، M(G) ∼= Z

(
۱
۲d(d−۱)−۲

)
p اگر تنها و اگر Z∗(G) = G′ (ii)

.G/Z∗(G) ∼= Z(d)
p حالت این در .J۲(G) ∼= Z(d۲−۲)

p و G⊗G ∼= Z(d۲)
p

Gp = ۱ بنابراین .exp(G) ≤ p۲ و Gp ⊆ Φ(G) = G′ که است بدیهͬ باشد. توانا G کنید فرض حال
بنابراین، نیست. توانا G آنگاه باشد، Gp ∼= Zp چنانچه (vi)۱ .۲ قضیه به توجه با .Gp = G′ یا Gp ∼= Zp ،

ͬ کنیم: م مشخص زیر صورت به حالت دو در را تابعگون ها

و Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از مولدی d ⁃گروه p ͷی G کنید فرض .B قضیه

است: برقرار زیر حالت های از ͬͺی این صورت در .exp(G) = p

G ∧G ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)+۵

)
p ، t(G) = ۲d− ۲ ، M(G) ∼= Z

(
۱
۲d(d−۱)+۳

)
p ، G ∼= Φ۴(۱۵)× Z(d−۳)

p (i)

.J۲(G) ∼= Z(d۲+۳)
p و G⊗G ∼= Z(d۲+۵)

p ،

، G ∧ G ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)+۴

)
p ، t(G) = ۲d − ۱ ، M(G) ∼= Z

(
۱
۲d(d−۱)+۲

)
p ، G ∼= H × Z(d−۴)

p (ii)

.H ∼= Φ۱۵(۱۶) یا H ∼= Φ۱۳(۱۶) ، H ∼= Φ۱۲(۱۶) آن در که J۲(G) ∼= Z(d۲+۲)
p و G⊗G ∼= Z(d۲+۴)

p

، G ∧ G ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)+۱

)
p ، t(G) = ۲d ، M(G) ∼= Z

(
۱
۲d(d−۱)−۱

)
p ، G ∼= T × Z(d−۵)

p (iii)

.J۲(G) ∼= Z(d۲−۱)
p و G⊗G ∼= Z(d۲+۱)

p

.Φ(G) = Gp = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از توانا ⁃مولدی d ⁃گروه pͷیG کنید فرض .Ⅽ قضیه

است: برقرار زیر نتایج این صورت در

.t(G) = ۲d+ ۲ و M(G) ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۳

)
p (i)

و G⊗G ∼= Zp۲ ⊕ Z(d۲−۱)
p ، G ∧G ∼= Zp۲ ⊕ Z

(
۱
۲d(d−۱)−۱

)
p آنگاه ، p 6= ۲ اگر (ii)

.J۲(G) ∼= Zp۲ ⊕ Z(d۲−۳)
p

، G ∧ G ∼= Z۴ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۱

)
۲ آنگاه ، N = ker

(
5 (G) → 5(G/G′)

)
و p = ۲ اگر (iii)

.J۲(G)/N ∼= Z۴ ⊕ Z(d۲−۳)
۲ و (G⊗G)/N ∼= Z۴ ⊕ Z(d۲−۱)

۲

مقدمات ۲
اساسͬ نقش زیر قضیه گرفت. خواهند قرار استفاده مورد بعدی بخش در که ͬ دهیم م ارائه را نتایجͬ حاضر، بخش در

ͬ کند. م ایفا اصلͬ قضایای اثبات در

این در .Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از مولدی d p⁃گروه ͷی G کنید فرض .۱ .۲ قضیه

هستند: برقرار زیر گزارەهای صورت،

است. آبلͬ p⁃گروه ͷی G⊗G (i)



۱۰۳ دو کلاس از p⁃گروەها برخͬ برای خاص تابعگون های

و G⊗G ∼= (G ∧G)⊕ Z
(

۱
۲d(d+۱)

)
p ، |G ∧G| = |M(G)||G′| صورت این در .p 6= ۲ کنید فرض (ii)

.J۲(G) ∼= M(G)⊕ Z
(

۱
۲d(d+۱)

)
p

.G′ = G۲ = Φ(G) آنگاه ، p = ۲ اگر (iii)

، G⊗G ∼= G/G′ ⊗G/G′ ، Z∗(G) = G′ آنگاه نباشد، توانا G و Gp = G′ اگر (iv)

⁃گروه p ͷی G ⊗ G خاص، طور به .G ∧ G ∼= M(G) ⊕ G′ و J۲(G) ∼= M(G) ⊕ Z
(

۱
۲d(d+۱)

)
p

است. مقدماتͬ آبلͬ

.exp(G⊗G) = p آنگاه ، exp(G) = p اگر (v)

این، بر علاوه است. مقدماتͬ آبلͬ ⁃گروه p ͷی G⊗G و نیست توانا G آنگاه ، Gp ∼= Zp اگر (vi)

G ∧G ∼= M(G)⊕G′

هستند. مقدماتͬ آبلͬ گروەهای G ∧G و M(G) آنگاه باشد، exp(G) = p یا نباشد توانا G اگر (vii)

.exp(G ∧G) = exp(G⊗G) = p۲ آنگاه باشد، توانا G و exp(G) = p۲ اگر (viii)

و M(G) ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۳

)
p آنگاه باشد، p۲ نمای و دو رتبه از توانا ویژه ⁃گروه p ͷی G اگر (ix)

.G ∧G ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۱

)
p

∼= M(G)⊕ Z(۲)
p

ͬ آید. م بەدست [۴ .۳ لم و ۱ .۳ گزاره ،۱] از سادگͬ به (i) اثبات.

داشت خواهیم ، [۴ .۱ نتیجه و (iii)۳ .۱ قضیه ،(i)۲ .۱ لم ،۴] از .|G∧G| = |M(G)||G′| که است واضح (ii)

.J۲(G) ∼= M(G)⊕ Z
(

۱
۲d(d+۱)

)
p و G⊗G ∼= (G ∧G)⊕ Z

(
۱
۲d(d+۱)

)
p ، 5(G) ∼= Z

(
۱
۲d(d+۱)

)
p

دیͽر، سوی از .G′ ⊆ G۲ ͬ دهد م نشان این .[y, x] = y−۲x−۲(xy)۲ داریم x, y ∈ G همه برای (iii)

.G′ = G۲ = Φ(G) بنابراین و G′ = Φ(G)

ͬ توان م [۱ .۱ قضیه ،۹] اثبات فرآیند مشابه .G۲ = G′ آنگاه باشد، p = ۲ اگر ، (iii) قسمت از استفاده با (iv)
.Z∗(G) = G′ داد نشان

5(G) ∼= 5(G/G′) ، G⊗G ∼= G/G′⊗G/G′ داشت: خواهیم [۱۶ گزاره ،۶] به توجه با این بر علاوه
.G ∧G ∼= G/G′ ∧G/G′ و

آبلͬ گروه ͷی نیز M(G) بنابراین هستند، مقدماتͬ آبلͬ گروەهای دو هر G∧G و G⊗G که است واضح

و J۲(G) ∼= M(G)⊕5(G) ∼= M(G)⊕ Z
(

۱
۲d(d+۱)

)
p بنابراین، است. مقدماتͬ

.G ∧G ∼= M(G)⊕G′

ͬ آید. م بەدست [۴ .۳ لم ،۱] ͷکم به نتیجه (v)

بر علاوه و نیست توانا G داد نشان ͬ توان م [۳ .۱ قضیه ،۹] اثبات فرایند مشابه .p > ۲ ، (iii) قسمت از (vi)

.G/Z∗(G) ∼= E۱ × Z(d−۲)
p یا G/Z∗(G) = G/G′ [۱ .۳ قضیه ،۱۱] به توجه با .Z∗(G) ⊆ G′ این

آبلͬ G ∧ G داد نشان ͬ توان م [۴ .۲ نتیجه ،۸] و [(iv)۱۶ گزاره ،۶] ، (iv) قسمت اثبات مشابه روشͬ با
.G ∧G ∼= M(G)⊕G′ نتیجه در و است مقدماتͬ

ͬ آید. م بەدست (vi) و (v) ، (iv) های قسمت از راحتͬ به (vii)
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G′ = Gp = 〈xp〉 ⊕ 〈yp〉 کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون .Gp = G′ ، (vi) قسمت از استفاده با (viii)
بͽیرید. نظر در را زیر دقیق دنباله [۷ گزاره ،۶] از استفاده با .xp 6= yp و x, y ∈ G آن در که

G′ ⊗ (G/G′) → G⊗G
τ→ G/G′ ⊗G/G′ → ۱.

از استفاده با .kerτ = S که است واضح .S = 〈xp ⊗ g, yp ⊗ g۱ | g, g۱ ∈ G〉 دهید قرار همچنین
داشت خواهیم ، g ∈ G برای اینرو از .S 6= ۱G⊗G و (G⊗G)/S ∼= G/G′ ⊗G/G′ ، [۱۶ گزاره ،۶]
نتیجه در .(x⊗ g)p = (xp ⊗ g)(g⊗ [x, g])

−۱
۲ p(p−۱) 6= ۱G⊗G [۴ .۳ لم ،۱] به بنا و xp ⊗ g 6= ۱G⊗G

.exp(G ∧G) = p۲ داد نشان ͬ توان م مشابه، روشͬ با .exp(G⊗G) = p۲

.|M(G)| = p
۱
۲d(d−۱)−۱ و Gp = G′ ،[۵ .۱ و ۳ .۱ ،۱ .۱ قضایای ،۹] از استفاده با (ix)

زیر دنباله [۷ گزاره ،۶] به توجه با .|G ∧G| = p
۱
۲d(d−۱)+۱ بنابراین

G′ ⊗ (G/G′) → G ∧G
η→ G/G′ ∧G/G′ ∼= M(G/G′) → ۱,

از .M(G/G′) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)

)
p ،[۱۲ .۲ .۲ نتیجە ،۱۲] به بنا .K = ker η کنید فرض است. دقیق

ͬ شود م نتیجه (viii) قسمت از استفاده با .۱ 6= K ∼= Zp داریم ، |G ∧ G| = p
۱
۲d(d−۱)+۱ که آنجایی

.exp(M(G)) = p۲ ͬ کنیم م ادعا .G ∧G ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۱

)
p بنابراین .(G ∧G)p = K ∼= Zp

بنابراین، G ∧ G ∼= M(G) ⊕ Zp۲ آنگاه .M(G) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)−۱

)
p کنید فرض خلف، برهان به

و M(G) ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۳

)
p بنابراین، است. غیرممͺن که G′ ∼= (G ∧ G)/M(G) ∼= Zp۲

.G ∧G ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۱

)
p

∼= M(G)⊕ Z(۲)
p

شد. خواهد استفاده بعدی قضیه اثبات در زیر لم

.|Z(G)| = pm Φ(G)و = G′ ∼= Z(k)
p که طوری به باشد دو کلاس از متناهͬ ⁃گروه pͷیG کنید فرض .۲ .۲ لم

آنگاه

.Z(G) ∼= G′ ⊕ Z(m−k)
p

∼= Z(m)
p اگر تنها و اگر exp

(
Z(G)

)
= p (i)

طوری به t مقدار برای اگر تنها و اگر نباشد Z(G) مستقیم جمعوند G′ اگر تنها و اگر exp
(
Z(G)

)
= p۲ (ii)

.Z(G) ∼= Z(m−۲t)
p ⊕ Z(t)

p۲
، ۱ ≤ t ≤ k که

.exp
(
Z(G)

)
≤ p۲ بنابراین، هستند، مقدماتͬ آبلͬ Z(G)/G′ و G/G′ اثبات.

Z(G) ∼= G′ ⊕ Z(m−k)
p

∼= Z(m)
p اگر تنها و اگر exp

(
Z(G)

)
= p که کرد بررسͬ راحتͬ به ͬ توان م (i)
ͬ رسد. م اثبات به حͺم درستͬ بنابراین

اگر تنها و اگر exp
(
Z(G)

)
= p۲ که ͬ دهد م نشان (i) قسمت ، exp

(
Z(G)

)
≤ p۲ که آنجایی از (ii)

تنها و اگر نیست Z(G) مستقیم جمعوند G′ که ͬ دهیم م نشان اکنون، نباشد. Z(G) مستقیم جمعوند G′

کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون .۱ ≤ t ≤ k که t مقدار برای Z(G) ∼= Z(m−۲t)
p ⊕ Z(t)

p۲
اگر

راحتͬ به نباشند. Z(G) مستقیم جمعوند ۱ ≤ j ≤ t که j تمام برای 〈xj〉 که طوری به G′ = ⊕k
i=۱〈xi〉

ͬ باشند، م p۲ مرتبه از مجزا دو به دو مرکزی دوری زیرگروەهای ها Kj آن در که ، 〈xj〉 ⫋ Kj که دید ͬ توان م
این از .r 6= j و ۱ ≤ r, j ≤ t که طوری به j و r همه برای Kj ∩Kr = ۰ و Zp۲

∼= Kj ⊆ Z(G) یعنͬ
است. واضح قضیه این عکس .۱ ≤ t ≤ k که t مقدار برای Z(G) ∼= Z(m−۲t)

p ⊕ Z(t)

p۲
ͬ شود م نتیجه رو



۱۰۵ دو کلاس از p⁃گروەها برخͬ برای خاص تابعگون های

قرارگیری نحوی به ، Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p وقتͬ دو کلاس از G ⁃گروه p ساختار که ͬ دهد م نشان زیر قضیه

دارد. بستگͬ Z(G) در G′

و G از زیرگروەهایی K و H ، G = HK اگر است، K و H مرکزی حاصلضرب G گروه که باشید داشته یاد به
نوشت. خواهیم G = H ·K صورت به را G باشد، K و H زیرگروه دو مرکزی حاصلضرب G اگر .[H,K] = ۱

.|Z(G)| = pm و Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از ⁃گروه p ͷی G کنید فرض .۳ .۲ قضیه

است: برقرار زیر حالت های از ͬͺی این صورت در

است. دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H آن در که ، G ∼= H × Z(m−۲)
p (i)

دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H و K۱ ∩G′ ∼= Zp ، K۱ ∼= Zp۲ آن در که ، G ∼= (H ·K۱)× Z(m−۳)
p (ii)
است.

،(K۲ × K۳) ∩ G′ = G′ ،K۲ ∼= K۳ ∼= Zp۲ آن در که ،G ∼=
(
H · (K۲ × K۳)

)
× Z(m−۴)

p (iii)

است. دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H و K۲ ∩K۳ = ۱

K۱ ∩G′ ∼= Zp آن در که Z(G) ∼= K۱ × Z(m−۲)
p ، Z(G) ∼= G′ × Z(m−۲)

p که ͬ دهد م نشان ۲ .۲ لم اثبات.
و (K۲ × K۳) ∩ G′ = G′ ، K۲ ∩ K۳ = ۱ آن در که Z(G) ∼= K۲ × K۳ × Z(m−۴)

p یا K۱ ∼= Z۲
p و

ͬ کنیم: م تقسیم زیر حالت سه به را اثبات G ساختار آوردن بەدست برای .K۲ ∼= K۳ ∼= Z۲
p

دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی G ، A = ۱ اگر .A ∼= Z(m−۱)
p آن در که ، Z(G) = G′ × A کنید فرض (i)

ͬ شود. م کامل اثبات و است
G/G′ = H/G′ × (AG′)/G′ داریم است، مقدماتͬ آبلͬ G/G′ که آنجا از .A 6= ۱ کنید فرض حال
G ∼= H × A نتیجه در .G′ = H ∩ AG′ = (H ∩ A)G′ و G = HA بنابراین .G از H زیرگروه برای
خواهیم ، G′ = H ′ و Z(H) × A = Z(G) = G′ × A که آنجا از .H ∩ A ⊆ G′ ∩ A = ۱ زیرا

است. دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H بنابراین .Z(H) = H ′ = G′ داشت

و Zp
∼= A۱ ⫋ G′ ، K۱ ∼= Zp۲ ، K۱ ∩ G′ ∼= Zp آن در که ، Z(G) ∼= K۱ × A۱ × A۲ کنید فرض (ii)

ͬ گیریم: م نظر در زیر شرح به را حالت دو .A۲ ∼= Z(m−۳)
p

ͬ توان م (i) بخش اثبات مشابه روشͬ با .Z(G) = K۱ ×A۱ صورت این در .m = ۳ کنید فرض ۱ حالت
و [H,K۱] = ۱ ، K۱ ⊈ H است، دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H آن در که G = HK۱ داد نشان

.K۱ ∩H ′ ∼= Zp که طوری به G = H ·K۱ که ͬ شود م نتیجه رو این از .H ∩K۱ = H ′ ∩K۱
، G = P ×A۲ که، طوری به است موجود G از P زیرگروه ، ۱ حالت مشابه .m ≥ ۴ کنید فرض ۲ حالت
.K۱ ∩H = و P = H ·K۱ که ͬ دهد م نشان ۱ حالت این، بر علاوه .Z(P ) = K۱ ×A۱ و P ′ = G′

،K۱ ∩G′ ∼= Zp ،K۱ ∼= Zp۲ که طوری به G′ = H ′ و G = (H ·K۱)×A۲ بنابراین H ′ ∩K۱ ∼= Zp

ͬ شود. م کامل اثبات حالت این در و است دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H و A۲ ∼= Z(m−۳)
p

.K۲ ∼= K۳ ∼= Zp۲ و (K۲ ×K۳) ∩G′ = G′ آن در که ،Z(G) ∼= K۲ ×K۳ × Z(m−۴)
p کنید فرض (iii)

ͬ آید. م بەدست نتیجه (ii) بخش اثبات فرایند مشابه

حاصلضرب صورت به Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که دو کلاس از G توانا ⁃گروه p ساختار ͬ دهد م نشان زیر قضیه

است. مقدماتͬ آبلͬ ⁃گروه p ͷی و دو رتبه از توانا ویژه ⁃گروه p ͷی مستقیم

و Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که طوری به باشد دو کلاس از مولدی d ⁃گروه p ͷی G کنید فرض .۴ .۲ قضیه

از توانا ویژه ⁃گروه p ͷی H آن در که ،G ∼= H × Z(m−۲)
p اگر تنها و اگر تواناست G گاه آن .Z(G) ∼= Z(m)

p

است. دو رتبه
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(i)۳ .۲ قضیه .exp
(
Z(G)

)
= p داریم [۲ .۱ گزاره ،۳] به بنا ت صور این در باشد. توانا G کنید فرض اثبات.

آبلͬ H/H ′ که آنجا از است. دو رتبه از ویژه ⁃گروه p ͷی H آن در که G ∼= H × Z
(m−۲)
p که ͬ دهد م نشان

گزاره ،۱۵] طبق دیͽر، سوی از .Z∗(H) ⊆ H ′ نتیجه در تواناست. H/H ′ ، [۳ .۷ گزاره ،۳] طبق است مقدماتͬ
(۲) نکته ،۱۰] به بنا قضیه این عکس است. توانا H بنابراین .Z∗(H) = ۱ بنابراین و Z∗(H) ∩H ′ = ۱ [۲ .۳

است. برقرار [۲۴۷ صفحه

اصلͬ قضایای اثبات ۳
هنگامͬ را دو کلاس Gاز ⁃گروه p غیرآبلͬ تانسور مربع و غیرآبلͬ، خارجͬ مربع ضربͽرشور، هم رتبه، آمادەایم اکنون،

کنیم. محاسبه Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)
p که

حال، .M(G) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)

)
p اگر تنها و اگر Z∗(G) ∼= Zp که ͬ دهیم م نشان ابتدا، (i) .A قضیه اثبات

بنابراین و G۲ = G′ آنگاه باشد، p = ۲ اگر (iv) و (iii)۱ .۲ قضیه طبق .Z∗(G) ∼= Zp کنید فرض
استفاده با .G/Z∗(G) ∼= E۱×Z(d−۲)

p [۱ .۳ قضیه ،۱۱] به، بنا باشد. فرد باید p اینرو، از .Z∗(G) = G′

است واضح p > ۲ برای .M(G) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)

)
p داشت، خواهیم اصلͬ] قضیه ،۱۳] و [۲ .۴ قضیه ،۳] از

آورد. بەدست شد، استفاده بالا در که مشابهͬ روش با ͬ توان م را قضیه این عکس .t(G) = ۲d + ۱ که

طبق .t(G) = ۲d + ۱ اگر تنها و اگر M(G) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)

)
p اگر تنها و اگر Z∗(G) ∼= Zp بنابراین

کنیم تعیین را J۲(G) و G ∧G ،G⊗G ساختار ͬ توانیم م ،(ii)۱ .۲ قضیه

.t(G) = ۲d + ۳ اگر تنها و اگر M(G) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)−۲

)
p اگر تنها و اگر Z∗(G) = G′ است واضح (ii)

[۱۲ .۲ .۲ نتیجه ،۱۲] و [۲ .۴ قضیه ،۳] ،(vii)۱ .۲ قضیه
.G∧G ∼= M(G)⊕G′ رو، این از هستند. مقدماتͬ آبلͬ گروەهای دو هر G∧G و M(G) ͬ کند م ایجاب

کرد. تعیین ͬ توان م را J۲(G) و G ∧G ،G⊗G ساختار (iv) و (ii)۱ .۲ قضیه طبق

که وقتͬ را دو کلاس از G ⁃گروه p غیرآبلͬ تانسور مربع و غیرآبلͬ خارجͬ مربع ضربͽرشور، هم رتبه، ادامه، در
ͬ کنیم. م محاسبه Φ(G) = G′ ∼= Z(۲)

p

دو رتبه از توانا ویژه ⁃گروه p ͷی H آن در که ،G ∼= H × Z(m−۲)
p که ͬ دهد م نشان ۴ .۲ قضیه .B قضیه اثبات

با .G ∼= Φ۴(۱۵) × Z(d−۳)
p نتیجه در .H ∼= Φ۴(۱۵) دهید قرار ، [۴ .۱ قضیه ،۹] به توجه با است. p نمای و

داریم ،[۱۲ .۲ .۲ نتیجه و ۱۰ .۲ .۲ قضیه ،۱۲] و [۴ .۱ قضیه ،۹] از استفاده

M(G) ∼= M(H)⊕M(Z(d−۳)
p )⊕ (H/H ′ × Z(d−۳)

p ) ∼= Z
(

۱
۲d(d−۱)+۳

)
p

.t(G) = ۲d− ۲ بنابراین،
یͺریخت T یا Φ۱۵(۱۶) ،Φ۱۳(۱۶) ،Φ۱۲(۱۶) ⁃گروەهای p از ͬͺی با H وقتͬ G ضربͽرشور مشابه، طور به
J۲(G) و G ∧ G ،G⊗ G ساختار ͬ توانیم م ،(ii)۱ .۲ قضیه از استفاده با همچنین آورد. بەدست ͬ توان م را است

آوریم. بەدست را

و دو رتبه از توانا ویژه ⁃گروه p ͷی H آن در که G ∼= H × Z(m−۲)
p ͬ دهد م نشان ۴ .۲ قضیه .Ⅽ قضیه اثبات

است. مولدی (d۱ +m− ۲) ⁃گروه p ͷی G آنگاه باشد. مولدی d۱ ⁃گروه p ͷی H کنید فرض است. p۲ نمای
و ،۱۰ .۲ .۲ قضیه ،۱۲] و [۵ .۱ و ۱ .۱ قضایای ،۹] ، (ix)۱ .۲ قضیه از استفاده با .d = d۱ + m − ۲ بنابراین،

داریم: ،[۱۲ .۲ .۲ نتیجه



۱۰۷ دو کلاس از p⁃گروەها برخͬ برای خاص تابعگون های

M(G) ∼= M(H)⊕M(Z(m−۲)
p )⊕ (H/H ′ ⊗ Z(m−۲)

p )

∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d۱(d۱−۱)+ ۱

۲ (m−۲)(m−۳)+d۱(m−۲)−۳
)

p

∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲ (d۱+m−۲)(d+m−۳)−۳

)
p

∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۳

)
p ,

داریم ،(viii) ۱ .۲ قضیه از .t(G) = ۲d+ ۲ که، است واضح .M(G) ∼= Zp۲ ⊕Z
(

۱
۲d(d−۱)−۳

)
p بنابراین و

بنابراین، .(G ∧G)p ∼= Zp ͬ شود م نتیجه ،(ix)۱ .۲ قضیه اثبات مشابه .exp(G ∧G) = p۲

G ∧G ∼= Zp۲ ⊕ Z
(

۱
۲d(d−۱)−۱

)
p

∼= M(G)⊕ Z(۲)
p .

آورد. بەدست را J۲(G) و G⊗G ساختار ͬ توان م [۳ .۱ قضیه ،۴] و (ii)۱ .۲ قضیه از استفاده با همچنین،
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