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منحنی جدید برای تخمین پارامتر -Lبررسی استدلال ریاضی یک 

 TSVD روشدر  سازی منظم


؛علیرضاکشوری،سیدمحمدحسینی

آماروریاضیدانشگاهتربیتمدرس،دانشکدهعلوم،گروه

11/11/13پذیرش13/11/11دریافت

 چکیده

حسباستکهازرسممنحنیبراینTSVDسازیکردنپارامتربهینهدرروشمنظمجدیدبرایپیدایروش

استفادهمی ]5[کندنرممانده پارامتریروشTSVDسازیچونمنظم. اینازاینرو،سازیگسستهاستممنظبا

بیانت.منحنیهممنحنیگسستهاست -Lشودرفتاراینمنحنیجزیهوتحلیلریاضینشاندادهمیدراینمقالهبا

پارامترمنظمسی نقههگوشهاینمنحنینیزمینحنیکلام-Lروش وماننداستشکل بهینه سازتواندمتناظربا

پرونینگازدوروش(پارامتربهینه)منحنیL-گوشهۀپیداکردننقه رایب.باشد
1
ترینینگو

1
نتایج.کنیماستفادهمی

 .کندمنحنیکلاسی عملمی-Lدهداینمنحنیبهترازعددینشانمی

منحنیجدید-Lمنحنیگسسته،TSVD،-Lسازیمنظم :های کلیدیواژه

 

 مقدمه

صورتهاییبهلازماستتاجوابدستگاههایعلوممختلفومسائلواقعی،دربسیاریازکاربرد

Ax = b        A           (1)  

 یعنی،آلودهبهنویزاست b بسیاربدحالتو A که

b =    + e (1)  

b شودتاخهاهایبسیارکوچ دربردارسمتراستباعثمیAبدحالتیماتریسضرایب.دستآوریمهراب

آمدنخهاهایبسیاربزرگیدرجوابمسئلهشوندوجودهبباعث (1)ۀدرطرفراستمعادل bچونبردار.

استپسجوابب نویز به ازروشهآلوده استفاده با تقریبمناسبیامعمولنمیهایدستآمده تواند جوابز

حساسکهبهنویزدربردارسمتراستتردیگرکمیایندستگاهرابادستگاهبربنا.بدوننویزباشددستگاه

شودکهپارامتریکنترلمیباسازیهایمنظمروش.گویندسازیمیکنند،اینعملرامنظمگزینمیباشدجای

پارامترمنظمآن گویندسازیمیرا ودرمانسازیهایمنظمدربعضیروش. تیخونوفاینپارامترپیوسته ند

روش.]1 [تاینپارامترگسستهاسTSVD ،،سازیتجزیهمقادیرتکینقهعشدهبعضیدیگرمانندروشمنظم

TSVDایازجوابدنباله  ، میk = 1،2،…،pکه تولید را پارامتر انتخاببهینه هدفاصلی، و  کند

                                                           
*

alireza_keshvari@yahoo.comنویسنده مسئول
1. pruning 
2. triangle 
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kاست اند،ازجملهروشاصلتفاوت،سازیبهینهپیشنهادشدهبرایانتخابپارامترمنظمهایمختلفیروش.

.[1]منحنی-Lوروش(GCV) اعتبارسنجیمتقابل

روش-Lروش نسبتبه منحنی بهتری کارایی دیگر برایداردهای جمله هستاز نیز دارایمشکلاتی اما

بههمراهتجزیهویدراینمقاله،روش.[3]دهددستنمیههایهموارتریدارند،نتایجخوبیبمسائلیکهجواب

ارائهخواهدشدکهازاطلاعاتنرممانده TSVDسازیروشبرایتخمینپارامترمنظمتحلیلریاضیآن،

.منحنینشانخواهدداد-Lایجعددیکاراییاینروشرادرمقایسهباروشنت.کنداستفادهمی

 

 مفاهیم اولیه

تصوربهAرادرنظربگیریدتجزیهمقادیرتکینماتریس(1)دستگاه

A=UΣ                                                                     3  

 استکهدرآن

U      ، 

V      ، 

  = rank (A). 

 و

Σ      

قهریباعناصرقهرینزولیمثبتاستیعنییماتریس

            (4)  

:داشتهباشیم(3)ۀبااستفادهازرابه(1)اگربرایدستگاه: (pc) شرط پیکارد

 
   

   
 

  
     

 

   

 

.]1 [ندکدرشرطپیکاردصدقمی b بردارسمتراستگاهگوییمآن

درشرطپیکارد   گاهباشدآن(1)بردارسمتراستدقیقدستگاه  اگر: DPC))پیکارد گسسته  شرط

   کنداگرضرایبفوریهصدقمیگسسته
.]1 [هابهصفرمیلکنند  ترازطورمیانگینسریعبه    

صورتمعادلهایندر.باشدوخهیپوشا،فشردهیگرعملTکنیمفرضمی: وجودی پیکارد  قضیه

Tf = g، 

.]1 [اگروتنهااگردرشرطپیکاردصدقکندداردی جوابgبرایسمتراستدادهشده
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بایددرشرطمسئله،(1)مانندمسئلهی جوابدری ،برایداشتنمذکورتوجهبهقضیهوتعاریفبا

ترازمقادیرتکینبهصفرطورمتوسطسریعبهاینمعنیکهضرایبفوریهبدوننویزبایدبه.پیکاردصدقکند

 .میلکنند

ۀسازیفرضبرایناستکهنویزموجوددربردارسمتراستدرمعادلهایمنظمچنیندرتمامروشهم

هایآندارایمؤلفهبستهاستکههری ازناهممتغیرتصادفینویزسفیدی .]1[ی نویزسفیداست(1)

ی بردارنویزسفیداستهرگاه(  ، ،  ) = eاست،یعنی  توزیعگاوسیبامیانگینصفروواریانس

E(  ) = 0،    E{    } =      ،        ،     

کوواریانسۀدهندنشانcovامیدریاضیوۀدهندنشان E ،کهدرآن     = cov(e)وE(e) = 0درنتیجه،

  .است

 TSVDی  ساز منظم

 :صورتنوشتدینتوانبجوابمعادلهرامی(3)و(1)باتوجهبهروابط.رادرنظربگیرید(1)دستگاه

1 1

T Tn n
i i

i i

i ii i

e

u b u e
x v v

x x

  

 

 

 
 

bچون میدر صدق پیکارد رفتارکندشرط ،  
استمشخص    اندیسو افزایش با ،    

کوچ       

   حالرفتار.شودمی
:تواناثباتکردکهنویزسفیداستبراحتیمیeچون.کنیمرابررسیمی      

    (                         

E(        

ازطرفی.نیزی نویزسفیداست   کهدهندنشانمیمذکورعبارات

E{   
            

       
            ، 

 ودرنتیجه

 E{   
      . 

   هایلفهؤاین،امیدریاضیمبربنا
زیراکند،درشرطپیکاردصدقنمیeدرنتیجه،.است برابر   

   کنندولیهاباافزایشاندیسبهصفرمیلمی  
رمقداپسباافزایشاندیس،.مانندهاتقریباًثابتباقیمی   

   
.شوندترنویزدرجوابمیهاافزایشپیداکردهوباعثحضوربیش|      

اندیسهایمتناظرمؤلفهدرنتیجه کنندتریدرانتشارنویزدرجوابایفامیهایبزرگ،نقشبیشبا پس.

تقسیمکردتوانبهدوزیرمیرا}     ،  ،  بجوافضای فضا مقادیرتکین. چونبردارهایمتناظربا

TSVDسازیتریننقشرادارنددرنتیجهروشمنظمدرانتشارنویزدرجواببیش(اندیسبزرگ)کوچ 

به تا است اندیسامیدوار یازای توkمناسب فضای به جواب کردن تصویر با ، شده بردارهایبالید

ببتواندهم{    ،  ،   دستآوردهوهمازانتشارنویزدرجوابهزمانهمتقریبمناسبیازجوابرا

:صورتاستدیندرنتیجهجوابتصویرشدهبهاینفضاب.جلوگیریکند
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  ،       ، ، ،  

:عبارتدیگریابه
 1 ,T

kx VF U b   

:شودصورتتعریفمیدیناستوبTSVDسازیماتریسفیلترروشمنظمFکه

F = diag (  ،  ، ،   ، 

که

0 . 

1
i

i k
f

i k


 

  

انتخابدرست.شودسازیمهرحمیمنظمعنوانپارامتربه{    ،  ،  بعدفضایTSVDدرروش

منظمتأثیرسازیپارامترمنظم داردواگرمناسبانتخابنشود،زیادیدرقابلقبولبودنجوابدستگاه شده

[.1]حتیممکناستوضعیترابدترکندسازینهتنهامفیدنخواهدبودبلکهمنظم

-Lمنحنی 

منحنی-Lروش،TSVDدرروشسازیبهینهکردنپارامترمنظمهایارائهشدهبرایپیدایکیازروش

رسمنموداریستکهازوصلکردننقاطدنبالهۀمنحنیبرپای-Lروش.است

        ،     ،       ، ، ، ، 

:است،یعنیkxدرمسئلهماندهkr.آیددستمیهباخهوطمستقیمب

.k kr b Ax   

منحنیبهمنحنی-Lدادننام.کننداستفادهمی kازرفتاراینمنحنیبرایتخمینپارامتر ,k kr xبهاین

قسمت.وازدوقسمتعمودیوافقیتشکیلشدهاستاستLاستکهرفتاراینمنحنیشبیهحرفلاتیندلیل

قسمتافقیمنحنیمتناظرباجواب-Lعمودی -Lهاییاستکهدرآنخهاینویزدرجوابغالباستاما

اینمنحنیۀجاستکهگوشدراین.سازیدرجوابغلبهداردهاییاستکهخهایمنظممنحنیمتناظرباجواب

انتخابمناسبیبرایپارامترمی نویزمنحنیحالتۀباشد،چونقبلازگوشkتواند با عمودیداشتهوغلبه

شوداماازطرفدیگر،پسازگوشهمنحنیحالتافقیپیداکردهواگرچهاثرنویزدرجوابکنترلمی.است

بربنا.گیردکندوگوشهدرواقعجاییاستکهاینتغییروضعیتصورتمیسازیافزایشپیدامیخهایمنظم

متناظربا kسازیایجادکندوسازیخهاینویزوخهایمنظمسبیبینمینیممتواندتعادلمناایننقههگوشهمی

کاررودهسازیبعنوانپارامترمنظمتواندبهآننیزمی هانسنبرایاولینبار. منحنیوبررسی-Lاطلاقنام

[.۴]دادانجامراسازیخواصاینمنحنیوچگونگیاستفادهازآنبرایتخمینپارامترمنظم

L-منحنی جدید 

دراینبخشنشانمی کهبا ازخواصورفتارنرمدهیم درازایمقادیرمختلف استفاده توانمیkمانده

کردTSVD سازیسازیمناسببرایروشمنظمپارامترمنظم پیدا درادامهمنحنی. 2
, kk rبررسی را
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اولینرااینمنحنیسادکوریشل.دارد Lوشکلیشبیهاستدهیمکهمنحنینزولیومحدبکردهونشانمی

دهیماینچنیننشانمیهم.کهتجزیهتحلیلخاصیازفرممنحنیارائهشدهباشدامابدوناین[۵]کردندارائهبار

است-Lمنحنینیزمشابه یکیقسمتمسهحوافقیکهدرآنخهاینویزدرمنحنیدارایدوقسمتعمده

وخهایاستحساسkماندهبهتغییراتکوچ جوابغالباستودیگریقسمتعمودیکهدرآننرمباقی

سازیدرجوابغلبهداردمنظم ایندوقسمتاستمیهم. کننده انتخابخوبیچنینکنجمنحنیکهجدا تواند

منظم پارامتر ببرای موضو .اشدسازی این دادن نشان ایدهاعبرای مقالۀاز در شده بیان برای[11]ۀ که

-Lکنیمهایپیوستهاستاستفادهمیمنحنی.

:کنیمرابهدوقسمتتقسیممیTSVDسازیجوابمسئلهمنظم،kxبرایشروعابتدا

,e

k k kx x x   

کهدرآن 1 T

k r rx V F U b شدهجوابدقیقنسخهمنظمxچنینهم.است 1e T

k r rx V F U e نشان

:درواقع.استkxشدهدهندهعاملنویزدرجوابمنظم

     
  

   

  

 

   

  ،      
   

  
  

  

 

   

    

:داریمبرهمیناساس

,e

k k kr r r   

کهطوریبه

   
1 1 

, .
m m

T e T

k i i k i i

i k i k

r u b u r u e u
   

    

وkrهایدراینبخشرفتارنرم
e

krهابررفتارنرمآنتأثیرونیزkrرابررسیکردهونشانخواهیمداد

چهبه eهاییkازای

krباقی بهkrماندهبر و دارد ازغلبه مقادیری چه بیشkrدر    ،kازای تریحضور

:کنیمهایزیررامعرفیمیکارکمیتبرایاین.دارد

 

 

 

2

2

2

,

,

.

k

k

e e

k

k

k

k

r

r

r













 

:داریم

   
2

1

,
m

T

i

i k

k u b
 

   

اینبربنا kتابعینزولیازkعبارتدیگرمنحنیبه.است 2
, kk rاینمنحنی.منحنینزولیاست

نقههrشامل

 2
, , 1,2, , ,k kP k r k r   

1rدرنتیجهشامل.اندهموصلشدهاستکهباخهوطمستقیمبه خطحالبرایپاره.خطاستپارهjامکهاز

هایوصلکردننقهه
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2

2

1 1

, ,

1,2, , 1,

1, ,

j j

j j

P j r

j r

P j r 

 


  
  


 

xمیزانتغییراتمحور،آیددستمیهب هابرابراستبا:

       j j    

yمحور،ماندهزانتغییراتنرمباقیچنینمیهم هابرابراستبا:

 
2

1 ,( ) T

jj u b     

:امبرابراستباjخطشیبپارهخط،باتوجهبهتعریفشیبپارهپس

 
2

1 .T

j js u b   

Tکندرفتارکاردصدقمیدرشرطپیbچونطبقفرض،برایسادگیوبدونکاستنازکلیت

iu bرا

صورتبه
1,T

i

p

iu b    

زیرابااینفرضعبارت،شودی عددمثبتفرضمیpجاکنیمدراینسازیمیشبیه

,

T

i p

i

i

u b



  

افزایشاندیسبهصفرمیلمی برقراریشرطپیکارداستکندکهنشانبا دهنده همیندلیلاینفرضقابلبه.

ازنوع eچنینچونطبقفرضنویزهم[.1]وضعاستمسائلبدۀدرزمیناپژوهشبسیاریازۀوپایاستقبول

:داریم،نویزسفیداست

1.T

iu e   

:دستآوردههابتقریبرابرایشیبپارهخطاینتوانمیهاهحالباتوجهبهاینفرضی

 
2

1

1 1 .p

j js  

    

:ۀباتوجهبهرابه

1 2 0,r      

:کنندرابههصدقمیاینهادرjsها،iبرای

1 2 1 0.rs s s      

درواقع jsدهدمنحنیشبیهبهی منحنیمحدباستنشانمیکهایصعودیباعناصرمنفیاستدنباله.

سادگیمی منحنیبه محدببودن نزولیو هایتوان , ( )k kو , ( )ek kب نیز اثباتهرا مشابه طور

مانندمقدارهاهانزولیوشبیهی منحنیمحدبهستنداماچونخواصدیگرآناینمنحنیۀاگرچههم.کرد

بتررفتاراینمنحنیبهبردارسمتراستبستگیداردبهبررسیدقیق،شیب با.پردازیمطورجداگانهمیهها

 :دستآوردههارابتقریباینتوانمی،توجهبهفرضیاتمهرحشده

 
2

1 1

( ) 1,
m m

e T

i

i k i k

k u e
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   2 2 1

1 1

( ) ,
m m

pT

i i

i k i k

k u b 


   

    

 

مذکوردرروابط 2 1

1

m
p

i

i k




 

تأثیرتحت
 2 1

k

p



راطوریپیداکردکهتوانعددثابتاینمیبربنا.است

 2 1 2( 1)

1

.
m

p p

i k

i k

 
 

 

  

:آیددستمیههابتقریباینگذاریاینتقریبدرنهایتباجای

2( 1)

1

2( 1)

2

( ) ,

( ) ,

( ) .

e

p

k

p

k

k m k

k

k m k



  

  





 



  



)میلکندرفتار1به kشودکهوقتیهامشاهدهمیاینتقریبۀمقایساز )kبسیارشبیهرفتار( )kاست

)وبارفتار )e kازطرفدیگرباافزایش.تفاوتداردk2زاثرعبارتا( 1)

2

p

k  در( )kکاستهشدهو

بینیتناسب )رفتاری )e kو( )kمی کردرا مشاهده می.توان نشان امر برایاین که بزرگkدهد های

شودپیشنهادخوبیبرایتخمینپارامتراینجاییکهاینتغییرایجادمیبربنا.حضورنویزدرجوابزیاداست

عنوانبه.شودمنحنیکنجاینمنحنیجاییاستکهاینتغییررفتارایجادمی-Lهمانندروش.استسازیمنظم

.نشاندادهشدهاست1درشکل [۸]ازheat(100)منحنیجدیدبرایمثال-Lمثالنمودار



 نتایج عددی

سازیمنحنیکلاسی ،برایپیداکردنپارامترمنظم-Lمنحنیجدیدرادرمقایسهبا-Lدراینبخشکارایی

استفادهtriangleوpruningهاازدوروشمنحنی-Lبرایپیداکردننقههگوشهدراین.دهیمبهینهنشانمی

[.۷]،[۶]کنیممی



















 heat(100) منحنی جدید برای مثال -L نمودار . 8شکل 

2 1 2
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m m

T P

i i

i k i k

k u b  

   

   

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

1.
1.

75
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

94
.1

.1
.6

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-0

6-
06

 ]
 

                             7 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.1.1.75
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1394.1.1.6.0
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2530-en.html


 هایریاضیپژوهش    1314وتابستان،بهار1،شماره1جلد                78
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

گاوسیینویز eشودکهآلودهمی eگیریبردارسمتراستدقیقبانویزخهاهایاندازهسازیبرایشبیه

استو

5 10 , 0.j
e

j
b

   

k*دستآمده،جواببهینههچنینبرایارزیابیکیفیتجواببهم
xآوریمدستمیهطریقباینرااز:

* argmin .
k

k

x x
k

x




معادلهانتگرالی.1مثال

0

2
exp( ) ( ) 0,

2 1
,st x t dt s

s



  


دارایجواب

( ) exp ,
2

t
x t

 
  

 


دستهدستگاهبماتریسضرایبسازیکرده،گسسته،ilaplace(n)[۸]اینمعادلهرابااستفادهازدستور.است

bۀبردارسمتراستبدونخهاراازرابه.استxوجوابدقیقآمده Axآوریمدستمیهب.

64nبرایحالت 2وj ب طورتصادفیتولیدکردهوبهبردارسمتراستدقیقاضافههبردارنویزرا

منحنیکلاسی و-Lحلکردهوجواببهینهراباکم TSVDسازیدستگاهجدیدراباروشمنظم.کنیممی

-Lمنحنیجدیدواستفادهازدوروشpruningو triangleنتابج.کنیمگوشه،انتخابمیۀبرایپیداکردننقه

:کنیمصورتمحاسبهمیدینخهاراب.نشاندادهشدهاست1درجدول

.kx x  

گوشهانتخابۀونقهکندمنحنیکلاسی عملمی-Lمنحنیجدیدبهتراز-Lکهدرجدولمشخصاستچنان

300nبرایحالت.داردتریمنحنیجدیدخهایکمL-باشده 3وj کنیمونیزمانندحالتبالاعملمی

منحنیجدیدبهترعملکردهو-Lکهقابلمشاهدهاستدراینحالتچنان.دهیمنشانمی1نتایجرادرجدول

)*بهینهراۀنقه 12)k کندانتخابمی.

* .8جدول  4k  

-Lخهانقههگوشهروشپیداکردننقههگوشهمنحنی

Triangle 3 ۴3جدید  11
 1

 

Pruning3 ۴3جدید  11
 1

 

Triangle ۵ ۵۵کلاسی   11
 1

 

Pruning۵ ۵۵کلاسی   11
 1

 

* .8جدول  12k  
-Lخهانقههگوشهروشپیداکردننقههگوشهمنحنی

Triangle 11 ۵1جدید  11
 1

 

Pruning11 ۵1جدید  11
 1

 

Triangle 1 ۵۶کلاسی   11
 1

 

Pruning1 ۵۶کلاسی   11
 1
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انتگرالنوعاولزیررادرنظربگیریدۀمعادل.1مثال
6

6

( , ) ( ) ( ), 6 6,K s t f t dt g s s


    

:صورتهستنددینکهدرآنهسته،سمتراستوجوابمسئلهمعادلهب

   ,     K s t x s t   

 
1 9

( ) 6 1 cos( ) sin ,
2 3 2 3

g s s s s
 



   
      

   
 

1 cos 3
( ) 3

0, . .

,t t
t

o

f

w

  
   

  

  

ازدستور استفاده با کنیمعملمی1سازیومانندمثالگسسته،philips(n)[۸]اینمعادلهرا برای. نتایجرا

100nحالت 4وj 40وبرایحالت3درجدولn 2وj دهیمنشانمی۴درجدول کهچنان.

.داردتریوخهایکمکندمنحنیجدیدبهترعملمی-Lمشخصاستبرایاینمثالنیز4و3هایدرجدول

* .8جدول  12k  

-Lخهانقههگوشهروشپیداکردننقههگوشهمنحنی

triangle 1 3جدید  11
 1

 

pruning1 3جدید  11
 1

 

triangle ۴1 11 11کلاسی 
 1

 

pruning۴1 ۵۵ 11کلاسی 
 1

 

*: 4جدول  7k  

-Lخهانقههگوشهروشپیداکردننقههگوشهمنحنی

triangle ۶ 33 11جدید
 1

 

pruning۶ 33 11جدید
 1

 

triangle ۸ ۴1 11کلاسی 
 1

 

Pruning1 ۶1 11کلاسی 
 1

 

 

 گیرینتیجه

کااااهاسااااتهاااااییهااااایمناساااابباااارایحاااالدسااااتگاهیکاااایازروشسااااازیماااانظمکااااهبیااااانشاااادچنااااان

سااااااازیماااااانظم.یمعمااااااولباااااارایحاااااالآناسااااااتفادهکااااااردهاااااااتااااااوانازروششاااااارایطآننماااااایدلیلبااااااه

وابساااااتهباااااهپاااااارامتریاساااااتکاااااهانتخااااااببهیناااااهایااااانپاااااارامترنقاااااشاساسااااایدرقابااااالقباااااولباااااودن

هااااااایمفیااااادبااااارایپیااااااداکاااااردنپاااااارامتربهینااااااهیکااااایازروشمنحنااااایL-.جاااااوابمحاسااااابهشاااااادهدارد

.کندنمیخوبیعملوبرایبعضیازمسائلبهداردمنحنیاشکالاتینیزL-البته.است
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منحناااااایجدیاااااادباااااارایتخمااااااینپااااااارامترماااااانظمL-درایاااااانمقالااااااهبااااااهبررساااااایاسااااااتدلالریاضاااااای

از.اسااااااتشاااااکلLصااااااورتمنحناااااایباااااهL-کااااااهاثبااااااتکااااااردیمایااااانچناااااانبهیناااااهپاااااارداختیموساااااازی

سااااازیبهیناااااهاساااااتفادهعنااااوانپاااااارامترمااااانظمتاااااوانباااااهمنحنااااایماااایL-پااااارامترمتنااااااظربااااااگوشااااهایااااان

منحناااااایL–منحناااااایرانساااااابتبااااااهL-ودرپایااااااانباااااااکماااااا چناااااادمثااااااالکاااااااراییبهتاااااارایاااااان.کاااااارد
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