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‌مقدمه

‌: که‌طوری‌پیوسته‌محدب‌باشد‌به‌یتابع‌فرض‌کنید‌

0 اگر‌و‌تنها‌اگر                                   (1)  

                                                             (2)  

                                                             (3)  

‌ ‌محدب ‌تابع ‌صورت ‌این ‌یانگدر ‌تابع ‌نامیم‌می‌را .‌ ‌مکمل ‌یانگ ‌مانند‌‌،تابع ‌یکتایی ‌محدب تابع

‌:دشو‌صورت‌تعریف‌می‌دینو‌ب‌است‌که‌دارای‌خواص‌مشابه‌ است‌

0  

‌یانگ‌ ‌شرط‌یک‌تابع در
2

(‌ ‌می(جهانی ‌ثابت‌صدق ‌هرگاه ‌های‌کند و
0

‌باشند‌‌ موجود

 :که‌طوری‌به

0 0
2 0 0  

‌پذیر‌اندازهگاه‌مجموعه‌توابع‌‌یک‌تابع‌یانگ‌باشد،‌آناگر

0  

‌‌‌‌‌‌yestaremi@pun.ac.ir‌rنویسندۀ مسئول*
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‌،0فضای‌.است‌باناخ‌فضای‌‌‌‌‌‌‌نرم‌‌با‌توجه‌به

اگر.‌شود‌نامیده‌می‌اورلیچفضای‌
2

‌.است‌رابرب گاه‌فضای‌دوگان‌آن‌

‌ ‌نرم ‌به ‌توجه ‌دنبالییگو‌با ‌ۀم
1

‌‌ ‌بهیگرا‌همدر ‌معمولی ‌‌‌ی دارد‌در

‌ ‌دنبال‌هم0٠هرگاه، ‌یک ۀچنین
1

‌‌ ‌هم(در ‌به‌را ‌گرا

فضای‌0هرگاه‌یمیگو‌میانگیندر‌)

‌و‌اندازه ‌کامل ‌پذیر ‌هممتناهی ‌اندازه‌و ‌خطی ‌تبدیل ‌که‌بدین‌،‌پذیر‌چنین  معنی

‌ ‌برای‌هر ‌می1داریم ‌نظر ‌در ‌گیریم‌را .‌ ‌برای‌هر ‌،اگر که

‌باشیم 1داشته ‌‌آن‌،0 ‌تابع ‌می‌گاه ‌غیرمنفرد ‌نامیم‌را ‌انداز. ۀاین‌شرط‌بدین‌معنی‌است‌که

1ۀبا‌ضابط‌،1 پیوسته‌مطلق‌‌‌ۀانداز‌نسبت‌بهبرای‌هر‌،‌1

‌.1است

‌به‌قضیه‌رادون‌نیکودیم،‌تابع‌انتگرال ازای‌هر،‌که‌به‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌روی‌‌‌پذیر‌غیرمنفی‌مانند‌بنا

‌ ،. 1،‌ ‌ترکیبی‌عمل)گر‌خطی‌‌یک‌عملیک‌تبدیل‌خطی‌غیرمنفرد )گر

‌:شود‌ضابطه‌تعریف‌میاین‌آورد‌که‌با‌‌وجود‌می‌هرا‌ب‌به‌خودش‌0از‌

0  

،‌بدین‌معنی‌که‌هر‌دو‌تابعی‌استپذیر‌‌اندازهارزی‌توابع‌‌های‌هم‌،‌فضای‌خطی‌از‌همه‌کلاس0که

،‌تضمینی‌جا‌غیرمنفرد‌بودن‌در‌این.‌گیریم‌میسان‌هستند‌را‌یکی‌در‌نظر‌‌یکهمه‌جا‌روی‌‌تقریبا ‌که‌

‌عملگر ‌بودن ‌تعریف ‌خوش ‌‌0ازبرای ‌خودش ‌استبه ‌‌اگر. ‌فضای ‌یک ‌از ‌اورلیچنگاشتی

لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌در‌این‌.‌شود‌نامیده‌می‌ترکیبی‌روی‌ گر‌عملگاه‌‌به‌خودش‌باشد،‌آن

‌.کراندار‌استحالت

‌ ‌باشد‌اندازه‌یتابع‌فرض‌کنید ‌پذیر ‌‌‌ای‌که‌ضابطه. ‌به ‌یک‌تبدیل‌‌نسبت‌می‌را دهد،

گر‌‌را‌عمل‌پیوسته‌باشد،‌آن‌نمایش‌داده‌و‌در‌حالتی‌که‌را‌با‌‌کند‌که‌آن‌عریف‌میت‌خطی‌روی

‌توسط ‌در‌دهه‌.خوانیم‌می‌ضربی‌ایجاد‌شده ‌‌گیری‌چشمطور‌‌بههای‌گذشته، گرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌‌عملبه

فضاهای‌پذیر‌مانند‌فضاهای،‌فضاهای‌توابع‌اندازه که‌روی‌بعضی‌از‌ییگرها‌ویژه‌عمل‌هب.‌شده‌استتوجه‌

 .کنند‌فضاهای‌هیلبرت‌نقش‌اساسی‌ایفا‌می گرها‌روی‌عمل‌بررسیاند‌و‌در‌تعریف‌شده‌اورلیچبرگمن،‌فضاهای‌

‌‌خواص‌اساسی‌عملدانان‌زیادی‌‌ریاضی ‌ترکیبی‌روی‌فضاهای‌توابع ‌‌اندازهگرهای‌ضربی‌و بررسی‌‌راپذیر

‌اند‌کرده ‌اشاره‌می‌عمل‌تر‌روی‌این‌ات‌بیشییبرای‌جز. ‌،]2 [ایکسلر‌،]2٠ [تاکاجی‌،]1 [کنیم‌به‌آبراهام‌گرها

 ،[22]،‌[21]،‌[11]‌تاکاجی‌،]16 [ینگ‌و‌منهسس‌،]12 [،لامبرت]6 [هالموس‌،]5 [و‌جبارزاده‌ستارمیا

و‌سایر‌‌]11 [و‌کومارراج،‌شرما‌‌،]3 [آرورا‌،]8 [مالیگرانداکومر‌و‌‌چوهودزیک،‌،]7 [ودزیک‌و‌کربکه

در‌.‌اند‌را‌بررسی‌کرده‌اورلیچروی‌فضاهای‌ دار‌و‌ضربی‌گرهای‌ترکیبی‌وزن‌عمل[‌17]و‌[‌1].‌اثرات‌دیگر
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گرهای‌ترکیبی‌روی‌‌داری‌عمل‌نتایج‌روی‌کران است،‌تعدادی‌( N-function)‌تابع‌یانگ‌خوب‌حالتی‌که

شود،‌نرم‌اساسی‌نقش‌جالبی‌‌مشاهده‌می‌]18 [که‌در‌چنان.‌دست‌آمده‌است‌به]13 [‌و‌]1٠ [در‌اورلیچفضاهای‌

گرهای‌سخت‌را‌‌انواع‌مختلفی‌از‌عمل افراد‌زیادی‌نرم‌اساسی.‌کندگرهای‌سخت‌ایفا‌می‌در‌مسائل‌فشردگی‌عمل

طور‌دقیق‌حساب‌‌به ..کنیم‌می‌اشاره [21]،‌[21]،‌[15]‌ترکیبی،‌بهگرهای‌‌عمل‌بررسیبرای‌.‌اند‌دست‌آورده‌هب

‌اساسی‌عمل ‌و‌نرم ‌سئوالاورلیچگرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌روی‌فضاهای‌‌کردن‌نرم ‌نیست بدیهی‌ی، رغم‌‌علی.

‌محاسب ‌به ‌مربوط ‌معمولا ‌‌ۀسختی ‌اساسی، ‌نرم ‌پا‌دقیق ‌و ‌بالا ‌کران ‌کردن ‌تحتییپیدا ‌اساسی، ‌نرم ‌برای  ن

داری،‌فشردگی‌و‌نرم‌اساسی‌‌در‌ابن‌مقاله،‌قصد‌داریم‌مطالبی‌در‌مورد‌کران .استپذیر‌‌امکانشرایط‌خاص‌

شرایط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌کرانداری‌‌،‌2در‌بخش.‌ارائه‌دهیم‌اورلیچ گرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌بین‌دو‌فضای‌عمل

‌ب اورلیچگرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌بین‌دو‌فضای‌‌عمل ‌آوریم‌دست‌می‌همتفاوت‌را ‌و‌‌،3خش‌در‌ب. شرایط‌لازم

،‌1سپس‌در‌بخش.‌دهیممتفاوت‌ارائه‌می‌اورلیچفضای‌ گرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌بین‌دو‌کافی‌برای‌فشردگی‌عمل

گرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌را‌تخمین‌‌نرم‌اساسی‌عمل ،3فشردگی‌در‌بخش‌بارۀهای‌اثبات‌شده‌در‌‌با‌استفاده‌از‌حکم

‌.زنیم‌می

 

‌کرانداری

‌2به‌1گرهای‌ترکیبی‌و‌ضربی‌از‌داری‌عمل‌کافی‌برای‌کران‌در‌این‌بخش،‌شرایط‌لازم‌و

 .دهیم‌ارائه‌میرا‌

:متناهی‌وپذیر‌اندازه‌یفضای‌فرض‌کنید‌.  7.2قضیه پذیر‌‌خطی‌اندازه‌یتبدیل‌

یکودیممشتق‌رادون‌ناگر.‌نفرد‌پوشا‌باشندغیرم
1

 :باشد‌و

 (aدار‌است‌کران‌2به‌1از‌گر‌ترکیبی‌عمل. 

 (bوزند‌اورلیچبطور‌پیوسته‌در‌فضای‌‌1اورلیچفضای‌
2

‌: ار‌نگاشته‌می‌شود،‌هرگاه

2

2 2
0  

 (cکه‌طوری‌هب‌1و‌0ود‌دارندوج‌،0با‌و‌0برای‌هر‌: 

2 یک‌‌رچنین،‌اگ‌همو‌گاه‌‌آن‌1

‌.معادلند‌a, b, cگاه‌‌باشد،‌آنمتناهی‌پذیر‌غیراتمیک‌فضای‌اندازه

‌:داریم1پوشاست،‌بنابراین‌برای‌هرچون‌:اثبات

2

2

2 2

2

 

‌:داریم‌1گاه‌برای‌هر‌درست‌باشد،‌آن(a)  پس‌اگر

2 2 1
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‌اورلیچطور‌پیوسته‌در‌فضای‌‌هب‌1اورلیچکند‌که‌فضای‌‌این‌رابطه‌ایجاب‌می
2

دار‌نگاشته‌‌وزن‌

‌شود ‌به. ‌که‌راحتی‌می‌هب‌]5Thو‌8]11 [[ بنا ‌دید ‌که‌،برای‌‌‌توان برقرار‌فرض‌کنید

 :توان‌نوشت‌می1گاه‌برای‌هر‌‌باشد،‌آن

2

1 1

1

2

1

 

دهد‌کهنتیجه‌می‌1که
2

1

بنابراین‌‌1
2 1

 

1اگر‌. 2. 2قضیه   .دار‌است‌کران‌گاه‌یک‌تبدیل‌خطی‌باشد،‌آن‌2

با‌استفاده‌از‌قضیه‌گراف‌بسته،‌یک‌بودن‌‌:اثبات
1

و‌
2

ییگرا‌نرمی،‌هم‌ییگرا‌که‌همو‌این‌حقیقت‌

 .آید‌دست‌می‌هبداری‌‌کند،‌کران‌ایجاب‌می‌میانگین‌را

1داریم2.2بنا‌به‌قضیه‌‌.٣.2ملاحظه  2 1اگر‌و‌تنها‌اگر: این‌بنابراین‌‌2

 :برقرارندشرایط‌

 (aدار‌است‌کران2به‌1از‌گر‌خطی‌‌عمل. 

 (bکه‌طوری‌هب0وجود‌دارد‌1برای‌هر :
2

 

 (cدار‌وزن‌اورلیچطور‌پیوسته‌در‌فضای‌‌هب‌1اورلیچفضای‌
2

 .نگاشته‌شده‌است

 (d1و0وجود‌دارند‌‌0با‌و‌0برای‌هر

‌:که‌طوری‌هب

2 1
 

‌:گاه‌پذیر‌باشد‌آنیک‌تابع‌اندازهفرض‌کنید‌. 2.۴قضیه

 (aو0که‌برای‌هر‌‌طوری‌هوجود‌داشته‌باشند‌ب1و‌0اگر

2باشیم‌‌داشته0 1آنگاه‌1 2

 .دار‌است‌گر‌کران‌یک‌عمل

 (b1پذیر‌غیراتمیک‌و‌فضای‌اندازه‌اگر گر‌کراندار‌باشند،‌‌عمل‌2

‌1و‌0دوجود‌دارن‌0با‌،‌و0هر‌‌گاه‌برای‌آن

‌:که‌طوری‌به

2 1  

‌:داریم1برای‌هر‌تابع‌‌(a)‌:ثباتا

2

1 1

1
1  
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‌‌ییجا ‌می1که ‌ایجاب ‌که‌این کند
2

1

‌هرب‌1 ‌برای ‌‌،1نابراین

 :توان‌نوشت‌می

2 1

 

 (bآن‌ ‌نباشد، ‌برقرار ‌شرط ‌‌اگر ‌هر ‌برای ‌‌اندازه‌ای‌مجموعه‌1وگاه ‌پذیر و‌‌از

 که‌طوری‌هوجود‌دارند‌بتعدادی‌

2

2 1
2  

‌زیراپذیر‌مثبت‌است‌‌اندازه‌ای‌مجموعه‌که‌

2

2 1
2  

‌‌آن ‌مجموعهگاه ‌انداز‌اندازه‌ای‌نیز ‌از ‌‌ۀپذیر ‌استمثبت .‌ ‌هم‌چون ‌از ‌جدا ‌یک‌دنباله غیراتمیک‌است،

‌وپذیر‌را‌طوری‌انتخاب‌می‌کنیم‌که‌‌های‌اندازه‌مجموعه‌از‌

2 1

2

1
2

 

.کنیم‌‌تعریف‌می‌،برای‌
1

و0فرض‌کنید
0

‌:گاه‌آن،

0

0

0

0

1 11

1 2 1

1 21 1

1

2

1 2 1

1 21 1

1

2

2

 

اگر‌
0

1
‌:گاه‌‌آن،

0

0 0 0

2 2

2

2 1 2 1
2

 

‌.که‌این‌یک‌تناقض‌است

‌باشد‌اندازه‌یفضای‌فرض‌کنید. 2.۵نتیجه ‌غیراتمیک ‌پذیر 1گاه‌آن. 2‌

و‌0که‌برای‌هر‌طوری‌هوجود‌داشته‌باشند‌ب‌1و‌0اگر‌دار‌است‌اگر‌و‌تنها‌کران‌گر‌عمل

2داشته‌باشیم‌0با‌‌ 1.‌

1اگر. 2.۶قضیه ‌.دار‌است‌کرانگاه‌‌یک‌تبدیل‌خطی‌است،‌آن2

با‌استفاده‌از‌قضیه‌گراف‌بسته،‌یک‌به‌یک‌بودن‌:‌اثبات
1

و‌
2

ییگرا‌نرمی،‌هم‌ییگرا‌و‌این‌حقیقت‌که‌هم

 .دار‌است‌کرانگیریم‌که‌کند،‌نتیجه‌می‌را‌ایجاب‌می‌میانگین
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 فشردگی

یادآوری‌.‌مکنی‌ارائه‌می‌را‌گرهای‌ضربی‌و‌ترکیبی‌در‌این‌بخش،‌شرایط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌فشردگی‌عمل

‌‌می ‌اندازه‌که‌یکشود ‌از ‌‌،اتم ‌عنصری‌مانند ‌برای‌هر‌،‌است‌0با اگر‌که

‌‌آن ‌‌0گاه ‌اتم(یا ‌بدون ‌اندازه ‌اندازهفضای ‌پذیرفضای

‌می ‌نامیده ‌شود‌غیراتمیک ‌می. ‌اندازه‌یادآوری ‌فضای ‌هر ‌که ‌می‌متناهیپذیر‌کنیم ‌به‌‌را توان

‌به‌هب ‌یکتا ‌‌طور صورت
0

‌‌ ‌شمارش‌گردایهکه‌کردافراز ‌از‌‌ای پذیر

‌ب‌اتم ‌‌ههای‌دو ‌مجزا ‌،‌استدو ‌اندازهو ‌غیراتمیکی‌یک‌مجموعه ‌با‌پذیر ‌اشتراکی ‌هیچ ها‌است‌که

‌:داریمازای‌هر،‌متناهی‌است‌بنابراین‌به،نچو‌.[23] ندارد

 

واحد‌بسته‌‌ازای‌هر‌گوی‌فشرده‌است‌هرگاه‌به‌)فضای‌باناخ‌است(Eدار‌عملگر‌خطی‌و‌کران

1
،از‌

1
‌.دارای‌بستار‌فشرده‌باشد

وجود‌داشته‌باشد‌0اگر.‌باشد‌دار‌کران‌2به‌1از‌فرض‌کنید .٣.7قضیه

‌هر،‌به که‌طوریبه ‌مجموعه‌0ازای
12

‌

‌.فشرده‌است‌گاه‌آن‌شامل‌تعداد‌متناهی‌اتم‌باشد،

و‌0فرض‌می‌کنیم‌:اثبات
1

‌باشد ‌متناهی‌اتم ‌تعداد ‌شامل دهیم‌قرار‌می.

یک‌فضایها‌ثابتند‌و‌‌اتمپذیر‌روی‌‌اندازهچون‌توابع‌و

‌:متناهی‌است،‌بنابراین‌داریم

2

1 1

 

‌،1بنابراین‌برای‌هر.‌دارای‌برد‌با‌بعد‌متناهی‌استپس‌

1 1 1 1

2 2 1 1
1

 

کند‌که‌‌بالا‌ایجاب‌می‌ۀرابط
2 1

 .فشرده‌استدر‌نتیجه‌‌

‌آن‌فضای‌اندازه‌اگر‌.٣.2قضیه ‌عمل‌پذیر‌غیراتمیک‌باشد، ‌غیرصفری‌میان‌گاه گر‌ضربی‌فشرده

‌.وجود‌ندارد‌‌2و‌1

قسمی‌‌وجود‌دارند‌به0با‌و‌‌1بنابراین‌0فرض‌کنید‌‌.اثبات

های‌‌مجموعه‌از‌‌توان‌دنباله‌می‌،‌بنابرایناستغیراتمیک‌‌فضایچون‌‌0که

ازای‌هر‌‌پس‌به‌.کنیم‌تعریف‌می.‌دست‌آورد‌هرا‌ب0پذیر‌مجزا‌از‌هم‌با‌اندازه

‌:داریمکه‌و‌‌

.چنین،‌‌هم ‌:داریمبا‌استفاده‌از‌خاصیت‌یکنواختی‌0
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0 0

 

بنابراین
0
‌.تواند‌فشرده‌باشدنمیهد‌کهدرابطه‌نتیجه‌می‌این.

 

 نرم اساسی 

جبر‌باناخ‌اگر‌.‌باشد‌ℬگرهای‌فشرده‌روی‌‌عمل‌ۀمجموعه‌هم‌𝒦یک‌فضای‌باناخ‌و‌‌ℬفرض‌کنید‌

‌𝒦به‌فاصله‌از‌‌ازای‌هر‌‌گاه‌به‌به‌خودش‌باشد،‌آن‌ℬدار‌روی‌‌گرهای‌خطی‌کران‌عمل از‌همه

‌عمل ‌نرم ‌اساسی‌گرها،‌در ‌نرم ‌نامیم‌می‌را ‌‌هب. فشرده‌‌وضوح

‌اگر . است‌اگر‌و‌تنها شود،‌نرم‌اساسی‌یک‌نقش‌جالبی‌در‌مسائل‌‌دیده‌می[‌18]که‌در‌طور‌همان0

‌.کند‌گرهای‌سخت‌ایفا‌می‌فشردگی‌عمل

1پذیر‌باشد‌واندازهتابع‌فرض‌کنید‌. ۴.7قضیه 2

0تعداد‌متناهی‌اتم‌استشامل‌ {راگ   :‌}
2

‌:گاه‌آن

2
 (a 

 (bفرض‌کنید‌
1 2

‌:در‌این‌صورت.‌ندارد‌ییگرا‌زیر‌دنباله‌همیا‌0و‌

2
 

‌a) ‌:اثبات گاه‌آن0فرض‌کنید
2

‌ ‌استشامل‌تعدادی‌متناهی‌اتم دهیم‌قرار‌می.
2 2

و

2

بنابراین‌
2

‌:داریم‌1پس‌برای.‌فشرده‌است‌چنین‌هم‌متناهی‌و‌دارای‌برد‌با‌بعد

2

1 1 1
2

1
2

2 2 1

2 2

1
1

 

 بنابراین‌

2 2 12
:و‌نیز‌

2
2
 

 در‌نتیجه

2
.‌

 (bکنید‌فرض
2

تعریف،‌به‌بنا‌گاه‌آن0
2

‌ای‌زیرمجموعه‌یا‌اتم‌نامتناهی‌تعدادی‌شامل

اگر‌.است‌مثبت‌ۀانداز‌از‌غیراتمیک
2

 گاه‌یک‌دنباله‌‌غیراتمیک‌باشد،‌آن‌ای‌شامل‌زیرمجموعه‌

‌می ‌‌را ‌که ‌یافت ‌می0وتوان ‌‌قرار دهیم

1

‌هر‌آن ‌برای گاه

‌:داریم0 و‌
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1
1

1

1

1 1

1
0  

‌ ‌که ‌اگر‌هموقتی چنین
2

‌اتم‌ ‌نامتناهی ‌تعدادی ‌دهیم‌‌‌شامل ‌قرار و

1

‌:داریم0با‌گاه‌به‌ازای‌هر‌‌آن‌

1

1

1
 

‌ ‌هم‌اگر ‌دنباله ‌آن‌ییگرا‌زیر ‌باشد، ‌‌نداشته ‌دارد ‌وجود گاه
0

‌به ‌که ‌هر‌‌ای ازای

0
‌اگر‌0 بنابراین‌در‌هر‌دو‌حالت‌‌٠0آنگاه‌0و

 :داریم

1

1

1
0  

‌:چنین‌هم0ضعیف‌‌ییگرا‌کند‌که‌با‌هماین‌رابطه‌ایجاب‌می

2 2

1 2
 

بنابراین
2 2

‌

1چنین،‌عملگر‌فشرده‌‌هم ‌:‌‌که‌طوری‌وجود‌دارد‌به2

 

‌پس
2

،‌ازای‌هر‌‌که‌به‌طوری‌ای‌وجود‌دارد‌به0و‌نیز‌‌0
2

‌بنابراین

2 2 2
 

 در‌نتیجه

2
 

و‌‌اگر‌۴. 2.نتیجه 
1 2

گاه‌آن،
2

‌

و‌‌اگر‌۴. ٣.نتیجه 
1 2

فشرده‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگرگاه،‌‌،آن
2

0‌

.‌باشند‌تبدیل‌خطی‌یک‌به‌یکی‌روی‌و‌پذیر‌روی‌‌اندازه‌شمارش‌Ω=ℕ،μفرض‌کنید‌( a) ۴ . ۴.مثال 

‌‌برای‌هر ،
3

1
3

و
2

2
2

‌می‌گیریم‌ ‌نظر ‌در ‌را .‌ اگر
2

1
،

‌قضیه،‌آن ‌به ‌بنا ‌اگر2به1ازضربیعملگر‌‌3.1گاه ‌و ‌نیست فشرده

2

1
 .استفشرده‌2به1عملگر‌ضربی‌از3.1بنا‌به‌قضیه‌،‌،
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 (b‌ 0فرض‌کنید 1 ‌طبیعی)1 ‌اعداد ‌‌هم‌(.مجموعه ‌فرض‌کنید لبگ‌‌ۀندازاچنین

‌‌به‌و‌باشد‌1روی ‌هر ‌اگر‌.1،‌1ازای
1

1‌،

5

2
5

‌‌ ‌هر ‌برای ‌و ،2 ‌گیریم‌2 ‌می ‌نظر ‌در ‌را ‌‌آن. ‌قضیه ‌به ‌بنا ‌3..1گاه

‌.‌فشرده‌نیست2به1از‌عملگر‌ضربی‌
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