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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
 ها مدل و ویژگی: یافته نرمال تعمیم-توزیع نیم

 
‌؛*عیسی‌محمودی،‌ساز‌عاطفه‌پورچیت

‌گروه‌آمار‌‌،دانشکده‌ریاضی،‌دانشگاه‌یزد

‌12/91/12پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌52/3/12دریافت‌

 چکیده
این‌توزیع‌در‌حالت‌.‌شود‌یافته‌معرفی‌می‌نرمال‌تعمیم-با‌نام‌توزیع‌نیمنرمال‌-از‌توزیع‌نیمجدیدی‌‌تعمیمدر‌این‌مقاله،‌

گشتاور‌‌تابع‌چگالی‌احتمال،‌تابع‌توزیع،‌چنین‌هم.‌شود‌میبررسی‌های‌این‌توزیع‌‌ویژگی.‌نرمال‌است-خاص‌شامل‌توزیع‌نیم

های‌استنباطی‌مربوط‌به‌‌ی‌از‌جنبهبرخدر‌بارۀ‌‌.شود‌بررسی‌میو‌تابع‌مولد‌گشتاور‌‌،‌ضرایب‌چولگی‌و‌کشیدگیام ی‌‌مرتبه

های‌واقعی‌نشان‌داده‌‌پذیری‌این‌توزیع‌با‌کاربرد‌مجموعه‌داده‌در‌پایان،‌انعطاف‌.شود‌مینمایی‌بحث‌‌برآورد‌ماکسیمم‌درست

‌.شده‌است

‌.نرمال-،‌توزیع‌نیمنمایی،‌تابع‌نرخ‌خطر‌برآوردگر‌گشتاوری،‌برآوردگر‌ماکسیمم‌درست :های کلیدی واژه

‌

 مقدمه
‌استاندارد‌یک‌متغیر‌تصادفی‌نرمال‌ اگر‌.‌نرمال‌است-های‌مثبت،‌توزیع‌نیم‌یک‌توزیع‌مناسب‌برای‌برازش‌به‌داده

‌‌،‌آن          ‌،باشد و‌(‌صفر‌ۀدر‌نقط‌1نرمال‌بریده‌شده‌به‌چپ)نرمال‌استاندارد‌-از‌توزیع‌نیم‌     گاه

نرمال‌-توزیع‌نیم.‌کند‌پیروی‌می(‌صفر‌ۀدر‌نقط‌5نرمال‌بریده‌شده‌به‌راست)نرمال‌منفی‌-از‌توزیع‌نیم‌      

 .صفر‌است‌ۀو‌نرمال‌بریده‌شده‌به‌چپ‌در‌نقط‌3های‌نرمال‌تاخورده‌حالت‌خاصی‌از‌توزیع

 :صورت‌نرمال‌کلی‌با‌تابع‌چگالی‌به-یک‌متغیر‌تصادفی‌نیم‌      عنوان‌یک‌توسیع،‌‌به

          
 

 
  

     

 
                         ‌ 

‌آن ‌در ‌است‌ ‌است‌که ‌استاندارد ‌نرمال ‌چگالی ‌تابع .‌ ‌نماد ‌استفاده‌‌     ‌      از ‌توزیع ‌نمایش‌این برای

‌.کند‌نرمال‌کلی‌منفی‌پیروی‌می-از‌توزیع‌نیم‌       ‌متغیر‌تصادفی.‌شود‌می

نرمال‌سه‌پارامتری‌آزالینی‌معرفی‌شده‌در‌-های‌چوله‌نرمال‌کلی،‌یک‌توزیع‌حدی‌مهم‌از‌کلاس‌توزیع-نیمتوزیع‌

نرمال،‌-نمایی‌برازش‌شده‌از‌یک‌توزیع‌چوله‌های‌با‌چولگی‌زیاد،‌برآوردهای‌ماکسیمم‌درست‌اغلب‌برای‌داده.‌است[‌5]

‌.[1]،‌[3]،‌[5]‌نرمال‌کلی‌است-مطابق‌یک‌توزیع‌نیم

ها‌استفاده‌‌،‌در‌بسیاری‌از‌زمینهکردمعرفی‌‌1121ل‌ادر‌س‌[6]‌که‌اولین‌بار‌دانیل‌   نرمال‌کلی‌با‌-متوزیع‌نی

‌.شود‌نشان‌داده‌می‌     این‌توزیع‌با‌نماد‌.‌شده‌است

‌.دشو‌نرمال‌تاخورده‌و‌توزیع‌نرمال‌بریده‌شده‌اشاره‌می‌نرمال،‌از‌جمله‌توزیع-های‌دیگر‌توزیع‌نیم‌در‌ادامه‌به‌تعمیم

                                                        
 mahmoudi@yazd.ac.ir        نویسندۀ مسئول*

1. Left-truncated 

2. Right-truncated 
3. Folded 
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

گاه‌متغیر‌‌آن،‌           ‌فرض‌کنید.‌احتمال‌و‌آمار‌است‌ۀتوزیع‌نرمال‌تاخورده‌یک‌توزیع‌پیوسته‌در‌نظری

دست‌‌به‌σنرمال‌با‌پارامتر‌-،‌توزیع‌نیم   ‌که‌که‌در‌آن‌زمانیاست‌دارای‌توزیع‌نرمال‌تاخورده‌‌     تصادفی‌

‌‌.آید‌می

یا‌)طور‌نرمال‌توزیع‌شده‌است‌که‌از‌پایین‌یا‌بالا‌‌بهاست‌که‌در‌آمار‌و‌احتمال‌توزیع‌نرمال‌بریده،‌متغیر‌تصادفی‌

عنوان‌مثال،‌‌به.‌ای‌در‌آمار‌و‌اقتصادسنجی‌است‌توزیع‌نرمال‌بریده‌دارای‌کاربردهای‌گسترده.‌محدود‌شده‌است(‌هر‌دو

های‌سانسور‌شده‌در‌مدل‌توبیت‌استفاده‌‌دل‌پروبیت‌و‌برای‌مدل‌دادهسازی‌احتمال‌برآمدهای‌دوحالتی‌در‌م‌برای‌مدل

‌.شود‌می

‌ ‌کنید ‌         فرض ،       ‌‌ ∞ و       ‌ ‌‌آن. ‌تصادفی ‌متغیر ‌شرط‌ گاه ‌با

‌‌   ‌،   که‌‌زمانی‌.دارای‌توزیع‌نرمال‌بریده‌است‌      ‌توزیع‌نرمال‌بریده‌از‌چپ‌در‌∞  و ،

‌‌[.7]‌است‌σنرمال‌با‌پارامتر‌-آید‌که‌همان‌توزیع‌نیم‌دست‌می‌صفر‌به‌ۀنقط

‌.‌نددکربررسی‌‌5992در‌‌[2]‌کورای‌و‌آناندا‌رانرمال‌-تعمیمی‌از‌توزیع‌نیم

چنین‌‌هم‌و‌توابع‌چگالی،‌توزیع،‌قابلیت‌اعتماد‌و‌نرخ‌خطر‌و‌پردازیم‌میابتدا‌به‌معرفی‌توزیع‌جدید‌مقاله‌این‌در‌

‌آید‌دست‌می‌های‌ترتیبی‌برای‌آن‌به‌تابع‌چگالی‌آمارهگشتاورها‌و‌ سپس‌در‌بخش‌استنباط،‌به‌بررسی‌برآوردگرهای‌.

‌بعد‌از‌آن‌کاربرد‌دو‌مجموعه‌داد‌سپس‌شبیه‌.پردازیم‌مینمایی‌‌گشتاوری‌و‌برآوردگرهای‌ماکسیمم‌درست ‌ۀسازی‌و

 .پردازیم‌میگیری‌‌و‌در‌پایان‌به‌بحث‌و‌نتیجه‌شود‌بررسی‌میواقعی‌

 

 یافته نرمال تعمیم-معرفی توزیع نیم

نرمال‌-های‌توزیع‌نیم‌نرخ‌خطر،‌گشتاورها‌و‌برخی‌دیگر‌از‌ویژگی‌،در‌این‌بخش،‌توابع‌چگالی،‌توزیع،‌قابلیت‌اعتماد

‌است‌بررسی‌شدهیافته‌‌تعمیم ‌نرخ‌خطر،‌ضرایب‌‌هم. ‌قابلیت‌اعتماد، ‌توزیع، چنین‌تعدادی‌از‌نمودارهای‌توابع‌چگالی،

‌.یافته‌برای‌برخی‌مقادیر‌پارامترها‌رسم‌شده‌است‌نرمال‌تعمیم-دگی‌مربوط‌به‌توزیع‌نیمچولگی‌و‌کشی

 تابع چگالی

‌نرمال‌و‌نمایی‌را‌در‌برگیرد،‌بنا-های‌نیم‌تواند‌در‌حالت‌خاص‌توزیع‌در‌این‌مقاله‌می‌مذکورکه‌توزیع‌‌با‌توجه‌به‌این

شوند‌این‌مدل‌رقیب‌مناسبی‌برای‌‌نرمال‌یا‌نمایی‌خوب‌برازش‌می-های‌نیم‌هایی‌که‌به‌یکی‌از‌توزیع‌براین‌برای‌داده

دهند،‌مدل‌‌خوبی‌برازش‌نمی‌نرمال‌و‌نمایی‌به-هایی‌که‌توزیع‌نیم‌چنین‌برای‌آن‌دسته‌از‌داده‌هم.‌استاین‌دو‌توزیع‌

‌.ها‌برازش‌شود‌هایش‌به‌داده‌یرمدلتواند‌بهتر‌از‌ز‌جدید‌با‌یک‌پارامتر‌اضافه‌می

‌پارامترهای‌‌توزیع‌نرمال‌تعمیم ‌μیافته‌با ،σو‌‌ ‌‌ این‌توزیع‌.‌کردمعرفی‌‌5992در‌سال‌‌[2]اولین‌بار‌ناداراجا‌را

‌تک ‌و ‌شکل ‌نقط‌زنگی ‌در ‌آن ‌مد ‌است‌که ‌می‌   ‌ۀمدی ‌دهد‌رخ ‌تعمیم. ‌نرمال ‌حالت‌خاص،‌‌توزیع ‌در یافته

نرمال‌با‌استفاده‌از‌-در‌این‌مقاله‌هدف‌معرفی‌تعمیم‌جدیدی‌از‌توزیع‌نیم.‌شود‌های‌نرمال‌و‌لاپلاس‌را‌شامل‌می‌توزیع

‌.یافته‌است‌توزیع‌نرمال‌تعمیم

μیافته‌با‌پارامترهای‌‌دارای‌توزیع‌نرمال‌تعمیم‌ فرض‌کنید‌متغیر‌تصادفی‌   ‌،σدر‌     باشد‌اگر‌‌ و‌‌‌،

‌.است‌ و‌‌σیافته‌با‌پارامترهای‌‌نرمال‌تعمیم-دارای‌توزیع‌نیم‌ صورت‌متغیر‌تصادفی‌‌این
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تابع‌چگالی‌احتمال‌این‌است‌هرگاه‌دارای‌‌ و‌‌ ‌یافته‌با‌پارامترهای‌‌نرمال‌تعمیم-دارای‌توزیع‌نیم‌ متغیر‌تصادفی‌

‌:باشد

         ‌  
 

   
 

 
   

  
  

   ‌                  

‌.شود‌برای‌نمایش‌این‌توزیع‌استفاده‌می‌    ‌         از‌نماد‌

‌.آید‌دست‌می‌به‌σنرمال‌با‌پارامتر‌-گاه‌توزیع‌نیم‌آن‌   ‌‌و‌‌       ، ‌    ‌        ‌اگر‌.1نکته 

‌.آید‌دست‌می‌به‌ ‌گاه‌توزیع‌نمایی‌با‌پارامتر‌‌،‌آن   ‌و‌‌ ‌    چنین‌اگر‌‌هم

‌.همواره‌نزولی‌است‌    σازای‌تمام‌مقادیر‌‌یافته‌به‌نرمال‌تعمیم-تابع‌چگالی‌توزیع‌نیم‌.1 قضیه

‌از‌سویی.‌اثبات

                 
 

   
 

 
   

     ‌                         

‌:صورت‌است‌دینیافته‌ب‌نرمال‌تعمیم-اول‌تابع‌چگالی‌توزیع‌نیم‌ۀاز‌سویی‌دیگر،‌مشتق‌مرتب

 

  
           

 

   
 

 
   

  
  

    
     

    ‌‌

همواره‌نزولی‌‌     یافته‌برای‌تمام‌مقادیر‌‌نرمال‌تعمیم-براین‌تابع‌چگالی‌توزیع‌نیم‌که‌همواره‌منفی‌است‌و‌بنا

‌.است

رسم‌‌ و‌‌ یافته‌برای‌مقادیر‌متفاوت‌پارامترهای‌‌نرمال‌تعمیم-نمودار‌تابع‌چگالی‌احتمال‌توزیع‌نیم‌1در‌شکل‌

‌.شده‌است

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

  و  𝝈یافته برای مقادیر مختلف پارامترهای  نرمال تعمیم-تابع چگالی احتمال توزیع نیم .1شکل 

‌          فرض‌کنید‌. 1 قضیه
 

 
 

 

          با‌تابع‌چگالی‌‌‌   
 

 
 
  

  
 

 
  

    
 

 
 

   گاه‌‌،‌آن
 

دارای‌‌ 

‌.    ‌        یافته‌است‌یعنی‌‌نرمال‌تعمیم-توزیع‌نیم

‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌دینب‌ تابع‌چگالی‌متغیر‌تصادفی‌‌با‌استفاده‌از‌تبدیل‌ژاکوبی. اثبات

             
 

  
    

 

   
 

 
 
     ‌

  

  
    

                                                        
4. Half generalized normal 
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

‌.دشو‌براین‌قضیه‌اثبات‌می‌و‌بنا

 تابع توزیع

‌:صورت‌است‌‌دینب‌ گاه‌تابع‌توزیع‌متغیر‌تصادفی‌‌باشد،‌آن‌ ‌   ‌        اگر‌متغیر‌تصادفی‌‌.1قضیه 

                  
 

 
 

 

      

      که‌در‌آن‌
 

 
 

 

با‌پارمتر‌شکل‌‌گاماتوزیع‌تجمعی‌تابع‌‌   
 

 
و‌پارامتر‌مقیاس‌‌

 

‌.است‌  ‌ۀدر‌نقط‌  

‌:آورددست‌‌صورت‌به‌‌دینبرا‌یافته‌‌نرمال‌تعمیم-تابع‌توزیع‌نیمتوان‌‌می‌5با‌توجه‌به‌قضیه‌ .اثبات

                     
 

                          
 

 
 

 

  
    

‌.براین‌قضیه‌اثبات‌شد‌و‌بنا

 وابع قابلیت اعتماد و نرخ خطرت

‌:کند‌رابطه‌پیروی‌میاین‌باشد‌از‌‌ ‌   ‌        که‌‌،‌زمانی تابع‌قابلیت‌اعتماد‌متغیر‌تصادفی‌

     ‌             
 

 
 
 

  
   

‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌‌دینیافته‌ب‌نرمال‌تعمیم-به‌این‌ترتیب،‌تابع‌نرخ‌خطر‌برای‌توزیع‌نیم

                                                         ‌     

 

   
 
 
   

 
 

  

  

        
 

 
 
 

   
                           (1) 

‌:داریم(‌1)‌ۀدست‌آمده‌در‌رابط‌برای‌تابع‌نرخ‌خطر‌به‌.1گزاره 

   
   

          
‌ 

    
 

 
 
  

   
   

           

                   
 

 
                         

                          

  

‌ ‌شکل ‌نیم‌5در ‌توزیع ‌برای ‌خطر ‌نرخ ‌و ‌اعتماد ‌قابلیت ‌توابع ‌تعمیم-نمودار ‌به‌نرمال ‌متفاوت‌‌یافته، ‌مقادیر ازای

‌‌‌.رسم‌شده‌است‌ و‌‌ ‌پارامترهای‌

 گشتاورها

‌.دست‌آمده‌است‌به‌یافته‌‌نرمال‌تعمیم-ام‌و‌تابع‌مولد‌گشتاور‌توزیع‌نیم ‌‌ۀدر‌این‌قسمت‌گشتاور‌مرتب
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 𝝈 پارامترهای  مختلفمقادیر  راییافته، ب نرمال تعمیم-نمودار توابع قابلیت اعتماد و نرخ خطر برای توزیع نیم .1شکل 

‌ و 

‌:ام‌توزیع‌عبارت‌است‌از ‌ۀگشتاور‌مرتب‌         گاه‌برای‌‌،‌آن ‌   ‌        فرض‌کنید‌‌.1قضیه 

         
    

   

 
 

  
 

 
 

              (5) 

‌:آید‌میدست‌‌به‌(3)‌ۀاز‌رابط‌5با‌استفاده‌از‌قضیه‌‌یافته‌‌نرمال‌تعمیم-ام‌توزیع‌نیم ‌‌ۀگشتاور‌مرتب‌.اثبات

            
 

    
 

   
 

  
 

 
 
  

   
 

 
 

   
    

   

 
 

  
 

 
 

 
 

 
      (3) 

‌.دشو‌اثبات‌قضیه‌کامل‌میترتیب‌و‌بدین

‌:صورت‌است‌‌دینب‌ گاه‌تابع‌مولد‌گشتاور‌متغیر‌تصادفی‌‌آن.‌باشد‌ ‌   ‌        فرض‌کنید‌. 1قضیه 
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دست‌‌به‌‌رابطهاین‌از‌‌ گاه‌امیدریاضی‌و‌واریانس‌متغیر‌تصادفی‌‌باشد،‌آن‌ ‌   ‌        فرض‌کنید‌. 1نتیجه 

‌:آید‌می

     
   

 

 
 

  
 

 
 

  

       
     

 

 
   

 

 
     

 

 
  

   
 

 
 

  

توزیع‌(‌گشتاور‌حول‌میانگین)ام‌ ۀ‌گشتاور‌مرکزی‌مرتب‌        گاه‌برای‌‌باشد،‌آن‌      فرض‌کنید‌

‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌دینیافته‌ب‌تعمیمنرمال‌-نیم

             
 
  

                                                      ( ) 
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‌:داریم‌( ) ۀدر‌رابط‌(5)‌گذاری‌با‌جای

          
     

 

 
 

   
 

 
 

   
 
                            

   
 

 
 

  
   . 

دست‌‌صورت‌به‌‌دینترتیب‌ب‌گاه‌ضرایب‌چولگی‌و‌کشیدگی‌آن‌به‌باشد،‌آن‌ ‌   ‌        فرض‌کنید‌. 1نتیجه 

‌:آید‌می

    
                                          

   
 

 
   

 

 
     

 

 
  

   
  

   
   

 

 
   

 

 
      

 

 
   

 

 
   

 

 
      

 

 
 

   
 

 
   

 

 
     

 

 
  

   

 
                             

   
 

 
   

 

 
     

 

 
  

   

رسم‌شده‌‌ یافته‌برای‌برخی‌از‌مقادیر‌پارامتر‌‌نرمال‌تعمیم-نمودار‌ضرایب‌چولگی‌و‌کشیدگی‌توزیع‌نیم‌3در‌شکل‌

‌.است

‌

‌

 

 

 

 

 

 

 

  یافته برای برخی مقادیر  نرمال تعمیم-نمودارهای مربوط به ضرایب چولگی و کشیدگی توزیع نیم .1شکل 

 

 یافته نرمال تعمیم-نیمهای ترتیبی توزیع  تابع چگالی آماره

‌توزیع‌نیم‌ا‌نمونه‌   ،  ،  فرض‌کنید ‌آن‌نرمال‌تعمیم-ی‌تصادفی‌از ‌باشد، ‌تابع‌چگالی‌‌یافته ‌ۀامین‌آمار ‌گاه

‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌‌دینترتیبی‌آن‌ب

     
        

  

                
 

 
   

     
  

  
  

        
 

 
 

 

  
  

   

         
 

 
 

 

  
  

   

.                             (2) 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11ها‌مدل‌و‌ویژگی:‌یافته‌نرمال‌تعمیم-توزیع‌نیم

‌به‌ۀترین‌آمار‌ترین‌و‌بزرگ‌توان‌توابع‌چگالی‌احتمال‌کوچک‌،‌می(2)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط در‌.‌دست‌آورد‌ترتیبی‌را

‌:داریم‌   و‌‌   حالت‌خاص‌با‌قرار‌دادن‌
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‌:آید‌دست‌می‌صورت‌به‌‌دینیافته‌ب‌نرمال‌تعمیم-ترتیبی‌مربوط‌به‌توزیع‌نیم‌ۀامین‌آمار تابع‌توزیع‌

     
          

 

 
 

 

   

       
 

 
 
 

  
  

 

         
 

 
 
 

  
  

   

  

‌یافته‌که‌نرمال‌تعمیم-از‌توزیع‌نیم‌            ترتیبی،‌ۀامین‌آمار امین‌و‌ تابع‌چگالی‌احتمال‌توأم‌

‌:کند‌رابطه‌پیروی‌میاین‌،‌از‌       ‌

          
       

  

                    
       

 

 
 
 

  
  

   

 

        
 

 
 
 

  
        

 

 
 
 

  
  

     

         
 

 
 
 

  
  

   

 

 
 

     
 

 
   

     
     

  
              

 

 استنباط

‌ ‌این‌بخش، ‌در ‌بارۀ ‌ماکسیمم‌درستدر ‌ ‌نمایی‌برای‌پارامترهای‌‌برآوردهای‌گشتاوری‌و ‌نیم ‌و ‌مدل نرمال‌-از

‌.شوند‌مییافته‌بحث‌‌تعمیم

 برآوردگرهای گشتاوری

‌تصادفی‌‌ۀنمون‌   ، ،  فرض‌کنید ‌متغیر ‌آن‌ ‌   ‌        تصادفی‌از ‌رابط‌است، ‌از ‌استفاده ‌با ‌(5)‌ۀگاه

‌:داریم

     
       

      
                                                 (6) 

      
        

      
                                                  (7) 

‌ مشاهده‌‌ۀدومین‌گشتاور‌نمونه‌بر‌اساس‌نمون‌     ‌و‌(‌اولین‌گشتاور‌نمونه)ای‌‌میانگین‌نمونه‌  حال‌فرض‌کنید،

‌:دست‌پیدا‌کرد‌(2)‌ۀتوان‌معادل‌می‌     و‌‌  ترتیب‌با‌‌به‌(7)و‌‌(6)با‌مساوی‌قرار‌دادن‌روابط‌.‌باشد‌   ،  ،  ‌ۀشد

            

       
 

      

   
                                                     (2) 

‌ۀگذاری‌این‌برآورد‌در‌رابط‌آید،‌سپس‌با‌جای‌دست‌می‌به‌ ،‌برآورد‌گشتاوری‌پارامتر‌ نسبت‌به‌‌(2)‌ۀکه‌با‌حل‌رابط
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

‌.آید‌دست‌می‌نیز‌به‌ برآورد‌گشتاوری‌پارامتر‌

‌

 نمایی درست برآوردگرهای ماکسیمم 

‌این‌بخش‌برآوردگرهای‌ماکسیمم‌درست ‌شود‌مییافته‌بحث‌‌نرمال‌تعمیم-نمایی‌برای‌توزیع‌نیم‌در فرض‌کنید‌.

ی‌‌و‌مقادیر‌مشاهده‌شده‌ و‌‌ ‌یافته‌با‌پارامترهای‌‌نرمال‌تعمیم-نیم‌از‌توزیع‌‌ تصادفی‌به‌حجم‌‌ای‌نمونه‌   ، ،  ‌

‌:صورت‌است‌‌دیننمایی‌ب‌تابع‌درستباشند،‌در‌این‌صورت‌‌   ، ،  

       
 

     
 

 
   

     
   

  
   

  
   

‌:کند‌پیروی‌می‌‌رابطهاین‌نمایی‌آن‌از‌‌و‌تابع‌لگاریتم‌درست

                     
 

 
      

   
  

   

  
  

‌:نمایی‌نسبت‌به‌پارامترها‌داریم‌گیری‌از‌تابع‌لگاریتم‌درست‌با‌مشتق
 

  
         

 

 
 

     
  

   

    
 ‌ 

‌
 

  
        

 

  
  

 

 
    

    
  

                  
  

   

  
  

      تابع‌دو‌گاما‌‌ψکه‌در‌آن‌
 

  
‌.است‌        

‌:آید‌دست‌می‌به‌صورت‌بدیننمایی‌‌براین‌معادلات‌ماکسیمم‌درست‌بنا

  
 

 
 

     
  

   

                                                     (1) 

‌

            
 

    
 

 
    

    
  

                  
  

   

                  (19)  

‌:دست‌یافت‌(11)‌ۀبه‌رابط‌σنسبت‌به‌‌(1)‌ۀتوان‌با‌حل‌معادل‌حال‌می

   
 

 
   

  
    

   

                          (11) 

را‌‌ و‌سپس‌‌ نمایی‌‌توان‌برآورد‌ماکسیمم‌درست‌،‌می و‌حل‌آن‌نسبت‌به‌‌(19)‌ۀدر‌رابط‌(11)گذاری‌‌و‌با‌جای

‌.‌دست‌آورد‌به

 سازی شبیه

‌شبیه ‌بخش، ‌این ‌به‌در ‌می‌سازی ‌انجام ‌رافسون ‌نیوتن ‌شود‌روش ‌شبیه. ‌از ‌حاصل ‌به‌نتایج ‌بررسی‌‌سازی منظور

سازی‌برآوردها،‌انحراف‌استاندارد،‌‌نتایج‌شبیه.‌شده‌است‌دادهنمایی‌در‌این‌بخش‌‌برآوردهای‌ماکسیمم‌درستسازگاری‌

‌نیم ‌توزیع ‌پارامترهای ‌خطای ‌دوم ‌توان ‌میانگین ‌جذر ‌و ‌تعمیم-اریبی ‌ماکسیمم‌‌نرمال ‌روش ‌از ‌استفاده ‌با یافته

که‌از‌مقادیر‌‌چنان.‌است‌آمده‌1در‌جدول‌‌               و‌با‌تکرار‌‌ ‌ازای‌مقادیر‌مختلف‌‌نمایی‌به‌درست

شوند‌که‌باعث‌کاهش‌اریبی‌و‌جذر‌‌تر‌می‌برآوردها‌به‌مقدار‌واقعی‌پارامترها‌نزدیک‌ شود‌با‌افزایش‌‌جدول‌مشاهده‌می

‌.شود‌میانگین‌توان‌دوم‌خطای‌پارامترها‌می
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11ها‌مدل‌و‌ویژگی:‌یافته‌نرمال‌تعمیم-توزیع‌نیم

‌   ‌و‌‌   ‌یافته‌با‌پارامترهای‌‌نرمال‌تعمیم-سازی‌توزیع‌نیم‌مثال،‌نمودارهای‌مربوط‌به‌شبیه‌برایدر‌ادامه‌

‌.آورده‌شده‌است

توزیع‌‌ۀسازی‌شد‌ترتیب‌نمودارهای‌مربوط‌به‌اریبی‌و‌میانگین‌توان‌دوم‌خطای‌پارامترهای‌شبیه‌به‌2و‌‌ های‌‌در‌شکل

‌است‌        ‌ ‌شده ‌رسم ‌می‌چنان. ‌دیده ‌شکل ‌در ‌افزایش‌‌که ‌با ‌دوم‌‌ شود، ‌توان ‌میانگین ‌و ‌اریبی مقادیر

‌.شود‌به‌صفر‌نزدیک‌می‌ و‌‌ پارامترهای‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

         توزیع  ۀسازی شد نمودارهای مربوط به اریبی پارامترهای شبیه. 1شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         توزیع  ۀسازی شد پارامترهای شبیه نمودارهای مربوط به میانگین توان دوم خطای .1شکل 

 

 های واقعی داده ۀمجموع ها در موردکاربرد

نرمال‌از‌-یافته‌نسبت‌به‌توزیع‌نیم‌نرمال‌تعمیم-پذیری‌توزیع‌نیم‌منظور‌نشان‌دادن‌میزان‌انعطاف‌در‌این‌بخش،‌به

نرمال،‌با‌توجه‌به‌-ای‌بین‌این‌توزیع‌با‌توزیع‌نیم‌در‌نهایت‌مقایسه.‌شود‌واقعی‌برای‌برازش‌استفاده‌می‌ۀدو‌سری‌داد

‌ ‌AICمقادیر ،AICc‌ ،BICآمار‌ ‌کرامر-های‌اندرسون‌آزمون‌ۀ، ‌-دارلینگ، ‌کولموگروف‌اسمیرنوف‌و -‌pفون‌میزس،

‌‌.گیرد‌متناظر‌صورت‌می‌‌مقدار
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

یافته،‌نشان‌از‌بهتر‌برازش‌شدن‌‌نرمال‌تعمیم-نرمال‌و‌نیم-واقعی‌برای‌برازش‌به‌دو‌مدل‌نیم‌ۀکاربرد‌این‌دو‌سری‌داد

‌.نرمال‌دارد-یافته‌نسبت‌به‌نیم‌نرمال‌تعمیم-های‌این‌پژوهش‌به‌مدل‌نیم‌داده

    و  𝝈ی میانگین برآوردها، انحراف استاندارد، اریبی، جذر میانگین توان دوم خطا و کوواریانس برآوردگرها .1جدول 
 نمایی یافته با استفاده از روش ماکسیمم درست نرمال تعمیم-در توزیع نیم

                                                                                                                         

 

                                                                                           ‌
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991/9‌‌‌‌‌515/9‌‌‌‌9 9/9‌‌‌‌‌963/9‌‌‌‌993/9‌‌‌‌‌529/9‌‌‌931/9‌‌‌‌‌‌963/5‌‌‌293/9‌‌‌‌‌(5, 2/9)‌

911/9‌‌‌‌‌929/9‌‌‌‌ 19/9‌‌‌‌‌996/9‌‌‌‌97 /9‌‌‌‌‌9 1/9‌‌‌312/9‌‌‌‌‌‌296/9‌‌‌97 /1‌‌‌‌‌(2/9, 1)‌

917/9‌‌‌‌‌115/9‌‌‌‌166/9‌‌‌‌‌915/9‌‌‌‌99 /9‌‌‌‌‌111/9‌‌‌165/9‌‌‌‌‌‌915/1‌‌‌99 /1‌‌‌‌‌‌(1, 1)‌

959/9‌‌‌‌‌512/9‌‌‌‌929/9‌‌‌‌‌969/9‌‌‌‌99 /9‌‌‌‌‌577/9‌‌‌972/9‌‌‌‌‌‌969/5‌‌‌99 /1‌‌‌‌‌‌(5, 1)‌

132/9‌‌‌‌‌913/9‌‌‌‌631/1‌‌‌‌‌959/9‌‌‌‌ 62/9‌‌‌‌‌921/9‌‌‌232/1‌‌‌‌‌‌259/9‌‌‌ 62/5‌‌‌‌‌(2/9, 5)‌

93 /9‌‌‌‌‌115/9‌‌‌‌335/9‌‌‌‌‌911/9‌‌‌‌997/9‌‌‌‌‌111/9‌‌‌35 /9‌‌‌‌‌‌911/1‌‌‌997/5‌‌‌‌‌‌(1‌,5)‌

932/9‌‌‌‌‌572/9‌‌‌‌12 /9‌‌‌‌‌92 /9‌‌‌‌992/9‌‌‌‌‌577/9‌‌‌127/9‌‌‌‌‌‌92 /5‌‌‌992/5‌‌‌‌‌‌(5‌,5)‌

‌

992/9‌‌‌‌‌937/9‌‌‌‌1 1/9‌‌‌‌992/9‌‌‌‌956/9‌‌‌‌‌937/9‌‌‌121/9‌‌‌‌‌‌292/9‌‌‌256/9‌‌‌‌(2/9,2/9)‌‌299 

99 /9‌‌‌‌‌925/9‌‌‌‌961/9‌‌‌‌997/9‌‌‌‌995/9‌‌‌‌‌922/9‌‌‌963/9‌‌‌‌‌‌997/1‌‌‌295/9‌‌‌‌‌(1, 2/9)‌

992/9‌‌‌‌‌515/9‌‌‌‌939/9‌‌‌‌933/9‌‌‌‌991/9‌‌‌‌‌591/9‌‌‌939/9‌‌‌‌‌‌933/5‌‌‌291/9‌‌‌‌‌(5, 2/9)‌

911/9‌‌‌‌‌937/9‌‌‌‌511/9‌‌‌‌995/9‌‌‌‌932/9‌‌‌‌‌937/9‌‌‌511/9‌‌‌‌‌‌295/9‌‌‌932/1‌‌‌‌‌(2/9, 1)‌

919/9‌‌‌‌‌927/9‌‌‌‌132/9‌‌‌‌912/9‌‌‌‌91 /9‌‌‌‌‌926/9‌‌‌157/9‌‌‌‌‌‌912/1‌‌‌91 /1‌‌‌‌‌‌(1, 1)‌

915/9‌‌‌‌‌556/9‌‌‌‌961/9‌‌‌‌963/9‌‌‌‌99 /9‌‌‌‌‌519/9‌‌‌961/9‌‌‌‌‌‌9  /5‌‌‌99 /1‌‌‌‌‌‌(5, 1)‌

951/9‌‌‌‌‌937/9‌‌‌‌213/9‌‌‌‌992/9‌‌‌‌912/9‌‌‌‌‌937/9‌‌‌69 /9‌‌‌‌‌‌292/9‌‌‌912/5‌‌‌‌‌(2/9, 5)‌

951/9‌‌‌‌‌922/9‌‌‌‌521/9‌‌‌‌91 /9‌‌‌‌951/9‌‌‌‌‌926/9‌‌‌523/9‌‌‌‌‌91 /1‌‌‌951/5‌‌‌‌‌‌‌(1‌,5)‌

959/9‌‌‌‌‌513/9‌‌‌‌112/9‌‌‌‌931/9‌‌‌‌997/9‌‌‌‌‌591/9‌‌‌151/9‌‌‌‌‌931/5‌‌‌997/5‌‌‌‌‌‌‌(5‌,5)‌

‌

 اول ۀمجموعه داد

که‌در‌معرض‌فشار‌ثابت‌در‌سطح‌‌1 زمان‌بین‌شکست‌خستگی‌آلیاژ‌کولار‌‌ۀدهند‌ها‌نشان‌ی‌داده‌اولین‌مجموعه

‌می‌19تنش‌ ‌قرار ‌زمانی‌درصد ‌تا ‌هم‌گیرد ‌می‌ۀکه ‌شکسته ‌است‌آن ‌شود، ‌مشاهد. ‌این‌‌های‌پژوهش‌ۀبرای ‌با قبلی

‌.را‌ببینید‌ 112در‌سال‌[‌ ]و‌بارلو‌و‌همکاران‌‌1122در‌سال‌[‌1[‌داده،‌اندروز‌و‌هرزبرگ‌ۀمجموع
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11ها‌مدل‌و‌ویژگی:‌یافته‌نرمال‌تعمیم-توزیع‌نیم

‌ ‌توزیع‌5جدول ‌برای ‌را ‌پارامترها ‌نیم‌برآورد ‌نیم-های ‌و ‌تعمیم-نرمال ‌روش‌ماکسیمم‌‌نرمال ‌از ‌استفاده ‌با یافته

فون‌میزس،‌-دارلینگ،‌کرامر-های‌اندرسون‌ی‌آزمون‌،‌آمارهAIC‌،AICc‌،BICهمراه‌مقادیر‌‌به(‌MLE)نمایی‌‌درست

 .دهد‌متناظر‌نشان‌می‌‌مقدار-pکولموگروف‌اسمیرنوف‌و‌

‌‌ۀمجموعبرای‌این‌ ‌AICداده، ،AICcو‌BICنیم‌‌ ‌برای‌مدل ‌را ‌تعمیم-برازش‌بهتر ‌نشان‌می‌نرمال .‌دهد‌یافته

نرمال‌-ها‌به‌توزیع‌نیم‌فون‌میزس‌و‌کولموگروف‌اسمیرنوف‌نیز‌بر‌برازش‌بهتر‌داده-دارلینگ،‌کرامر-های‌اندرسون‌آماره

ی‌کولموگروف‌اسمیرنوف‌حاکی‌از‌آن‌است‌‌به‌آماره‌مقدار‌مربوط-p.‌نرمال‌تأکید‌دارند-یافته‌نسبت‌به‌توزیع‌نیم‌تعمیم

‌.ها‌نیست‌نرمال‌مدل‌مناسبی‌برای‌این‌مجموعه‌از‌داده-که‌مدل‌نیم

ها‌رسم‌شده‌‌های‌برازش‌شده‌به‌این‌مجموعه‌داده‌در‌کنار‌نمودار‌هیستوگرام‌داده‌الف‌توابع‌چگالی‌مدل‌6در‌شکل‌

در‌.‌کند‌یافته‌برازش‌بهتری‌را‌برای‌این‌مجموعه‌داده‌فراهم‌می‌نرمال‌تعمیم-است‌که‌حاکی‌از‌آن‌است‌که‌توزیع‌نیم

قبلی‌را‌‌ۀها‌رسم‌شده‌که‌نتیج‌های‌برازش‌شده‌در‌برابر‌تابع‌توزیع‌تجربی‌مربوط‌به‌داده‌ب‌تابع‌توزیع‌مدل‌‌6شکل

‌‌.کند‌تأیید‌می

QQ-plotنرمال‌را‌نشان‌-یافته‌نسبت‌به‌توزیع‌نیم‌نرمال‌تعمیم-نیز‌برازش‌بهتر‌توزیع‌نیم‌7های‌رسم‌شده‌در‌شکل‌

‌.دهد‌می

‌

 

 

 

 

 

 

 

 

 گسیختگی-تنش ۀهای برازش داده شده به مجموعه داد نمودار تابع چگالی و تابع توزیع مدل. 1شکل 

 ی دوم مجموعه داده

های‌کمکی‌رآکتور‌است‌که‌این‌‌های‌پیاپی‌در‌حوادث‌پمپ‌ها‌مربوط‌به‌زمان‌بین‌خرابی‌دومین‌مجموعه‌از‌داده

‌.کردندبررسی‌‌1111در‌سال‌[‌19]سوپراواردانا‌و‌همکاران‌‌رامجموعه‌داده‌

‌برای‌توزیع ‌را ‌از‌روش‌‌نرمال‌تعمیم-نرمال‌و‌نیم-های‌نیم‌برآورد‌پارامترها ‌استفاده نمایی‌‌ماکسیمم‌درستیافته‌با

فون‌میزس،‌کولموگروف‌اسمیرنوف‌-دارلینگ،‌کرامر-های‌اندرسون‌ی‌آزمون‌،‌آمارهAIC‌،AICc‌،BICهمراه‌مقادیر‌‌به

‌.دست‌آمده‌است‌به‌5متناظر‌در‌جدول‌‌‌مقدار-pو‌

‌مجموع ‌این ‌‌ۀبرای ‌مقادیر ‌AICداده، ،AICc‌ ،BICنیم‌‌ ‌مدل ‌برای ‌را ‌تعمیم-برازش‌بهتر ‌ن‌نرمال شان‌یافته

ها‌به‌توزیع‌‌فون‌میزس‌و‌کولموگروف‌اسمیرنوف‌نیز‌بر‌برازش‌بهتر‌داده-دارلینگ،‌کرامر-های‌اندرسون‌آماره.‌دهند‌می
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

‌تعمیم-نیم ‌نیم‌نرمال ‌توزیع ‌به ‌نسبت ‌دارند-یافته ‌تأکید ‌نرمال .p-آماره‌ ‌به ‌مربوط ‌اسمیرنوف‌‌مقدار ‌کولموگروف ی

نرمال‌برای‌برازش‌شدن‌به‌این‌-درصد‌فرض‌مناسب‌بودن‌توزیع‌نیم‌2داری‌‌حکایت‌از‌آن‌دارد‌که‌در‌سطح‌معنی

‌.ها‌پذیرفته‌نیست‌مجموعه‌از‌داده

ها‌رسم‌شده‌‌های‌برازش‌شده‌به‌این‌مجموعه‌داده‌در‌کنار‌نمودار‌هیستوگرام‌داده‌الف‌توابع‌چگالی‌مدل‌2در‌شکل‌

در‌.‌کند‌ی‌را‌برای‌این‌مجموعه‌داده‌فراهم‌مییافته‌برازش‌بهتر‌نرمال‌تعمیم-است‌که‌حاکی‌از‌آن‌است‌که‌توزیع‌نیم

قبلی‌را‌‌ۀها‌رسم‌شده‌که‌نتیج‌های‌برازش‌شده‌در‌برابر‌تابع‌توزیع‌تجربی‌مربوط‌به‌داده‌ب‌تابع‌توزیع‌مدل‌2شکل‌

‌.کند‌تأیید‌می

‌

 

  

 

 

 

 

 

 

 یافته نرمال تعمیم-نرمال و نیم-های نیم گسیختگی در برابر توزیع-تنش ۀمجموعه دادQQ-plotنمودار .1شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

های  های پمپ زمان بین خرابی ۀهای برازش داده شده به مجموعه داد ابع چگالی و توزیع مدلونمودار ت .1شکل 

 کمکی رآکتور

Q-Qplotنرمال‌را‌نشان‌-یافته‌نسبت‌به‌توزیع‌نیم‌نرمال‌تعمیم-نیز‌برازش‌بهتر‌توزیع‌نیم‌1های‌رسم‌شده‌در‌شکل‌

‌.دهد‌می
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11ها‌مدل‌و‌ویژگی:‌یافته‌نرمال‌تعمیم-توزیع‌نیم

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

نرمال -های نیم های کمکی رآکتور در برابر توزیع های پمپ زمان بین خرابی ۀمجموعه داد QQ-plotنمودار  .1شکل 
 یافته تعمیمنرمال -و نیم

دارلینگ، -های اندرسون آماره ،AIC ،AICc ،BICبرآورد پارامترها، انحراف استاندارد برآوردها، مقادیر  .1جدول 
 یافته نرمال تعمیم-نرمال و نیم-های نیم برای توزیع p-value اسمیرنوف و -فون میزس، کولموگوروف-کرامر

ی‌اول‌‌مجموعه‌داده ی‌دوم‌دادهمجموعه‌                                       

HGN                         HN                         HGN                         HN 

 

                  2 9/9  (527/9)         21 /1  (196/9)                2/9  ( 11/9)          61/5  (363/9)  
 

                   225/9  (162/9)                    _                       27 /9  (117/9)                  _ 

 

AIC                    297/519                  333/535                       39/62                    297/76  
 

AICc                   639/519                  37 /535                     939/61                    112/76  
 

BIC                     522/591                  111/533                    757/62                    192/76  
 

AD                       557/1                       519/6                      392/9                       227/  
 

CM                       529/9                      166/9                       155/9                       271/9  
 

KS                        927/9                      1 1/9                       191/9                       357/9  
 

p-value                      36/9                      932/9                       126/9                       ‌‌‌‌911/9  

 

 
 گیری بحث و نتیجه

این‌توزیع‌در‌.‌شد‌یافته‌بیان‌‌نرمال‌تعمیم-نرمال،‌تحت‌عنوان‌توزیع‌نیم-در‌این‌مقاله‌تعمیم‌جدیدی‌از‌توزیع‌نیم

‌‌.گیرد‌نرمال‌را‌در‌بر‌می-نیم‌حالت‌خاص‌توزیع

،‌ام ‌ۀگشتاور‌مرتب‌تابع‌چگالی‌احتمال،‌تابع‌توزیع،‌چنین‌هم.‌های‌ریاضی‌بررسی‌شد‌برای‌این‌توزیع‌برخی‌ویژگی

‌کشیدگی ‌و ‌گشتاور‌ضرایب‌چولگی ‌مولد ‌تابع ‌شد‌و ‌استخراج ‌جنبه. ‌از ‌برآوردهای‌‌برخی ‌به ‌مربوط ‌استنباطی های
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

‌ۀپذیری‌این‌توزیع‌با‌به‌کار‌گرفتن‌آن‌در‌برازش‌کردن‌به‌مجموع‌و‌در‌پایان‌انعطاف‌شدنمایی‌بحث‌‌ماکسیمم‌درست

توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌این‌تعمیم‌‌با‌توجه‌به‌نتایج‌حاصل‌از‌مقایسه‌در‌بخش‌کاربردها‌می.‌شد‌بررسیهای‌واقعی‌‌داده

‌.نرمال‌است-نرمال‌توانمندتر‌از‌توزیع‌نیم-توزیع‌نیم

‌

 تشکر و قدردانی
چنین‌از‌داوران‌مقاله،‌که‌با‌نظرات‌‌هم.‌تشکر‌و‌سپاس‌را‌از‌سردبیر‌مجله‌و‌اعضای‌هیات‌تحریریه‌آن‌دارندنهایت‌

‌می ‌قدردانی‌ویژه ‌و ‌تشکر ‌افزودند، ‌مقاله ‌غنای‌علمی ‌بر ‌خود ‌نمایندارزشمند ‌حمایت‌و‌. ‌بخاطر ‌نیز ‌یزد ‌دانشگاه از

‌.گرددپشتیبانی‌از‌این‌مقاله‌قدردانی‌می

‌
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