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از معادلات  هاییکلاسو طیف مقادیر ویژه دربررسی وجود جواب 

 بیضوی
 

دانشگاهعلموصنعتایران،دانشکدهریاضی؛سمیهسعیدینژاد

13/35/16پذیرش11/33/15دریافت

 چکیده
هایصورتمعادلاتبیضویبههایکلاسدراینمقالهبهبررسیوجودجواببرخیاز

                                    

ۀومعادل  ازΩکراندارۀناحیازهمواررویمرز      ناویرباشرایطمرزی

                                

ترینمقدارویژهعملگرکوچک  که    وپارامترهاییمثبتλوεهاپردازیمکهدرآنمیباشرطمرزیدیریکله

شرایطمرزیدیریکلهاست لاپلاسبا بحث. بهیکبندیوجودجوابتغییرصورتهاییمبتنیبرحسابتغییراتوبا

εدرشرایطیکهλ  ازایهروجودجوابمعادلهبه،نقطهثابتباناخۀتکیهبرقضیبامسئلهنقطهثابت، صورتبه  

εناپیوستهدرمقابلحالتیکهایپدیده نشانچنینهم.شوددارایجوابضعیفنیست،مطرحمیومعادلهلزوماً  

دارایجوابε  هروλقدرکافیبزرگازایمقادیریبهزیربهکهمعادلهچنانموجوداست اسکالرکهدهیممی

.استغیربدیهی

                                          

 .ارائهشدهاستهایانجامشده،هاییدرراستایکاربردیبودنبحثچنینمثالهم

.باناخعملگربایلاپلاسین،جوابضعیف،مقدارویژه،قضیهنقطهثابتدیفرانسیلبیضوی،ۀمعادل:یکلیدی ها واژه

Mathematics Subject Classification (2010).35J60; 15A18; 35J30, 35D30. 

 

 مقدمه

 مرتبمعادلاتبیضوی لاپلاسینۀشاملعملگر  1دوم مرتب عملگر ۀو   1لاپلاسینچهارم روی   تابعکه

:شوندتعریفمیصورتدینب متغیره

،    
   

   
 

 
و               

   

   
   

    
   

   
    

 
 
     
   

 

والکترومغناطیسالکتروستاتیکدرزیادیمسائلازجمله،.شوندمیبسیاریظاهرهایدینامیکپدیدهسازیمدلدر

چهارمکهشاملۀمرتبچنینمعادلاتهم.شونداست،توصیفمی پواسنکهشاملعملگرۀوجودداردکهبامعادل

توضیحمیحرکترفتارباشند،عموماً  عملگر دهنداستاتیکدرجسمصلبرا . جزء،بیضویمعادلاتازاینرو،

                                                           
ssaiedinezhad@iust.ac.irنویسندۀ مسئول*

1. Laplacian operator 

2. Bi-Laplacian operator 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

معطوفهاگرانبسیاریبهآنتوجهپژوهشکهروندشمارمیفیزیکومهندسیبهۀدستهمعادلاتپرکاربرددرحوز

نظریۀهاست،درحوزهایتحلیلیعاجزازمعرفیویافتنجوابتحلیلیآنوشردراینمیانمسائلیکه.شدهاست

بهتوجهریاضی دهاستکرخودجلبدانانآنالیزکاررا ایمتنوعازراهبردهایآنالیزتغییراتازجملهروشمجموعه.

،نهاریخمینۀتغییراتیازجملهروش-بردهایهندسیجواببالاییوپایینیوراه،روشچشمه،روش3مسیرکوهی

هایموجوددربابهاییازانبوهروشنگاشتفایبرینگوراهبردهایتوپولوژیکازجملهروشدرجهتوپولوژیکمثال

.[1]،[1]بررسیوجودیمعادلاتاست

 برگفتنیاست، مزیتهریکازروشخطیآنجملاتدرگیردرمعادلهونوعغیرشرایطمفروضشده هایها

به،[6]،[5]،[4]،[3]اینمیانبهمقالاتدر.رساندبهاثباتمیبردهرادرجایخودنام کههریکازروشیمجزا

راباذکرجزئیاتدامهبرخیازمسائلبررسیشدهمرتبطدرا.مکنیایبیضویپرداختهاشارهمیبررسیوجودیمعادله

.کنیممیترمروربیش

مثالمعادلبه طور                    ۀ درشرایطمرزیبا که ،            آنناویر

ۀکنند،ایننوعازمعادلدراینمقالهاشارهمی5ولازر4امکندرنظرگرفتهشدهاستکه [7]ۀدرمقالبرایاولینبار

تمتعددیبهبررسیوجودجواببعدازآنمقالا.شودهرمیهایمعلقظابندیحرکتموجدرپلغیرخطیدرمدل

که    باشرطوعموماً باشرایطمختلفیروی              صورتبهترازمعادلههایکلیشکل

.پرداختند،اولینمقدارویژهعملگرلاپلاسینباشرایطمرزیدیریکلهاست  

مقال در [8]ۀ پیستویا6میشلتی، 7و اتصال قضیه با مطابق هندسی ساختار به8یک معادلهبررسیمنظور

         و                   ،          باشرایط               
      

       

                وجودآوردندکهبه
 

 
.

وروشمسیرکوهیچندگانگیجوابمسئله1بااستفادهازقاعدهاکلاند،[1]ۀدرمقال

                            
.تحتشرایطمرزیناویربررسیشدهاست بااعمالچندینشرطغیرخطیبر

؛است13دارایشرطزیربحرانی رگرفتهشدهکهدرنظ                  ۀمعادل،[13]ۀمقالدر

                   یعنی
درج       و         که    تئوری بر تکیه با به11توپولوژیکۀو

.وجودجوابآنپرداختهاستبررسی

وجودۀطورمعادلبامسئلوجودجوابمعادلهبهۀوجودجوابمعادلاتدیفرانسیل،مسئلدربحثتغییراتیراجعبه

ثابتدرمسائلوجودی،ۀشودوامادرروشنقطمیشود؛دنبالختهمیسابحرانیتابعانرژیکهنظیرمعادلهۀنقط

اینمقالهبا.شودمیتبدیلنقطهثابتداشتنعملگرمشتقتابعانرژیۀنقطهبحرانیداشتنتابعانرژیبهمسئلۀمسئل

                                                           
3. Mountain pass theorem 
4. Mckenna 

5. Lazer 

6. Micheletti 
7. Pistoia 

8. Linking theorem 

9. Ekeland principle 
10. Subcritical 

11. Topological degree theory 
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نقطهسئلهمیجالببهشکل،است[11]آمپهۀویامقال[11]11بزیدلرازکتاG.2ۀاقتباسازروشیکهدرقضی

.سازدبامشتقاتجزئیمرتبطمیلثابتداشتنیکعملگرانقباضیراباوجودجوابیکمعادلهدیفرانسی

:کنیممعرفیمیزیرصورتبهرا    و    ائلبیضویدراینمقالهمس

(     
                                             

                                                                                     
  

 (     
                                        

                                                                                  
  

 زیرمجموعه که   کرانداریاز ،        λو    ، و        φهایچنیننگاشتهم.

:کنندشرایطصدقمیایندر        

 :    و     ξازایهربه

I.      ξ ξ      η η          

II. بهازایκ ξ ξ     :داریم  
 
     η            

III.           ازایوبه        αو       ازایهربه   α              ؛   و

  .

IV. هرازایبه    ،        .

V.  داریم    و     هرو       ازایاست؛یعنیبهشیتسلیپدومخودۀلفؤنسبتبهم:

                          

.کندصدقمی(III-V)درشرایط              تابع .1مثال

مقدارمیانگینشرطۀطبققضی      جاکهبرقراراستوازآن(III) شرط   و   ازایبه.اثبات

(V)استبرقرار      ازایبه.

  ξ     تابع.2مثال
 

      
.کندصدقمی (II)و(I)خواصدر

  کهااینمعادلاستب(I)صحتشرط. تاثبا

      
 

  

      
  

 

      
 

 

      
دهد،کهنتیجهمی     

 
   

      
 

   

      
                                                             (1)  

     کهتابعازطرفیباتوجهبهاین
 

    
.برقراراست(1)ۀهایمثبتصعودیاست،پسرابط ازایبه

      ،قراردهید(II)صحتشرطیقمنظورتحقبه
  

      
،           ازایهربهدراینصورت.

      

   
 

     

          
 
 

      ،   واگر 

   
 

            
 

          
 
 

.

براینبنا

   
         

      

   
 

 

 

 

   

 

 

   
      

   
  

            
 

          
 

 

  
     

          
 

 

 

   
   

 

   

 

                                                           
12. Zeidler 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

             
     

       
 

 

  
    

      
 

          
 

 

 

   
   

 

 
     

       
 

 

  
    

       
 

 

 

   
   

 

 
     

       
 

 

 
     

       
 

 

 
           

       
 

 

 

آن جااز داریم، مقدماتی محاسبات با  maxکه
         

     
 
 

      
            

 
 

      
 
 

رو،    این از

   
        .

که                     خواهیمداشت،     مقدارمیانگینبرایتابعۀبراینبااستفادهازقضیبنا

.دهدرانشانمی(II)ایننامساوی

باشرایط      شناختهشدهاستکهمعادلاتدرموضوعمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتجزئی،کاملاً

 و دیریکله مجموعه          مرزی روی ناویر مرزی شرایط دنبالهبا دارای هموار نانزولیای های

       
         و

مقادیرویژ  [13]ندهستمثبتۀاز ،[14] ارائهبحث[.15]، اینمقالهبا هاییازطرفیدر

صورت تغییر حسابتغییراتو بر مبتنی جواببا قضیبندیوجود بر باناخۀتکیه ثابت جواب،[16]نقطه وجود

    معادلات به    و    ازایهر شرایطیکه مقابلحالتیکهۀعنوانیکپدیدبه   در ناپیوستهدر

.شوددارایجوابضعیفنیست،مطرحمیومعادلهلزوماً   

.کنیمحکامازپیشدانستهرابیانمیترینتعاریفواقبلازبیاننتایجاصلی،برخیازمهم

ایکهمعادلهدرآنتعریفشدهاست،ممکناستناحیهتابعیاستکهمشتقاتآندر،ضعیفیکمعادلهجواب

اینتعریف.کندشود،درمعادلهدادهشدهصدقمیموجودنباشد؛بااینحال،بهمفهومیکهبهشکلدقیقتعریفمی

کهاستضربآنباتوابعیبهقدرکافیهموارحاصلپذیریتابعجوابوآیدمستلزمحداقلانتگرالکهدرادامهمی

درخصوصدریافت.سازدپذیرایننیازرامرتفعمیایازتوابعانتگرالعنوانزیرمجموعهبه13تعریففضایسوبولوف

.کنمرامعرفیمی[18]،[17]مرجعهایبهایآنکتاگاهتعریففضاهایسوبولوفوویژگیاطلاعاتکاملیازخاست

شود،صورتتعریفمیدینب       سوبولوففضای

                                        

  
  

   
 

       

 

         
             

                                                           
13. Sobolevspace 
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 54هاییازمعادلاتبیضویوطیفمقادیرویژهدرکلاسبررسیوجودجواب

نرم                 با لاوهع.استیکفضایباناخانعکاسیاست،     نرمفضایباناخ    که

           باضربداخلی،براین
 

راباهمیندلیلآنوبهاستیکفضایهیلبرتبوده       ،  

  مجموعهچنینبستارهم.دهندنیزنمایشمی     نماد
  رابانماد     در    

.دهیمنمایشمی    

کهازاستدرتعریفارائهشدهازفضایسوبولوف         همانبردار  توجهداشتهباشیدکهدرواقع

مشتقضعیف عنوان با می14آن شودنامبرده اینپسبه. از   جای   ازنماد

   
می شوداستفاده استکه. بدیهی

.شوندتعریفمیهمینصورتبهمشتقاتضعیفمراتببالاترنیز

:دشوصورتمعرفیمیدینب         بانرم       فضایسوبولوفچنینهم

                         
  

   
 

   

      
        

           ضربداخلیباوکهیکفضایباناخانعکاسیاست
 

.استیکفضایهیلبرت  

هاینشاندنفضاهایسوبولوفمعرفیشدهدرفضاهایلبگاهمیتاساسیدرادامهبحثخواهندداشتکهقابلیت

.پردازیمهامیصورتخلاصهبهآنبه

  ،   حالتیکهدر
آننشیندکهدرمی     فضایفشردهدرتحتیکعملگر    

       
  

   
. 

نماد با را   وجودایننگاشتهمانیفشرده
که   ازاییکبراینبهبنا.دهیمنمایشمی           

    انتخابمستقلاز
:داریم،باشد    

                                                                             (1)  

نهمانمجذورمعکوساولی(ثابتنشاندنسوبولوف)کندصدقمی(1)ۀکهدررابط کوچکترینمقدار،   ازایبه

 مقدارویژهعملگرلاپلاسباشرایطدیریکلهاستیعنی

   
:که

        
        
 

       
 

       
     . 

.نشیندمی     فشردهدرفضایبانگاشتهمانی     چنینهم

توجهبهدراینمقال مسئلهمرتب،معادلهجملاتموجوددرضرورتمعناداربودنهبا چهارمواجهباشیم،ۀاگربا

 هیلبرت           فضای
به     نظرمنزلۀرا در زیر نرم با جواب وجود تحقیق برای زمینه فضای

؛گیریممی

                 

 

           
 

  

جاکهازآن،[7]ۀکهباتوجهنتایجاولیهمقال

     
       
 

          

       
 

                     

                                                           
14. Weak derivative  
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 عبارتاستاز        ثابتنشاندنسوبولوفدرنشاندنازاینرو،

         
   ازایهریعنیبه.

     
 

         
                                                          (3)  

براین   ایدرتهشکلپیوسبه واضحاستکه،علاوه
نشیندمی     اینرو،. نظرداشتننابرابریاز در (1)با

:داریم   ،بهازایهر(1)و    ازایبه

         
 

 

    
       
 

                                                (4)  

:داشتهباشیم   ازایهرهرگاهبه،گوییم    سئلهبضعیفمراجوا   تابع.1تعریف

      
 

                           
 

        
 

                     
 

    (5)  

    طورمشابهبه
    ازایهرهرگاهبه،گوییم    ۀراجوابضعیفمسئل    

:داشتهباشیم    

     

 

                    

 

        

 

                     

 

 

،دارایحداقلیکجواب ازایاینمقدارازنامیم؛هرگاهبهمیG(P)مسئلرامقدارویژه   مقدار.2تعریف

.نامیممی رانیزبردارویژهنظیر باشدکهدراینصورت ضعیفغیربدیهیمثل

 

 نتایج اصلی

:باضوابطزیرتعریفمیکنیم به   هاییازصورتنگاشترابه      ،  ،aتوابعدرابتدا

                          

 

 

             

 

           

                 

 

              

 

 

           عبارتکهواضحاست(III)فرضبربنا
 

واقع،؛درخوشتعریفاست

                                   

  

        

آن توابعاز          جاکه به ۀمؤلفنسبت پیوسته و خطی خود بناهستدوم بهند، براین هر ،   ازای

                                ازایهربهرت،رویفضاهایهیلبنمایشریسۀطبققضیدرنتیجه.

:داشتهباشیم   ازایهرچنانموجودندکهبه                     توابع

و                 ،                که                       

            

 

           

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
1.

45
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.1
.3

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

9-
27

 ]
 

                             6 / 12

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.1.45
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.1.3.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2544-fa.html


 41هاییازمعادلاتبیضویوطیفمقادیرویژهدرکلاسبررسیوجودجواب

درنظربگیرید،(6)ۀراباضابط      ،نگاشت ازایاسکالرغیرصفربهحالنگاشت

                                                          (6)  

.انقباضیباشد(6)تعریفشدهدر  چنانیافتمیشودکهنگاشت عددحقیقی. 1ۀ گزار

:داریم     برایهر.اثبات

                                         

                                                  

                                                                                     

                                                                                                                

                                                                                                              

                                                                                                         

                                                                                                                     
 
 

                                                                                                     

،داریموعلاوهبراین

                                    

 ،داریم(3)ونابرابری(V)بااستفادهازنامساویهولدر،خاصیت

                                   

 

                         

 

 

                                                                  
       

        
        

.                   که

،تواننتیجهگرفتمی (I) چنینباتوجهبهخاصیتهم

                                                  

 

    

،داریم(4)ازنامساوی

         

 

 

  
      

 

   

       وازاینرو،
  

    
:آوریمدستمیهبتخمینزیررا(4)ونامساویحالازایننتیجه؛   

                                                            

  
    

    
        

طرفدیگراز
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:داریم(II)ادرنظرداشتنفرضبوعلاوهبراین

                                            

 

         

                              

              
  

   
        

  

   
 
  

    

 

 
  

      

              
    

    
       

براینبنا

                                                                               (7)  

         کهدرآن
     

        
و 

            
       

         
        

    

       
  

       

         
      

    

    
 

 

 

                                                                                                                        
        

  
        

  
    

    
    

             جاکهازآن
    

    
ازایاینمقداروبه          راچنانیافتکه  توانمیازاینرو،   

.انقباضیباشد  ، از

.استبدیهیناویکتارایجوابضعیفدا     ۀمسئل     ازایهربه.1قضیه

   گیریمکهایدرنظرمیگونهرابه  قبلۀطبقگزار.اثبات
ۀطبققضیازاینرو،.انقباضیباشد(6)تعریفشدهدر

   استیعنی  مثلیکتااراینقطهثابتناخ،دثابتباۀنقط
براینوبنا       

                     . 

(5)ۀکهمعادلبارابط                                 :داریم   درنتیجهبرایهر

اینجوابغیربدیهی   درحالتیکه(V)ضخواهدشدوباتوجهبهفر    جوابضعیفمسئله  بودهولذا

.است

  و  درواقعاگر.استقباضینا  آنازایاستکهبه بایدتوجهداشتکهایننقطهثابتمستقلاز.1ۀ تبصر

   پارامترهاییباشندکه
   و

   باشندیعنی  و  ترتیبنقاطثابتدارایبه
   و       

       

ازاینرو،و                       گاهآن

   
                                    . 

   نقطهثابت  دهدکهنشانمی
   نقطهثابتیکتاییکهباهستنیز

.     کهدرتناقضاستمگراین
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شوندومحسوبمی    ۀمقادیرویژهمسئل      ۀ،تماماعدادباز   ازایهربهکهمشاهدهشد،چنان

εایندرحالیاستکهاگر εدرواقعاگر.        ترینمقدارویژهعبارتاستازکوچک   تماممراحل  

.بدیهیاستنانتیجهگرفتکهاینجواب1ۀتواندرپایاناثباتقضیامادراینحالتنمی،بازهمبرقراراست1ۀگزار

                       ۀلمعاد. 5مثال
 

باشرایطمرزی   درحالت             

اینمثال،درنظرگرفتهشدهدر موردتابعدر(II)و(I)صحتخواص.استبدیهینایکتادارایجوابضعیفناویر،

.رسیدبهاثبات1بخشاز1و1هایمثالدر

 .استبدیهیناویکتادارایجوابضعیف    ۀمسئل     ازایهربه.2قضیه

.اثبات در فضای قضیه، این بررسی هیلبرت روند فضای   را
     نرم            با

 
 

 
  

نظر در

            همانندقبلوقراردادن    و  هاینگاشتگیریموباتعریفمی
 

(6)ۀباضابط  نگاشت

تعریفمی کنیمرا ثابتمی1ۀچهدراثباتگزارمشابهآن. نشاندادهشد؛ نقباضیا  مناسب ازاییککنیمبه،

،                 برایاینمنظورباتوجهبهملاحظاتاینقضیهداریم،.خواهدشد

                                   

بنابرایندراینحالتداریم،.                       وعلاوهبراین،

                          
                                 

 
  

                         

.کندراتماممی،اثبات1ستدلالیمشابهباقضیهکها

نگاشتیباخاصیت     قرارگیردکه    λۀجمل λۀجایجملبه    و    اگردرمسائل.2تبصره

κبهλهایقبل،تنهاباتغییرهایصورتگرفتهدراثباتقضایاوگزارهاست،تماماستدلالوتخمینشیتسلیپ
 
 

κدرآنبرقرارخواهدبود؛که
 

κ            است؛یعنی، تابعشیتسلیپثابت
 
     .

:علاوهبراینفرضکنید.رادرنظربگیرید(V)و(IV)،(III)مفروضات.5قضیه

            
       

ثابتشیتسلیپتابعی κشیتسلیپبا
 

 اینصورتاسکالرهای در λباشد،
 

  به و که ازایهرچنانموجودند

λ  λ
 

εو بدیهیباشدکه،نابدارایجوا    ،مسئله  

      
                                                   

                                                                                     
  

  درنظربگیریدکهدرآن             ۀراباضابط      نگاشت،  ازایاسکالرغیرصفربه.اثبات

دراینصورت،.معرفیشدهاست(6)باضابطه

                                                                (8)  

ازطرفیداریم،
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:داریم1ۀوبادرنظرداشتنتبصر1ۀکهباتوجهبهمحاسباتانجامشدهدرگزار

                        
κ      

        
                (1)  

آوریم،دستمیهب(8)در(1)و(7)هایلذابااعمالتخمین

                       
        

          

    که
  

κ      

        
و

    
         

 κ
 
      

         
        

    

       
  

 κ
 
      

         
      

    

    
 

 

 

                                   
 κ

 
      

 

  
        

  
    

    
    

کهباتوجهبهاین

   
 

             
  

   
 

 
   
 

      
 

   
  

 
   
 

   

 اینرو،              از فقطاگر اگرو
 

 
 

    
  

    
ازآن        جاکهو

    
  

    
قدرهایبه ازایپسبه   

داریم      کافیبزرگ
 

 
 

    
  

    
 .

ازایچنینبراینبهوبنا            موجوداستکهای    کهگرفتتواننتیجهصورتمیرایند

   نقطهثابتباناخنگاشتۀای،طبققضی  
   ؛یعنیخواهدبود  مانندیکتاییثابتۀداراینقط

و       

   لذا
داریم،  براینطبقتعریفنگاشتبنا.      

                      
 

  
    

داریم،   ازایهردرنتیجهبه

                                  
 

  
       

μازایبه    کهمعادلباوجودجواب  
 

  
.است

λتوانثابتکرداسکالرهایمی.5مثال
 

λازایهرچنانموجودندکهبه و  λ
 

εو چهارزیرۀ،معادلهمرتب  

.باشرایطمرزیناویردارایجوابغیربدیهیباشد

          
  

       
                 

دومۀبرایمعادلهمرتب3نتیجهمشابهقضیه.5تبصره
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    بیانشد،درفضای3چهدرقضیهباشرایطدیریکلهوبامفروضاتمشابهآن
 .قابلاثباتاست    
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