
 9317371پاییزوزمستان،2،شماره4جلدهایریاضیپژوهش

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 

 استکلوف شامل ۀ لئوجود بینهایت جواب برای یک مس

 لاپلاسین-    عملگر 


گروهریاضی،دانشکدهعلومپایه،دانشگاهبجنورد؛آرمینحاجیان

27/99/19پذیرش99/77/19دریافت

 چکیده

اعمالبازتابییکفضایباناخبرهایتعریفشدهکهرویتابعک بحرانیۀنقطۀهایتغییراتیونظریاستفادهازروشبا

بینهایتجوابضعیفبراییکمسمی وجود ئشوند، استکلوفشاملعملگر پارامتر-    له بهدو وابسته لاپلاسینو

.دستآمدهارائهخواهدشدکاربردیبراینتایجبههاییچنیننتایجمختلفومثالهم.شوداثباتمی

 

.هایتغییراتی،بینهایتجوابلاپلاسین،فضاهایسوبولوفبانمایمتغیر،روش-    عملگر:کلیدی یاه هواژ

.97J39،27J39:(0232)بندی ریاضی  رده

 مقدمه

لاپلاسین-    شاملعملگرلهاستکلوفئمسبررسیهدفازنگارشاینمقاله

 
  در                       

          
  

  
  روی                   

      (9)   

 آن در که است،    است، کراندار و هموار مثبتو یکدامنه نامنفیاست، یکپارامتر یکپارامتر

نشانمی-    عملگر                        ،        لاپلاسینرا           دهد،

شرطیکتابعحقیقی       ،(9تعریف) توابعکاراتئودوریهستند            با  و       و

.است  نرمالواحدبرونسوبر

یکموضوعجدیدوجالب    غیراستانداردازنوعرشدمعادلاتدیفرانسیلومسائلتغییراتیباشرایطبررسی

بسیاریازنتایجروی.[2]، [1]،شودرئولوژیکی،وغیرهناشیمی-کششیغیرخطی،مایعاتالکترونظریۀاستکهاز

.کنیماشارهمی[3]-[14]عنوانمثالبهبه.ایننوعازمسائلبهدستآمدهاست

ب[6]در قضیه[15])کاربردناصلتغییراتیریچریهنویسندگانبا ،تحتیکرفتارنوسانیمناسبازتابع(9.2،

 مسئلهوجودبینهایتجوابضعیفرابراینمایمتغیر،غیرخطیوفرضیاتمناسبروی

 
  در                                  

  روی      
  

a.hadjian@ub.ac.irنویسنده مسئول*
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آنثابتکرده کهدر ۀیکمجموع    اند، کراندار هموارناباز مرز کهطوریبه       است،  تهیبا

                 شرط       ،            با تابع       و   ، یک

.است کاراتئودوریبدوننیازبهشرایطتقارنیویاتغییرعلامتیروی

کافیکوچک،ۀبهانداز معینوۀدریکباز برایهر،9.2ۀقضی[16]بااستفادهاز،[8]چنیننویسندگاندرهم

مسئلهوجودبینهایتجوابضعیفرابرای

 

  در                                

          
  

  
  روی            

  

ۀیکدامن    اند،کهدرآنثابتکرده یکپارامتر یکپارامترمثبتو بازوکرانداربامرزهمواراست،

است،                کهطوریبه       نامنفی کاراتئودوریاست،       ، یکتابع

نرمالواحدبرونسوبر ،       و           باشرط       یکتابعنامنفیاست،     

 .استعملگررد                     استو  

کهدرآننویسندگانایندستهاز[17]درپژوهشلاپلاسینموضوع- مسائلاستکلوفناهمگنشامل است،

.اندبررسیکردهرا        و        هایمسائلاستکلوفناهمگندرحالت

(9)استکلوفۀمسئلدستآوردنشرایطکافیبرایتضمینوجودبینهایتجوابضعیفبرایهدفاینمقالهبه

دستبرایبه)داراییکرفتارنوسانیمناسبدربینهایت ازتابع برایاینمنظور،نیازداریمکهتابعاولیه.است

باشد،درحالیکهتابع(خواهکوچکاندازهدلهایبهبرایپیداکردنجواب)ویادرصفر(هایبیکرانآوردنجواب

تغییراتیاس.باشد(91و99قضایای)دارایرشدمناسب ازتابع  ۀاولی توابزاراصلییکقضیهروشماکاملاً

.ملاحظهشودرا[15]چنینثابتشدهاست؛هم[18]کهدر(4لم)بحرانیاستۀنقط

هااصلدهیم،کهدرآنهاارجاعمیومراجعموجوددرآن[20]،[19]مندرابهمقالاتچنینخوانندهعلاقههم

.بینهایتجواببرایمسائلمقدارمرزیاستفادهشدهاستتغییراتیریچریونتایجآنباموفقیتبرایاثباتوجود



 های اساسی تعاریف و لم. 3

پذیرگاتوطورپیوستهمشتقدوتابعکبه        یکفضایباناخحقیقیو فرضکنیم[(:31)] 3تعریف 

     دهیمقرارمی.باشند ۀکند،هرگاههردنبالصدقمی       درشرط   برای گوئیمتابعک.

:کهطوریبه    

کراندارباشد،       ۀدنبال   

           
          ،

،          داشتهباشیم   برایهر   

.داراییکزیردنبالههمگراباشد

یکتابعکاجباری دراینصورت.باشد یکتابعک      یکفضایباناخحقیقیو فرضکنیم: 0تعریف 

شود،هرگاهنامیدهمی
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طوریکتابعکبه      یکفضایباناخانعکاسیحقیقیباشد،   فرضکنیم(: 3 .0 ۀگزار [18]) 1 ۀگزار

نیمپیوستهمشتق اجباریباشدبهضعیفپایینیدنبالهپیوستهپذیرگاتو، کهمشتقگاتویآنداراییکطوریایو

کهمشتقگاتویطوریپذیرگاتوباشدبهطورپیوستهمشتقیکتابعکبه     باشدو  وارونپیوستهروی

.کندصدقمی       شرطدر   برایهر   تابعکدراینصورت.آنفشردهباشد

ازیدهاستوحالتخاصکرثابت کنیمکهبونانواستفادهمی[18]در4.7ۀبرایاثباتنتایجاصلیاینمقالهازقضی

.کنیمبیانمی4برایراحتیخواننده،اینقضیهرادرلم.(9.2ۀقضی[15])است اصلتغییراتیریچری

پذیرگاتوباشندطورپیوستهمشتقدوتابعکبه        یکفضایباناخحقیقیباشد،   فرضکنیم: 1لم 

 :دهیمقرارمی         برایهر.کراندارباشدنازپایی   طوریکهبه

        
      

    
      

          

      
 

                              

 

         
    

                              
          

 
     

                                

 

 :دراینصورت

،صدقکند       درشرط   برایهر       تابعک          وبرایهر      اگر(آ

 :مواردبرقراراستاینیکیاز         گاهبرایهرآن

سراسریاست،ویاکمینهداراییک  (  )

  کهطوریداردبهوجود     (موضعیهایکمینهازنقاطبحرانی      یکدنباله(  )

   
    

          

گاهن،آصدقکند       درشرط       برایهر  تابعک          وبرایهر      اگر(ب

 :مواردبرقراراستاین،یکیاز          برایهر

،ویااست  موضعیازۀکمینوجودداردکهیک  سراسریازۀکمینیک(  )

کهطوریوجودداردبه     مجزای(هایموضعیکمینه)ازنقاطبحرانی      یکدنباله(  )

                  . 

:[21] 1تعریف          تابع میرا کاراتئودوری تابع یک تابع هرگاه هر        نامند، برای

.پیوستهباشد    برایتقریباًهر        پذیروتابعاندازه   

:شودمیاستفاده        دراینمقالهشرطزیررویهرتابعکاراتئودوری

   ،کهدرآن                        داریم          برایهر    
    

          ،

:کهطوریبه       عددثابتاستویک   
        

    
                 

    
          

:دهیمقرارمی          برایهر

         
 

 

                          
 

 

          

:دهیمقرارمی   وهر   وبرایهر
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(: 2.0قضیه  [3]) 1 ۀگزار شرایط          فرضکنیم در کاراتئودوریصادق     و    توابع

       دهیمقرارمی   برایهر.باشند
  

وبرایهر         دراینصورت.           

:داریم   

           
  

                
 

 
  
  

                 

.فشردهاست       علاوهعملگربه

:داشتهباشیم   است،هرگاهبرایهر(9)مسئلهیکجوابضعیف    تابع: 7تعریف 

  
 

                    
 

                                 

    
  

              
  

            

ۀمعادل   است،هرگاهبرایهر(9)مسئلهیکجوابکلاسیک             تابع: 1تعریف 

                      

:داشتهباشیم    برقرارباشدوبرایهر

          
  

  
                  

توابع          هرگاه.استمسئلهیکجوابضعیفاین(9)مسئلهوضوحهرجوابکلاسیکبه:2تذکر 

آن گاهطبقنتایجمنظمبودنجوابپیوستهباشند، جوابضعیف[21]ها هر 9)مسئله، یکجوابکلاسیکاین(

.استمسئله

:شرطصدقکندایندر       کنیمدرادامهاینمقالهفرضمی
        

   
                  

   
            (2)  

:کنیمصورتتعریفمیدینراب         نمایمتغیرفضایلبگبا

                  
 

پذیراندازه است و                        

:کنیمصورتتعریفمیدینرویاینفضانرملوکزامبورگراب

                              
 

 
    

 
 

    

       

:کنیمصورتتعریفمیدینراب          فضایسوبولوفبانمایمتغیر

                                       

:گیریمنرمرادرنظرمیاینرویاینفضا

                                

هایمتناظر،فضاهایباناخبانرم          و        نشاندادهشدهاستکه[22]،در(2)ۀباتوجهبهرابط

 .نواختمحدبهستندطوریکپذیروبه،تفکیکبازتابی

:کنیم،تعریفمی           ویکتابعحقیقی       درحالتیکه

     
                            

پذیراندازه است و              . 

:گیریممیرادرنظرزیررویاینفضانرم
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:کنیمتعریفمی            برایهر

                
 

  
     

 
 
    

      
    

 
 
    

        

.است             ومعادلبانرم          یکنرمرویفضای    توانمشاهدهکردکهراحتیمیبه

.کنیممیاستفاده            رویفضای             جایهب    درادامهاینمقالههموارهازنرم

درچنان [23]و[22]که است، شده فضایبه بیان در پیوسته می        طور شودنشانده چون.

     به        بنابراین، فضایطور در می      فشرده شودنشانده فضایبه پس. در فشرده طور

:داریم   کهبرایهرطوریبهوجوددارد   درنتیجهیکعددثابتمثبت.شودنشاندهمی      

                    (3)  

:صورتاستدیندرنامساویفوقب محدبباشد،یککرانبالایصریحبرای زمانیکه

   
    
       

 

    
 

 
  

 
 

 
 
  

 
    

    
     

    
      

    
           

آن در ۀانداز    و         که  لبگ جزئیات)است شود3.4[24]گزارهبرای ،(ملاحظه

.               و                

        فرضکنیم(: [7] در 0.0 ۀگزار) 32لم 
 

 

    
دراینصورتبرای.                        

 :داریم   هر

(j)   گاه،آن      اگر
 

  
    

  
      

 

  
    

؛  

(jj)گاه،آن      اگر 

  
    

  
      

 

  
    

  . 

علاقه خواننده برای را بهبررسیمند متغیر نمای با سوبولوف و لبگ فضاهای ارجاع[25]،[22]خواصاساسی

.دهیممی

 نتایج اصلی

 :دهیمقرارمی.شوددراینبخشنتایجاصلیاینمقالهبیانمی

         
    

  
  

   
     

         

  
                                 

    

  
  

        

  
   

   
    
   

                      
 

    
 
 
  

.دادهشدهاست(3)ۀدررابط  کهدرآن

:فرضکنیم.کندصدقمی    یکتابعکاراتئودوریباشدکهدرشرط        فرضکنیم : 33قضیه 

      
  

    
 
    

 .

کهتابع    صادقدرشرط        خواهوهرتابعکاراتئودوریدل         دراینصورتبرایهر

آن          اولیه
 

 
         صدق          برایهر شرطزیر در استکه نامنفی یکتابع

:کندمی
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        (4)  

:اگرقراردهیم

     
 

    
 
  

        
 
    

آن در     هرگاه       که دنبال(9)مسئله، یک جوابۀدارای از هربیکران برای ضعیف های

.است در          

گیریموفرضراثابتمی         برایاینمنظور،.است(9)مسئلهبرای(a)4هدفمااستفادهازلم: اثبات

 :،بنابراینداریم     چون.کنددرشرایطقضیهصدق   کنیم

 
   

 
 

    
 
  

        
 
      

       حال
   
 :مدهیقرارمی          برایهرگیریموراثابتمی  

              
 

 
        

 :کنیمصورتتعریفمیدینراب         های،تابعک    برایهر

       
 

 

    
                                                      

  

             

 :دهیموقرارمی

 
 
                               

 نقاطبحرانیتابعک دراینصورت
 

.ندهست(9)مسئلههایضعیفدقیقاًجواب

استوبرای        تابعک   درنقطهپذیرگاتواستومشتقگاتویآنمشتقطورپیوستهبه تابعک

:شوددستورمشخصمیاینبا    هر

           
 
                                  . 

.ایاستضعیفپایینیدنبالهپیوستهنیم ،[26]از27.29ۀیکتابعکپیوستهومحدباست،طبقگزار چون

طبقلماجباریاست،زیرا تابعک.([26]ازA(d).29طبققضیه)دارایوارونپیوستهاست چنینمشتقهم

:داریم      واینکه97

   
       

    

    
 

 

  
   

       
    

    
     

چنینهم.پذیرگاتووبامشتقفشردهاستطورپیوستهمشتقتعریف،بهخوش ،تابعک9ۀازطرفدیگر،طبقگزار

:شوددستورمشخصمیاینبا     برایهر  مشتقگاتوی

           
  

                
 

 
  
  

                 

 ،تابعک3ۀگزاربنابراینطبق
 

 .کندصدقمی       درشرط   برایهر

کهطوریایازاعدادمثبتباشدبهدنباله    بنابراینفرضکنیم.     دهیمابتدانشانمی

            : 

و
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   دهیمقرارمی   برایهر
 

  
 
  

 
 
  

:داریم       باشرط   ،برایهر97باتوجهبهلم.

               
 
         

 
    

  
 
  

:داریم((3)ۀرابط)        دهیپسباتوجهبهنشان

                     .  

،   بنابراینبرایهر.           دانیمکهمی

         
       

    
       

          

       
 

            

   
       

    

  
 
  
  

   
      

         

 
  

 
  
 
 
   

               
 
  
  

   
      

        
 

 
         

  
   

                                     
 
 
  
  

   
      

        

  
   

 

 

  
  

    
      

        

  
     

 :بنابراین.    داریم    علاوه،ازفرضبه

        
    

           
 
   

 

 
        

      فرض
   
:کندکهایجابمی 

      
 
   

 

 
        

 
  

       
 
 

 
  

:بنابراین

  
 

    
 
          

 
    

 
 

 
  

ثابتباشد حالفرضکنیم می.  کنیمکهتابعکادعا
 

پایینبیکراناست از  چون.

 
 

   

    
 ۀپسیکدنبال،

کافیبزرگۀاندازۀب   وبرایهر            کهطوریوجودداردبه   ازاعدادمثبتو    

:داریم


 

 
   

  

    

  
  

         

  
  

.     (9)  

:کنیمصورتتعریفمیدینراب  تابع   برایهر

                          

 :وداریم    توانتحقیقکردکهسادگیمیثابت،به   دراینصورتبرایهر

         
 

    
      

    
   

  
  

  
       (9)  
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:شودنتیجهمی نامنفیاست،ازتعریف ازطرفدیگر،چون

        
  

            
 

 
                

  
              (7)  

:کافیبزرگداریمۀاندازبه     ،برایهر(7)و(9)،(9)هایطبقنامساوی 

 
 
     

  
  

  
        

  

          
  
  

  
            

   داریم پس ،             و     چون
    

 
 
ازپایینبیکران     بنابراینتابعک.       

وجودداردکه     ازنقاطبحرانی     ،دنباله(a)4 سراسرینداردوطبقلمکمینۀهیچ     پس.است

   
    

        , 

.شودوحکمثابتمی

     وهر     هربرایکهشودمینتیجه99ۀ،ازقضی    و    شرایطتحت :30تذکر 
 

    
 
  
  

باشدمی   هایضعیفبیکراندرایازجوابدارایدنباله(9)مسئله . اگر ایننتیجهبرایهر     بهعلاوه ،

.برقراراست     وهر 0    

:گیریمرادرنظرمی(1)ۀمسئل.                      دهیمقرارمی .31مثال 

 
           

  در                  

            
  

  
  روی                       

   (1)  

 :دهیمچنینقرارمیهم.              داریم        کهدرآنبرایهر

           
  اگر                                                           

  اگر                 
  

،   و        یکتابعپیوستهونامنفیاستوبرایهر       کهدرآن

               
 
               

 .یکعددحقیقیمثبتاست و           کهدرآن

:آیددستمیایمستقیمبهبامحاسبه.    و    وضوحبه

          
  اگر                                                

  اگر                  
  

:بنابراین

       
    

  
  

   
     

           

  
                                

    

  
  

          

  
     

:ازطرفدیگر

       
    

  
       

   
     

        
 
        

 
   

  
    

       
          

    

     

  
    

هایضعیفدربیکرانازجوابۀداراییکدنبال(1)ۀمسئل                   برایهر ،99ۀطبققضی

.است          

:فرضکنیم.کندصدقمی    شرطیکتابعکاراتئودوریباشدکهدر        فرضکنیم:31نتیجه 
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   با(9)مسئله،99ۀصادقدرشرایطقضی        خواهتابعکاراتئودوریدلدراینصورتبرایهر

.است در          هایضعیفبرایهرداراییکدنبالهبیکرانازجواب

: 31 ۀنتیج کنیم باشد     فرض نامنفی و پیوسته تابع یک هر. می   برای دهیمقرار

       
 

 
:وفرضکنیم      

       
    

    

  
                                 

    

    

  
      

:کنددرشرطزیرصدقمیکه        دراینصورتبرایهرتابعپیوستهنامنفی

  
     

    

  
  

   
 

 
           

  
      

     وبرایهر
 

    
 
  
مسئله،  

 

  در                   

          
  

  
  روی                

  

.دارایبینهایتجوابضعیفمجزاست

کنیم: 31 ۀنتیج باشد     و       فرض پیوسته تابع یک هر. می   برای دهیمقرار

       
 

 
 :وفرضکنیم      

       
    

   
     

     

  
  

  

      
    

       
    

    

  
   

دراینصورتبرایهر

  

 
 
 
 
 

 

         
    

    

  
 

 
 

      
           

    

   
     

     

  
 

 
 
 
 
 

  

ۀمسئل

 

     
      

  در                                  

                        

                       

  

 .است              هایکلاسیکدرداراییکدنبالهبیکرانازجواب

: 37مثال        کهطوریبه        دهیمقرارمی       برایهر
    

    
(.     برایمثال)

هم کنیم فرض      چنین هر برای که باشد پیوسته تابع صورت       یک به

     
 

 
         

 

 
می         تعریف و       شود . هر می   برای دهیمقرار

       
 

 
:بامحاسباتیسادهخواهیمداشت.      
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   ،برایهر99ۀباتوجهبهنتیج
  

    
 

 

           
ۀمسئل 

 

  در                                       

                     

                    

  

 .است           هایکلاسیکدرایبیکرانازجوابدارایدنباله

:دهیمحالقرارمی

          
    

  
  

    
     

        

  
                                      

    

  
  

        

  
   

   
    
    

                            
 

    
 
  
  

استفادهاز به99ۀواثباتیمشابهبرهانقضی(b)4لمبا لملازمبهذکراستکهطبق.آوریمدستمی،حکمزیررا

4(b)کندشرطصدقمیایندر(9)ۀمسئلهایضعیفازجواب    ،دنباله:

                      

.همگراست طورقویبهصفردربه    ،یعنیدنباله              :داریم97وطبقلم

:فرضکنیم.کندصدقمی    یکتابعکاراتئودوریباشدکهدرشرط        فرضکنیم: 31قضیه 

   
  

    
 
    

  .                                   

کهتابع    صادقدرشرط        خواهلدوهرتابعکاراتئودوری         دراینصورتبرایهر

آن          اولیه
 

 
          برایهر         در نامنفیاستکه شرطصدقاینیکتابع

:کندمی

      
    

  
  

   
     

         

  
       

:اگرقراردهیم

    
  

 

    
 
  

        
 
     

    کهدرآن
          برایهر،    هرگاه    

هایضعیفداراییکدنبالهازجواب(9)ۀمسئل  

.همگراست طورقویبهصفردراستکهبه

 

 قدردانی و تشکر

.کنیممی قدردانی و تشکر افزودند، مقاله علمی غنای بر خود نظراتارزشمند با که مقاله، داوران از
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