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 یک توپولوژی موضعاً محدب روی جبرهای بورلینگ

 
گروهریاضی،دانشگاهزنجان؛سعیدمقصودی  

06/04/19پذیرش04/08/15دریافت

 چکیده

    یکتابعوزنو 𝜔یکگروهموضعاًفشرده، فرضکنید
    

 

 
باشدکهاساساً پذیررویفضایتوابعاندازه  

محدب.شوندکراندارودربینهایتصفرمی رویفضایوزندار 𝜔     دراینمقالهتوپولوژیموضعاً  𝜔     را

   بااینتوپولوژیبرابرفضایباناخ  𝜔     کهدوگاندهیممینشان.کنیممیبررسی
    

 

 
.است         

.کنیممیباتوپولوژیمذکوررابررسی  𝜔     فضایهایویژگیعلاوهبراین،برخی

.گروهموضعاًفشرده،توپولوژیموضعاًمحدب،فضایلبگوزندار،دوگان: کلیدی های واژه



مقدمه

یکتابع  𝜔چنینفرضکنیدهم.اندازههارچپثابتیرویآنباشدλیکگروهموضعاًفشردهو فرضکنید

داشته     ازایهرکهبهطوریبه        𝜔لمانندروپذیربباشد؛یعنییکتابعاندازه  وزنروی

   𝜔     𝜔   𝜔 باشیم φφراکه رویφپذیرهمهتوابعاندازهۀمجموع.          𝜔     با

تعریف              صورتکهبه       ونرم*باعملپیچش 𝜔     صورتدراین.دهیمنشانمی

نشان      رابا       شدهبانرمتوپولوژیتولید.دهدشودتشکیلجبرباناخیموسومبهجبربورلینگمیمی

دهیممی به. موردتوجهآنالیزداندلیلوجوداینفضا استتابعوزنوبروزرفتارهایمتفاوتباحالتبدونوزن، .ها

ویژهدکترمدقالچیودکترهایایرانبهدانآنالیزهارمونیک.دید[99]،[5]تواندرتردراینبارهرامیجزئیاتبیش

.اندهاییانجامدادهاینجبرپژوهشۀرجالیدربار

𝜔  که پذیرتوابعاندازهۀفضایهم      رابا       
 

 
     صورتدراین.دهیمنشانمی 

 

 
با 

 ضرب تعریف  عمل نرم         با به              و مختلط مزدوج عمل برگشتو عنوان

     علاوه،به.دهدجاییمیهجبرجاب-  تشکیلیک
 

 
واقع،نگاشتدر.است 𝜔     دوگان 

       
 

𝜔
       𝜔                                      

       ازایبه
 

 
.ریختیطولپااستیک  𝜔       و 

     در𝘨همهتوابعۀمجموع
 

 
𝜖ازایهرراکهبه  چنانموجودباشدکه Kمجموعهفشرده  

           
 𝜖 

  با
    

 

 
.انجامشدهاست[6]و[3]اینفضادرحالتبدونوزندرۀدربارپژوهشی.دهیمنشانمی 

اینتوپولوژیدارای.کنیمتعریفمی 𝜔     رارویفضای 𝜔     نمقالهتوپولوژیموضعاًمحدبیدرا

  تحتآنبا 𝜔     اینخاصیتجالباستکهدوگان
    

 

 
ایننتایجبرخینتایجعرضه.شودیکیمی 
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.فشردهباشد Gپذیراستاگروتنهااگرنرم 𝜔     کهدهیممیعلاوهنشانبه.دهدراتعمیممی[95]شدهدر

[1]برخیکاربردهاینتایجاینمقالهدر.انجامشدهاست[90]و[8]،[9]هایمشابهیبرایفضاهایدیگردرپژوهش

هایاخیردرترینپژوهشترینوارزندهنامببریمکهازبدیع[94]-[92]جااستکهازمقالاتهچنینبهم.استآمده

.پذیرانجامشدهاستموردتوپولوژیاکیداستکهپسازمقالاتصاحباینقلمدرموردفضاهایاندازهوتوابعاندازه

.عرضهشدهاست[90]همتعمیمسرراستیازبرخینتایج[4]در

 

                  های ویژگی

هایصعودیازاعدادمثبتواگرابهودنباله  راباGهایفشردههایصعودیاززیرمجموعهدنبالهۀمجموعههم

:کنیمتعریفمی  ℛ     و       برای.دهیمنشانمیℛبینهایترابا

َ                     𝜔                  

𝒰بینیمکهمجموعهراحتیمیبه.است 𝜔     ایمحدبمتعادلوجاذبدرفضایوتوجهداریمکهمجموعه

 همه از که            متشکل موضعاً  ℛ     و       ها توپولوژی یک برای پایه یک تشکیل

اریدرگذنامیم؛دلیلایننامتوپولوژیاکیدمیدهیموآنرانشانمی 𝜔     اینتوپولوژیرابا.دهدمحدبمی

.آمدهاست[9]

.کنیمشروعمی9ۀکارراباگزار

ندارهایکراصورتمجموعهایندر.یکتابعوزنرویآنباشد 𝜔گروهیموضعاًفشردهوGفرضکنید  .2ۀ گزار

 وتوپولوژی       نسبتبهتوپولوژی
.سانندیک      

. برهان مجموعهBفرضکنید  ای
نرم       توپولوژی به نسبت مجموعه این فرضبگیرید و باشد کراندار

  ۀدنبالپس.نباشدکراندار      
 
    داریم  ازایهرعددطبیعیکهبهطوریبهداردوجود   

 
 
   

 

   توانیممجموعهفشردهحالبرایهرعددطبیعیمی  چنانبیابیمکه     را
 
        

اکنوناگر  

      تعریفکنیم
 
    داریم  ازایهرعددطبیعیصورتبهدراین   

 
        

.       و  

  طوریباشدکهصعودیبهۀدنبال ℛ     فرضکنید
 ایمجموعهBچون.   

کرانداراستپس      

 مثل ثابتی استبه   عدد ایگونهموجود                که این. از طبیعیبهرو، عدد   ازایهر

      داریم
 
        

 .عکسحکمبدیهیاست.کهتناقضاست    

دهیم؛اینتوپولوژیبرابرتوپولوژینشانمی       رابا    𝜔       𝜔      توپولوژیقویروی

توپولوژیضعیفهایکراندارنسبتبهوعهمنواخترویزیرمجهمگرایییک

𝜎      𝜔        𝜔       𝜔      

  𝜔      𝜔      فضاینرمیتوپولوژیازحاصلالقاییتوپولوژیچنینهم.است
 

  𝜔       𝜔      روی
 



:شودنرمالقامیوسیلۀاینبهاینتوپولوژی.دهیمنشانمی       رابا

                      𝜔              

.    𝜔       𝜔        کهدرآن
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گزار از آسانی به توپولوژیدرمی9ۀ که یابیم     𝜔       𝜔      روی       و       های

.اندمعادل

  و 𝜔     کنیمکهمییادآوری
    

 

 
تحتنگاشتدوخطیزیردردوگانگیقراردارند 

                      

𝜎توپولوژیضعیف       𝜔    
    

 

 
توجهکنیدکه.دهیمنشانمی       رابا 𝜔     روی  

                    𝜔  

.کنیمشرطتساویدوتوپولوژینرمیواکیدرامشخصمی2ۀدرگزار  

.  2ۀ گزار وGفرضکنید فشرده باشدیک 𝜔گروهیموضعاً رویآن وزن تابع صورتتوپولوژینرمیایندر.

.فشردهباشدGبرابراستاگروتنهااگر 𝜔     باتوپولوژی 𝜔     روی      

مجموعه.حالفرضکنیمدوتوپولوژیبرابرباشند.فشردهباشدبرابریدوتوپولوژیبدیهیاستGاگر. برهان  

          𝜔                

اکیدنیزتوپولوژیبهنسبتبنابراینبازاستوتوپولوژینرمینسبتبهکهاینمجموعهوتوجهکنیدمگیریمینظررادر

              کهطوریبهداردوجودℛ  در           ۀکهدنبالشودمینتیجهجاایناز.استباز

.∅     باشیمداشته   هربرایکنیدفرضمنظوربدین.    داریمییmازایدهیمبهنشانمی

.      کهمکنیمیراچنانانتخاب      فشردهۀومجموعمگیریمیرادرنظر mعددثابتیمثل

:مکنیمیتعریف

φ
 
 

  

    𝜔
   

:داریم

   
 
       

                  

و

  
 
       

                      

  بنابراین
 
  رواین از             

 
   ؛یعنی  

 
 
   

ازسویدیگر.    

    
  

    
   

 

    
 
 
   

   

.درتناقضاست    کهبا

بیانویژگیجالبیازتوپولوژیاکیدبهپایانمی با بریماینبخشرا یادآوریمی. کنیمتعریفیرا فضایموضعاً.

یکهمسایگیEدر(یعنی،مجموعهبستهمحدبمتعادلوجاذب)راچلیکیگویندهرگاههرچلیک     محدب

هایکراندارراچنیناینفضارابرونولوژیگوینداگرهرزیرمجموعهمحدبومتعادلکهزیرمجموعههم.ازصفرباشد

.کندیکهمسایگیازصفرباشدجذبمی

:اندلاحکامزیرمعاد.یکتابعوزنرویآنباشد 𝜔گروهیموضعاًفشردهوGفرضکنید  .2 ۀگزار

9.      𝜔       𝜔  چلیکیاست.
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2.      𝜔       𝜔  برونولوژیاست.

3.      𝜔       𝜔  پذیراستنرم.

4.Gفشردهاست.

پذیریکفضایچلیکیهرفضاینرمزیرابرقرارباشد؛(2)یا(9)برقراراستهرگاه(4)کافیاستنشاندهیم. برهان

.است

بینیمکهگوییکهبهآسانیمی.برقرارباشد(9)فرضکنید

          𝜔                

به  𝜔     بستهدر-       ۀزیرمجموع استاستو اینفضا یکچلیکدر ویژه این. بنابرفرضاینرو،از

2ۀکهباتوجهبهگزار 𝜔            کهاینیعنیاین.همسایگیازصفراست- 𝜔     مجموعهیک

.فشردهاستGگیریمکهنتیجهمی

برقرارباشدونگاشتهمانیرابا(2)حالافرضکنیدکه

         𝜔       𝜔         𝜔          

یکفضایبرونولوژیاست  𝜔       𝜔      چون.ایننگاشتکرانداراست9ۀبنابهگزار.مدهیمینشان

پیوستهاست پسنگاشتمذکور این.  𝜔            رو،از نتیجهمی2کهبازطبقگزاره Gگیریمکه

.فشردهاست



                  های دوگان برخی خاصیت

اثباتاینقضیهشبیهحالتبدونوزن.کنیمشروعمی،است[95]در2ۀزیرکهتعمیمقضیۀباقضیاینبخشرا

.کنیمنظرمیاستوازتکرارآنصرف

یکتوپولوژیموضعاًمحدب  τ اگر.یکتابعوزنرویآنباشد 𝜔گروهیموضعاًفشردهوGفرضکنید .2 ۀگزار

تحتتوپولوژی     𝜔      دوگانصورتایندر                کهچنانباشد  𝜔       روی

   قویبافضایباناخ
    

 

 
.یکیاست          

پردازیمتحتتوپولوژیاکیدمی 𝜔     هایدوگاناکنونبهبررسیبرخیویژگی بهیادبیاوریدکهفضای.

.        بازتابیاستهرگاهنیم     موضعاًمحدب

  𝜔       𝜔      صورتایندر.یکتابعوزنرویآنباشد 𝜔گروهیموضعاًفشردهوGفرضکنید .5 ۀگزار

.گسستهباشدGبازتابیاستاگروتنهااگرنیم

ℓتوانبارامی 𝜔     صورتگسستهباشد،دراینGفرضکنید. برهان
 
   𝜔 کهفضایهمهتوابعمختلط

 روی Gمقدار شرط گرفت،است           𝜔  ∞>با گزار.یکی به توجه دوگان4ۀبا

 ℓ
 
   𝜔        𝜔  باناخ فضای    با

    
 

 
است           یکی توابع. همه از متشکل فضا این

می    استکه𝘨مختلطمقدار بینهایتصفر در و شودکراندار میمی. را باناخ اینفضای دوگان بادانیم توان

ℓ
 
   𝜔 یکیگرفتپسداریمℓ

 
   𝜔   ℓ

 
   𝜔       𝜔     .
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یکتابعک  تابع.دهیمنشانمی  واندازهدیراکرابا eراباGبرایاثباتجهتعکس،عضوهمانیگروه

     خطیپیوستهروی
 

 
  روی  توانیمگسترشیازباناخمی-هانبنابهقضیه.کندتعریفمی 

    
 

 
به 

 کنیمuاسم انتخاب به. گزارفرضما می4ۀهمراه نشان تابع که به 𝜔       دهد دارد کهطوریوجود

𝜓ازایهرویژهبهبه.              𝜔 داریم:

    𝜓      𝜓     𝜓    

گسستهاست؛بندGگروهگیریمکهجانتیجهمیپیوستهمطلقاستوازاینλهارۀنسبتبهانداز  نتیجهدر

.راببینید[2]در99.95

:اکنونیکنتیجهسرراستازاینگزاره

  𝜔       𝜔      صورتایندر.باشدآنرویوزنتابعیک 𝜔وفشردهموضعاًگروهیGکنیدفرض .6 ۀنتیج

.متناهیباشدGبازتابیاستاگروتنهااگر

محدببازتابیاستاگروتنهااگرنیمازآن. برهان بازتابیوچلیکیباشد،حکمموردنظرازجاکهیکفضایموضعاً

.آیددستمیبه5و3هایگزاره

محدب نامندهرگاهفضایموضعاًمحدبدیگریرایکفضایدوگانمی     بهیادبیاوریدکهفضایموضعاً

.بشود       برابردوگان      کهطوریموجودباشدبه       مثل

  𝜔       𝜔      صورتایندر.رویآنباشدیکتابعوزن 𝜔گروهیموضعاًفشردهوGفرضکنید .7 ۀنتیج

.فشردهباشدGفضایدوگاناستاگروتنهااگر

3.9بنابهلمرو،ازاین.چلیکیاست  𝜔       𝜔      فضای3ۀگزارفشردهباشد،بنابهGاگر. برهان

.فضایدوگاناست  𝜔       𝜔      فضای[9]در

فرضکنید   𝜔       𝜔      برعکس، فضایدوگانباشد   𝜔       𝜔      چوندوگان.

  داربرابرفضاینرم
    

 

 
بنابه  پذیربایدنرم  𝜔       𝜔      فضای[9]در3.9لماست،مجدداً

 .فشردهاستGکندکهایجابمی3لماکنونگزاره.باشد

  کهبههرتابعکرویایرا،نگاشتطبیعیهدرادام
    

 

 
     تحدیدآنبه 

 

 
دهدبارانسبتمی 

    
    

 

𝜔
 
 

      
 

𝜔
 
 

 

.دهیممینشان

فشردهوGفرضکنید .8لم  ازایهرتابعکخطیصورتبهدراین.یکتابعوزنرویآنباشد 𝜔گروهیموضعاً

  روی   مثبت
    

 

 
 .          داریم 

       دارشدهاستباشمولجهتۀرابطوسیلۀبهراکهGهایفشردهازخانوادههمهزیرمجموعه. برهان
نشان

   صورتدراین.دهیممی
  
 
   

  جبر-  یکهمانیتقریبیبرای
    

 

 
درواقع،برایهر.دهدتشکیلمی 

    
    

 

 
:داریم 
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ϵازایهربهرو،ازاین.            مثبتاستپس  چون 𝛾 وجودداردیک  
 
 𝛤 طوریبه

که

    𝜖             

     کنیمکهراچنانانتخابمیψ       تابع
 𝜓 𝜓 پس.           

 

 
داریمرو،ازاین. 

        
        𝜓            𝜓            

.کههماننتیجهمطلوباست𝜖           گیریمجانتیجهمیکهازاین

     تابعک[3]بهپیرویاز
    

 

 
 
 

می محملفشرده با چنانموجود Cنامیمهرگاهمجموعهفشردهرا

به که باشد هر     ازای
    

 

 
  باشیم ؛               داشته یکمحملییCچنین را

.نامیممی  فشردهبرای

فشردهوGفرضکنید  .9ۀ گزار تابعوزنرویآنباشدیک 𝜔گروهیموضعاً این. محملتابعکصورتدر با ها

  فشردهدر
    

 

 
 
 

.دهندچگالتشکیلمییکزیرفضاینرم

  دوتابعکبامحملفشردهدر  و فرضکنید. برهان
    

 

 
 
 

ازایهرعددبه     صورتدراین.باشند

هابامحملفشردهدرتابعک،دهیماگرنشانرو،ازاین.است  و هایبرابراجتماعمحملیادارایمحملفشرده 

  
    

 

 
 
 

.انداثباتتماماستچگالنرم

    کنیدفرضمنظوراینبرای
    

 

 
 
 

ϵو     عضودهیممینشان.باشندمفروض  
    

 

 
 
 

با

تابعک کنیمبدونازدسترفتنکلیتحکمفرضمی.𝜖      کهطوریمحملفشردهموجوداستبه

   خطیمثبتروی
    

 

 
    دانیممیزیراباشد؛

    
 

 
 
 

به میوسیلۀ شوداعضایمثبتتولید آن. جاکهاز

          
 

 
ϵازایهرپسبه  شودکهیافتمیGازCوعهفشردهمزیرمج  

 φ            ϵ  

  روی  حالفرضکنید
    

 

 
:ضابطهتعریفشوداینبا 

                                   
    

 

𝜔
   

  مثبترویتابعک    علاوهبه.           واستCفشردهمحملدارای صورتایندر
    

 

 
 

شودکهنتیجهمی8ازلم.است

               

             

            

   𝜔           

. ϵ      دهدکهنشانمی

.آخریننتیجهماحکمیاستکهدرنوعخودجالبتوجهاست
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     در
 

 
.دارنیستمتمم 

 دومجزادربههایفشردهودوازهمسایگی    (دنباله[2]از99.43فشردهنیستپسبنابهحکمGچون. برهان

G می نگاشت.شودیافت حال           های
 

 
      و

    
 

 
ب     تعریفدینرا صورت

:کنیممی

           𝜔   

 

   

                            
  

و

      
 

     
 

    

𝜔     

      

   

                                 
    

 

𝜔
  

پیوسته نگاشت دو بهاین واقع در هراند؛        ازای
                داریم

بنابراین         و

    چنینبرایهرهم.     
    

 

 
:داریم 

            
 

     
 

    

𝜔     

               

      𝜔   و
مانندایاکنونفرضکنیدکهتصویرپیوسته.     رووازاین  

       
 

𝜔
    

    
 

𝜔
  

داریم        صورتبرایهرباشددراین     برابرترکیب       اگر.موجودباشد

          
    

 

 
  

 و

             𝜔   

 

   

  

  
 

     
    𝜔   

 

     

         

   

        

 در  یکتصویراستکهخلافاینمطلبآشنااستکه       روازاین
ۀدارنیست؛مثلاقضیمتمم 

.راببینید[96]در29.5
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