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،‌این‌تعریف‌همان‌میانگین‌هندسی‌معمول‌

‌صورت‌‌دینرا‌ب‌    توان‌‌پذیر‌نباشند،‌می‌وارون‌ و‌‌ علاوه‌اگر‌‌به.‌است

   
   

               

‌گرفت ‌نظر ‌توپولوژی‌قوی‌در ‌در ‌میانگین‌هندسی‌وزن. ‌به ‌مقالات‌زیادی ‌عملگرها ‌در ‌نامساویدار های‌نرمی‌آن‌‌و

‌.[13]،‌[12]،‌[9]،[7]،‌[6]،[2]،‌[1]‌اند‌پرداخته

 sheikhhosseini@uk.ac.irنویسنده‌مسئول‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌*

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
2.

11
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.2
.1

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
03

 ]
 

                               1 / 6

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.2.113
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.2.1.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2559-en.html


 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9316پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌111

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

عبارت‌است‌از‌تصویر‌دایره‌‌    گاه‌برد‌عددی‌‌باشد،‌آن‌ یک‌عملگر‌خطی‌کراندار‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌ اگر‌‌

‌دیگربیان‌‌به.‌        واحد‌تحت‌نگاشت‌

                         

‌.بیان‌شده‌است‌    های‌‌ها‌بعضی‌ویژگی‌و‌مراجع‌آن[‌‌5]و‌[‌4]‌در

 ،       کندکه‌برای‌هر‌‌دو‌عدد‌حقیقی‌مثبت‌باشند،‌شکل‌معمول‌نامساوی‌یانگ‌بیان‌می b و‌aاگر‌

                                                         (9)  

‌‌:ندا‌هبهبود‌بخشید‌(2)صورت‌‌را‌به(‌9.9)کیتانه‌و‌ماناسرا‌نامساوی‌[‌8]‌در

                                            ‌‌(2)  

‌.              که‌در‌آن‌

 .تعمیم‌دادند‌       برای‌‌(3)‌صورت‌را‌به(‌2)نامساوی‌[‌11]اخیرا‌نیز‌ماناسرا‌و‌کیتانه‌

            
   

 

   
 

                                    ‌(3)  

‌.استدار‌برای‌دو‌عملگر‌‌هدف‌از‌این‌مقاله‌ارائه‌کران‌بالا‌برای‌نرم‌عملگری‌میانگین‌هندسی‌وزن

 

 نتایج اصلی

‌:نیاز‌داریم‌9دست‌آوردن‌نتیجه‌اصلی‌به‌لم‌مشهور‌‌برای‌به

‌توسع) .1لم  ‌هولدر‌ۀنامساوی ‌‌مک‌-یافته ‌10]کارتی ‌باشد‌      فرض‌کنید‌[( ‌مثبت ‌یک‌عملگر ‌این‌. در

‌،‌داریمγو‌هر‌عدد‌حقیقی‌مثبت‌‌     صورت‌برای‌هر‌

𝛾اگر‌(‌آ                   گاه‌‌‌،‌آن  
 
        

 
             ،‌

𝛾  اگر‌(‌‌ب                  گاه‌‌‌،‌آن  
 
       

 
             .‌

‌عملگر‌مثبت‌‌ و‌‌ که‌‌طوری‌به‌            فرض‌کنید‌ .2قضیه  ‌باشند‌واروندو ‌پذیر ‌این‌صورت.  در

‌،        برای‌هر

                  
   
       

   
       

 
       

 
   

 :ب‌داریمقسمت‌‌9با‌استفاده‌از‌لم‌       برای‌هر‌دو‌بردار‌واحد‌‌.برهان

                     
  
   

  
    

 
     

 
      

    
  
   

  
   

 
     

 
    

 
    

  
   

  
   

 
     

 
    

 
   

 
    

   

  
 
    

   

 

          
 
          

 
          

   
          

   
  

‌.سوپرمم‌بگیریم،‌نتیجه‌مورد‌نظر‌حاصل‌می‌شود‌ بردارهای‌واحد‌‌ۀحال‌اگر‌از‌طرفین‌نسبت‌به‌هم

‌:آید‌دست‌می‌به‌3ۀ‌،‌نتیج2نامساوی‌قضیه‌‌در‌‌     با‌قرار‌دادن‌

‌        ،در‌این‌صورت‌برای‌هر‌.‌پذیر‌باشند‌واروندو‌عملگر‌مثبت‌‌          فرض‌کنید. 1نتیجه 

                     

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
2.

11
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.2
.1

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
03

 ]
 

                               2 / 6

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.2.113
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.2.1.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2559-en.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌111چند‌نامساوی‌میانگین‌هندسی‌وزن‌دار‌عملگری

  چنین‌با‌فرض‌‌هم
 

 
‌:شود‌،‌‌نتیجه‌می2در‌نامساوی‌قضیه‌‌

‌در‌این‌صورت‌.‌پذیر‌باشند‌واروندو‌عملگر‌مثبت‌‌ و‌  که‌‌طوری‌به‌            فرض‌کنید‌ .1نتیجه 

                                      

‌:،‌داریم‌2ۀ،‌در‌نامساوی‌قضی   ازای‌‌به

ازای‌هر‌‌گاه‌به‌پذیر‌باشند،‌آن‌واروندو‌عملگر‌مثبت‌‌ و‌A که‌‌طوری‌به‌          اگر‌. 1نتیجه 

        ،‌

                                                     (4)  

کارتی‌‌مک‌-هولدر‌ۀبرای‌این‌منظور،‌به‌عکس‌قضی.‌دست‌آورد‌توان‌به‌می(‌4)همچنین‌شکل‌وارونه‌ای‌برای‌نامساوی‌

‌.نیاز‌‌داریم‌‌6قضیۀ‌صورت‌‌به‌(‌5ۀقضی)

در‌این‌.‌          که‌طوری‌باشد‌به‌ یک‌عملگر‌مثبت‌روی‌فضای‌هیلبرت‌‌ فرض‌کنید‌‌.6 ۀقضی

‌داریم‌   و‌‌     صورت‌برای‌هر‌

          
 

 
                   

       که‌در‌آن‌
 

   
 
    

   
 
   

    
 
    

 
  .‌

‌.شود‌حاصل‌می‌2قضیۀ‌صورت‌‌به(‌9)ای‌برای‌نامساوی‌‌کار‌بردن‌این‌قضیه،‌شکل‌وارونه‌و‌به‌‌2ۀبا‌روشی‌مشابه‌قضی

‌هیلبرت‌‌ و‌‌ اگر‌ .7قضیه  ‌فضای ‌روی ‌مثبت ‌عملگر ‌و‌‌ دو ‌که‌‌ و‌‌ باشند ‌باشند ‌مثبت‌حقیقی ‌عدد دو

‌:داریم‌     و‌‌ گاه‌برای‌هر‌عملگر‌دلخواه‌‌،‌آن         

              
 

 
                     

‌.شودتعمیمی‌از‌صورت‌عملگری‌نامساوی‌یانگ‌با‌استفاده‌از‌نرم‌عملگری‌داده‌می‌‌8ۀدر‌قضی

‌مثبت‌‌ و‌‌ که‌‌طوری‌به‌            فرض‌کنید‌ .8 ۀقضی ‌عملگر ‌باشند‌واروندو ‌پذیر ‌این‌صورت‌. در

‌،        و‌هر‌   ،‌هر       برای‌هر‌

                                             
 
  

                                                                             
 
   

‌که‌در‌آن‌

        
     

             
 
              

 
                     

    بدون‌آن‌که‌به‌کلیت‌استدلال‌خللی‌وارد‌شود،‌فرض‌می‌کنیم‌.‌برهان
 

 
‌9ترتیب‌با‌استفاده‌از‌لم‌‌به‌.

‌:داریم ،     ،‌برای‌هر‌بردار‌یکه‌(3)های‌ب‌و‌الف‌و‌با‌نامساوی‌‌قسمت

                        
  
   

  
    

 
     

 
         

    
  
   

  
   

 
     

 
         

 
    

        

    
  
   

  
   

 
     

 
         

 
    

        

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
2.

11
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.2
.1

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
03

 ]
 

                               3 / 6

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.2.113
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.2.1.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2559-en.html


 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9316پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌116

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

                                                             

                                                                 

                                      

                
 
              

 
     

                                      

                     
 
              

 
     

                                  

                    
 
              

 
     

                                 

                  
 
              

 
    

‌.آید‌دست‌می‌مورد‌نظر‌به‌ۀ،‌نتیج بردارهای‌واحد‌‌ۀحال‌با‌سوپرمم‌گرفتن‌از‌طرفین‌نامساوی‌نسبت‌به‌هم
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‌ .12گزاره  ‌کنید ‌‌ که‌طوریبه‌          فرض ‌‌ و ‌مثبت ‌عملگر ،‌واروندو ‌باشند ،‌   پذیر
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‌صورت‌‌در‌این

                                                             

براین‌واضح‌است‌که‌‌،‌بناهستترین‌کران‌پایین‌یک‌مجموعه‌نقطه‌حدی‌آن‌نیز‌‌جاکه‌بزرگ‌از‌آن .برهان

Ω     اگر‌و‌تنها‌اگر‌دنباله‌‌       
‌موجود‌باشد‌که‌ 

                                    
  

‌که‌‌این‌معادل‌است‌با‌این.‌    هستند‌و‌‌ ها‌بردارهایی‌یکه‌در‌  در‌آن‌

   
   

                             

‌عبارت‌دیگر‌یا‌به

                                                      

‌..     Ωدهیم‌‌نشان‌می‌93در‌مثال‌

‌در‌این‌صورت.‌           و‌‌           ،‌   ،‌   فرض‌کنیم‌. 11مثال 

            . 

‌.     Ωداریم‌‌‌92ۀپس‌بنا‌به‌گزار
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