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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
مقدار مرزی شامل  مسئلۀاز های مثبت نوعی  وجود و یگانگی جواب
 کسری ۀدیفرانسیل مرتب ۀمعادل

‌

 ربایجانذآدانشگاه‌شهید‌مدنی‌؛‌‌اصغر‌احمدخانلو

‌15/4/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌52/1/12دریافت‌

 چکیده
 ‌مسئلۀ.‌مکنی‌بررسی‌میرا‌‌کسری‌ۀدیفرانسیل‌مرتب‌ۀمقدار‌مرزی‌شامل‌یک‌معادل‌مسئلۀنوعی‌‌در‌این‌مقاله

 
    

                         

                            
 
          

  

   کنیم‌که‌در‌آن‌‌می‌بررسیهای‌مثبت‌‌را‌از‌لحاظ‌‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب
لیوویل‌‌-ریمانکسری‌از‌نوع‌‌ۀمشتق‌مرتب‌  

شود‌تابع‌گرین‌مثبت‌است‌و‌با‌تعیین‌سوپریمم‌انتگرال‌تابع‌گرین‌‌میشود‌سپس‌ثابت‌‌ابتدا‌تابع‌گرین‌محاسبه‌می.‌است

𝛼های‌‌برای‌نگاشت‌هایی‌که‌اخیراً‌روی‌بازه‌جواب‌و‌با‌استفاده‌از‌برخی‌تعمیم ارائه‌شده‌است،‌شرایط‌لازم‌و‌انقباضی‌-  

با‌استفاده‌از‌وجود‌جواب‌پایینی‌‌که‌ابتدا‌منظور‌بدین.‌کیم‌تعیین‌می‌مسئلهکافی‌را‌برای‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌مثبت‌این‌

𝛼های‌‌و‌استفاده‌از‌تعمیم‌نگاشت‌مذکور‌مسئلۀبرای‌ ثابت‌‌مثبت‌انقباضی‌روی‌فضای‌مرتب،‌وجود‌ویگانگی‌جواب-  

𝛼های‌‌نگاشتشود‌سپس‌با‌استفاده‌از‌تعمیم‌دیگری‌از‌‌می ‌مثبت‌انقباضی‌روی‌فضای‌مرتب‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب-  

 .شود‌چنین‌مثالی‌برای‌تشریح‌نتایج‌ثابت‌شده‌ارائه‌می‌هم.‌شود‌ثابت‌می‌مسئله

‌.لیوویل،‌قضیه‌نقطه‌ثابت‌-ریمانمسائل‌مقدار‌مرزی،‌معادلات‌دیفرانسیل‌مرتبه‌کسری،‌مشتق‌کسری‌:‌های کلیدی واژه

 
 مقدمه

توجه‌بسیاری‌از‌دانشمندان‌هم‌از‌لحاظ‌نظری‌و‌هم‌کاربردی‌کسری‌‌ۀهای‌اخیر‌معادلات‌دیفرانسیل‌مرتب‌‌در‌سال

فرایندهای‌فیزیکی‌‌سازی‌و‌توان‌در‌مدل‌برخی‌کاربردهای‌این‌معادلات‌را‌می.‌دانان‌را‌به‌خود‌جلب‌کرده‌است‌اضیو‌ری

های‌مسائل‌مقدار‌مرزی‌و‌‌بررسی‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌[.2]،‌[4]،‌[3]،‌[5]،‌[1]‌و‌شیمیایی‌و‌مهندسی‌‌ملاحظه‌کرد

‌توجه‌بهۀ‌یفرانسیل‌مرتباولیه‌شامل‌معادلات‌د ای‌‌وسعت‌کاربرد‌حساب‌دیفرانسیل‌کسری‌اهمیت‌ویژه‌کسری‌نیز‌با

های‌متفاوتی‌مانند‌قضایای‌نقطه‌ثابت،‌نظریه‌‌از‌تکنیک‌که‌ده‌استشچاپ‌‌زمینهچندین‌مقاله‌در‌این‌‌دارد‌و‌اخیراً

،‌[8]،‌[7]،‌[6]ر‌د‌توان‌می‌ها‌را‌آن‌از‌هایی‌نمونه‌.ها‌استفاده‌شده‌است‌در‌آن‌3و‌روش‌تجزیه‌آدومیان‌5شاودر-1لرای

‌.ملاحظه‌کرد[‌11]،‌[11]،‌[1]

4بای
‌مقدار‌مرزی‌‌مسئلۀ‌[1]‌‌2و‌لو‌ 

 
   
                         

                                        
  

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌‌‌ahmadkhanlu@azaruniv.ac.irنویسندۀ مسئول*

1. Leray 
2. Schauder 

3. Adomian 

4. Bai 
5. Lü 
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 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1316بهار‌و‌تابستان،‌1،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2

 (دانشگاه‌خوارزمینشریه‌علوم‌)

𝛼  که‌در‌آن‌‌را‌    و‌‌  
های‌مثبت‌را‌با‌‌و‌وجود‌جواب‌هبررسی‌کرداست‌را‌‌لیوویل-ریمانمشتق‌کسری‌‌ 

‌.ندا‌هثابت‌کرد‌3و‌کراسنوسلسکی‌5ویلیامز-1استفاده‌از‌قضایای‌نقطه‌ثابت‌لگت

مقدار‌‌مسئلۀهای‌مثبت‌چندگانه‌را‌برای‌‌وجود‌جوابویلیامزو‌کراسنوسلسکی‌-قضایای‌نقطه‌ثابت‌لگت‌اب‌[7]‌‌4ژانگ

‌مرزی‌غیرخطی‌

 
    
                             𝛼              

                                                       
   

    ‌مسئلهدر‌این‌‌.ثابت‌کرد
‌.تابعی‌پیوسته‌است‌ و‌‌2مشتق‌کسری‌کاپوتو‌ 

 مقدار‌مرزی‌‌مسئلۀهای‌یاد‌شده‌‌با‌تکنیک‌[11]‌‌7و‌امبومی‌6کوفمن

 
   
                           

                                          
     

𝛼  ‌که‌در‌آن‌‌کردندرا‌بررسی‌    و‌‌  
‌.است‌لیوویل‌-ریمانمشتق‌کسری‌‌ 

‌مقدار‌مرزی‌‌ۀمسئلبا‌توجه‌به‌کارهای‌انجام‌شده‌در‌این‌مقاله‌

 
    

                         

                            
 
          

                                             (1)  

𝛼  که‌در‌آن‌‌.کنیم‌میبررسی‌‌را    و‌‌  
و‌‌8پایینی‌‌با‌استفاده‌از‌جواب‌.است‌لیوویل‌-ریمانمشتق‌کسری‌‌ 

‌برای‌𝛼   های‌‌ها‌برای‌نگاشت‌برخی‌تعمیم با‌‌(1)مقدار‌مرزی‌‌ۀمسئلانقباضی،‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌مثبت‌را

‌لازمنیازها‌و‌تعاریف‌‌در‌بخش‌بعدی‌برخی‌پیش.‌صورت‌زیر‌تنظیم‌شده‌است‌این‌مقاله‌به.‌کنیم‌بیان‌دو‌قضیه‌ثابت‌می

 .شود‌شود‌و‌سرانجام‌یک‌مثال‌برای‌تشریح‌قضایای‌اثبات‌شده‌بیان‌می‌شود‌سپس‌نتایج‌اصلی‌بیان‌و‌ثابت‌می‌می

 

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی

 :شود‌تعریف‌می‌صورت‌دینب‌          ‌برای‌تابع‌‌αۀاز‌مرتب‌لیوویل‌-ریمان‌انتگرال  .1 تعریف

     
      

 

    
                       
 

 
                        (5)  

‌.[13]،‌[15]‌موجود‌باشدمذکور‌که‌انتگرال‌‌مشروط‌بر‌این

 :شود‌تعریف‌میصورت‌‌دینب‌‌         تابع‌‌برای‌‌𝛼ۀمشتق‌کسری‌از‌مرتب‌.2 تعریف

     
      

 

      

    

     
               
 

 
                   (3)  

𝛼    ‌که‌در‌آن  [.13]،‌[15]مشروط‌بر‌اینکه‌انتگرال‌فوق‌موجود‌باشد‌،  

𝛼   ‌فرض‌کنید [15]. 1 لم  ‌:در‌این‌صورت.‌         و‌‌       ،‌     

   
  

  
 
     

   
  ‌. 

                                                           
.1 Leggett 

2. Williams 

3. Krasnoselskii 

4. Zhang 
5. Caputo 

6. Kaufmann 

7. Mboumi 
8. Lower Solution 
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𝛼    ‌فرض‌کنید[‌15] .2 لم ‌در‌این‌صورت.‌                 ‌‌،  

 ‌داریم.‌               ‌برای‌هر

    
    

              
       

         
                 (4)  

که‌‌را‌چه‌برخی‌مفاهیم‌اولیه‌و‌آن.‌[14]،‌[5]‌شده‌است‌دادهانقباضی‌𝛼   های‌‌ها‌برای‌نگاشت‌برخی‌تعمیم‌اخیراً

‌.‌[17]،‌[16]،‌[12]‌کنیم‌در‌طول‌این‌مقاله‌مورد‌نیاز‌است‌یادآوری‌می

‌:شرایط‌صدق‌کننداین‌باشد‌که‌در‌‌             رده‌توابعی‌مانند‌‌Ψفرض‌کنید‌

 غیرنزولی‌است؛‌  .1

 ؛(t              زیر‌جمعی‌است،‌یعنی‌‌  .2

 پیوسته‌است؛‌  .3

4.           . 

‌‌:باشد‌که‌             رده‌تمام‌توابعی‌مانند‌‌Φچنین‌فرض‌کنید‌‌هم

 صعودی‌است؛‌  .1

 ؛      ،‌   برای‌هر‌ .2

3.      
    

 
   

‌است‌که‌‌             رده‌تمام‌توابعی‌مانند‌‌ که‌در‌آن‌

                                                         (2)  

‌‌     ‌که‌طوری‌مجهز‌شده‌است‌به‌ ‌یکمرتب‌جزئی‌باشد‌که‌به‌متر‌ۀیک‌مجموع‌     ‌فرض‌کنید .1 قضیه

‌فرض‌کنید.‌استیک‌فضای‌متریک‌کامل‌

 .‌وجود‌دارد‌        ‌با‌شرط‌‌     ‌عنصری‌مانندیک‌نگاشت‌صعودی‌باشد‌که‌‌      (لفا

 ،   ‌با‌شرط‌     ‌چنان‌وجود‌دارد‌که‌برای‌هر‌   (‌ب

                                                                      (6)  

،‌   ‌گاه‌برای‌هر‌آن‌ در‌‌    ،‌که‌      ‌پیوسته‌است‌و‌یا‌برای‌هر‌دنباله‌صعودی‌مانند‌ ‌(پ

    . 

 .قابل‌مقایسه‌است‌   ‌وجود‌دارد‌که‌با‌   ‌عنصری‌مانند‌     ‌برای‌هر(‌ت

 .است‌یکتادارای‌نقطه‌ثابت‌‌ ‌در‌این‌صورت

‌.مراجعه‌شود[‌5]‌به.‌برهان

‌‌     ‌که‌طوری‌مجهز‌شده‌است‌به‌ ‌یکیک‌مجموعه‌مرتب‌جزئی‌باشد‌که‌به‌متر‌     ‌فرض‌کنید‌.2 قضیه

‌.‌استیک‌فضای‌متریک‌کامل‌

  : فرض‌کنید

‌    ،‌   ‌گاه‌برای‌هر‌آن‌ ‌در‌    ‌که‌،      ‌برای‌هر‌دنباله‌صعودی‌مانند(‌الف

 ‌نگاشت‌صعودی‌است‌و‌‌     ‌(ب
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 (دانشگاه‌خوارزمینشریه‌علوم‌)

                                                              (7)  

 .‌‌Ψ  ‌که‌در‌آن

 .قابل‌مقایسه‌است‌ و‌‌ وجود‌دارد‌که‌با‌‌   عضوی‌مانند‌‌     برای‌هر‌(‌ج‌

‌.است‌یکتادارای‌نقطه‌ثابت‌‌ در‌این‌صورت‌

‌.مراجعه‌شود[‌16]‌به.‌برهان

 نتایج اصلی

 ‌مقدار‌مرزی‌ۀمسئلصورت‌جواب‌‌در‌این.‌             و‌‌         ‌فرض‌کنید‌.3 لم

 
    

                      

                   
 
        

                                                      (8)  

‌‌:برابر‌است‌با

                               
 

 
                                            (1)  

‌که‌در‌آن‌

 𝛤 𝛼         
         

 
                     

         
 
                                     

    

‌‌،‌از‌این‌رو،بریم‌‌کار‌می‌با‌آن‌به‌ارز‌همبه‌یک‌معادله‌انتگرال‌‌مذکور‌ۀمسئلدیل‌برا‌برای‌ت‌‌5لم‌.برهان

     
  

  𝛼 
                   

       
   

 

 

  

‌𝛼ۀگیری‌از‌مرتب‌از‌طرف‌دیگر‌با‌مشتق.     در‌مبدأ‌متناهی‌باشد‌پس‌باید‌‌    ‌ جا‌که‌باید‌از‌آن
‌    از‌‌   

‌:داریم

 
 
       

  

  𝛼    
      

 
    

 

 

         
  𝛼 

  𝛼    
 
 
    

 در‌نتیجه‌

 
 
       

  

  𝛼    
      

 
    

 

 

         
  𝛼 

  𝛼    
    

‌از‌این‌رو

   
 

  𝛼 
      

 
          

 

 

  

‌براین‌‌بنا

     
  
  𝛼  

               
    

  𝛼 
      

 
          

 

 

 

 

 
 

  𝛼 
           

 
                    

 

 
       

 
 

  𝛼 
           

 
           

 

 
                      

              
 

 
                                                               

 

‌.تمام‌استو‌برهان‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌5کسری‌ۀدیفرانسیل‌مرتب‌ۀمقدار‌مرزی‌شامل‌معادل‌مسئلۀاز‌های‌مثبت‌نوعی‌‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب

𝛼  ‌فرض‌کنید‌‌.4 لم  .        ،‌         ‌در‌این‌صورت‌برای‌هر‌  

         نشان‌دهیم‌کافی‌است‌‌ برهان
 
‌جاکه‌از‌آن.‌               

‌   
          پس‌‌   

  و‌چون‌‌(  
   𝛼

     𝛼 ‌پس‌    

‌     
 
         

   
   

         در‌نتیجه‌.‌
 
‌.برهان‌تمام‌است‌و‌             

 .کند‌صدق‌می(‌11)‌ۀدر‌رابط‌       .5 مل

                       
         

        

 

 
.                                (11)  

‌:داریم‌       برای‌  .برهان
 

  𝛼  
         

  
  𝛼  

                 
 
      

 

 

 

 

 

 

                
      

𝛼  𝛼 
  
  

    

  𝛼 
     

 
  

𝛼
  

  
 

            
   

  𝛼    
 

     

  𝛼    
             

 

‌:داریم‌مذکور‌ۀگیری‌از‌رابط‌با‌مشتق

  𝛼            𝛼         𝛼           𝛼    𝛼     

  ترین‌مقدار‌خود‌را‌در‌‌بیش‌مذکورعبارت‌از‌این‌رو،‌
      

 
‌‌دهد‌که‌ای‌نشان‌می‌محاسبه‌ساده‌.کند‌اختیار‌می 

                       
         

        

 

 
                                                 (11)  

‌𝛾گوییم‌هرگاه‌‌(1)‌مقدار‌مرزی‌مسئلۀرا‌جواب‌پایینی‌‌‌𝛾تابع‌‌.3 تعریف شرایط‌این‌در‌‌   𝛾و‌‌         

 :صدق‌کند

 
    

 𝛾        𝛾             𝛼   

𝛾        
 
         

  

‌.                      ‌که‌در‌آن

‌وجود‌دارند‌که‌ ‌و‌ ‌باشد‌آن‌گاه‌ثابت‌های‌(1)‌مقدار‌مرزی‌مسئلۀجواب‌مثبت‌یک‌‌ ‌اگر .6 لم

              ‌که‌در‌آن،‌                
 

 
. 

با‌.‌        ،‌       وجود‌دارد‌که‌برای‌هر‌‌ پس‌عدد‌مثبتی‌مانند‌‌          جاکه‌از‌آن‌.برهان

‌قرار‌دادن‌

     
               

                
               

           

‌‌:آوریم‌دست‌میبه‌3با‌استفاده‌از‌لم‌

                                             
 

 

 

 

 

 

  

              ‌کافی‌است‌قرار‌دهیم
 

 
.‌

‌.توانیم‌نتایج‌اصلی‌را‌بیان‌کنیم‌میحال‌

 :باشند‌زیرفرض‌کنید‌شرایط‌ . 3 قضیه

 ،نزولی‌استغیردوم‌‌ۀنسبت‌به‌مؤلف‌                   ‌فرض‌کنید(‌الف
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 ،           ،‌       ‌برای‌هر(‌ب

𝜇عدد‌حقیقی‌مثبت(‌ت ‌،                ‌      ،‌وجود‌دارد‌کهچنان‌‌   

    (‌پ
        

         
 .Φ  ‌که‌در‌آن‌                     ‌چنان‌وجود‌دارد‌که‌

 .کند‌تضمین‌می‌(1)‌مسئلۀوجود‌و‌یگانگی‌جواب‌مثبت‌را‌برای‌‌(1)‌مسئلۀصورت‌وجود‌جواب‌پایینی‌برای‌‌در‌این‌

‌نظر‌                     مخروط. برهان ‌در ‌گیریم‌می‌را ‌از‌‌ای‌زیرمجموعه‌ ‌،مسلماً. بسته

‌بنا‌         ‌‌است، ‌متر‌ براین، ‌با ‌                              ‌یکیک‌فضای‌متریک‌کامل

‌‌‌:مرتب‌جزئی‌در‌نظر‌گرفت‌ۀیک‌مجموع‌صورت‌جزئی‌زیر‌به‌ۀرابط‌بارا‌‌ توان‌‌چنین‌می‌هم.‌است

                              

 انتگرال‌‌ۀاست‌اگر‌جوابی‌از‌معادل‌(1)مقدار‌مرزی‌‌مسئلۀجواب‌              ،‌‌3با‌توجه‌به‌لمحال‌

                                   
 

 
                                         (15)  

‌‌:صورت‌را‌به‌                   ‌نگاشت.‌باشد

                                    
 

 
                       (13)  

‌.‌ نگاشتنقاط‌ثابت‌‌یافتنشود‌به‌‌تبدیل‌می‌(1)‌مقدار‌مرزی‌‌مسئلۀحل‌از‌این‌رو،‌.‌کنیم‌تعریف‌می

با‌.‌             ‌،       برای‌هر‌‌،   برای‌‌.آصعودی‌است،‌در‌واقع‌با‌توجه‌به‌شرط‌‌ نگاشت‌

‌‌:آوریم‌دست‌می‌،‌به        ‌         ،و‌این‌که‌برای‌هر‌‌‌‌4لمتوجه‌به‌

                                                  
 

 

 

 

 

 :داریم‌   علاوه‌برای‌‌هب

            
       

                                                                         

    
       

                              
 

 

    
       

                       
 

 
               

 

 براین‌بنا.‌                      ،‌   تابعی‌صعودی‌است‌پس‌برای‌‌     جاکه‌از‌آن

            
       

                      
 

 

                        
       

         
 

 

                                        
  𝛼       

𝛼   𝛼    
                             

                             

 

    و‌این‌که‌.‌تبا‌توجه‌به‌شرط‌
        

         
‌:،‌داریم

                   
         

      
                        

‌.                        ،‌   براین‌برای‌‌بنا
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را‌در‌نظر‌‌         𝛾تابع‌منظور‌بدین.‌دارای‌جواب‌پایینی‌است‌(1)مقدار‌مرزی‌مسئلۀ‌دهیم‌‌سرانجام‌نشان‌می

      که‌در‌آن‌‌طوری‌گیریم‌به‌می
 

  
   

 
    

 ‌،                             ،‌

‌                             ‌‌                        و
 

 
‌ .‌ ‌از ‌استفاده ‌‌3لمبا

‌ۀمسئلپایینی‌برای‌جواب‌یک‌‌    دانیم‌که‌‌می

 
    

                        𝛼    

                     
 
                                      

  

‌‌:یابیم‌که‌در‌می‌‌3لم‌ۀبا‌استفاده‌از‌نتیج.‌است

                                                                                     (14)  

‌:داریممذکور‌‌وضاتربراین‌با‌استفاده‌از‌مف‌بنا

                                                                                  (12)  

‌پس

     
    

𝜌   
                                                                     (16)  

‌:قضیه‌داریم‌بحال‌با‌استفاده‌از‌شرط‌‌

    

 
    

       

 
    

     

 
    

                      (17)  

‌در‌نتیجه

       
    

 
    

                                                                      (18)  

‌براین‌بنا

 
    𝛾         

𝛾   
    

       
𝛾   
    

 
 

         

                                      
        

‌در‌نتیجه

    
 𝛾                   𝛾                 𝛼   . 

‌شرایط‌مرزی‌‌         𝛾بدون‌شک‌ ‌کند‌صدق‌می‌‌(1)‌مسئلۀدر یک‌جواب‌‌         𝛾براین‌‌بنا.

‌‌.است‌(1)‌مسئلۀپایینی‌برای‌

‌(1)‌مسئلۀاست‌که‌همان‌جواب‌‌        در‌‌یکتاثابت‌‌ۀدارای‌نقط‌ که‌‌یابیم‌در‌می‌‌1کار‌بردن‌قضیهحال‌با‌به‌

‌.است

‌:فرض‌کنید‌شرایط‌زیر‌برقرار‌باشد‌.‌4 قضیه

‌نزولی‌است،غیردوم‌‌ۀنسبت‌به‌مؤلف‌                    کنید‌فرض‌‌(الف

‌،         ‌چنان‌وجود‌دارد‌که‌        ‌(ب

    ‌(ج
        

         
 .Ψ  ‌که‌در‌آن‌                     ‌چنان‌وجود‌دارد‌که‌

‌.است‌یگانهدارای‌جواب‌مثبت‌‌(1)‌مقدار‌مرزی‌مسئلۀدر‌ان‌صورت‌
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 (دانشگاه‌خوارزمینشریه‌علوم‌)

حال‌.‌نزولی‌استنگاشت‌غیر‌ طور‌مشابه‌‌ههمانند‌برهان‌قضیه‌باشند‌و‌ب‌ و‌نگاشت‌‌ فرض‌کنیم‌مخروط‌.‌برهان

‌:داریم‌     برای‌‌ج‌در‌واقع‌با‌توجه‌به‌شرط.‌کند‌می‌صدق‌‌5شرایط‌انقباضی‌قضیه،‌در‌ دهیم‌‌نشان‌می
            

       
                                                                           

    
       

                              
 

 

    
       

                        
 

 
               

 

‌:یابیم‌درمیمذکور‌‌از‌نامساوی‌‌3توجه‌به‌لم‌است‌با‌‌غیرنزولییک‌نگاشت‌‌ ‌و‌‌Ψ  ‌که‌جا‌از‌آن

                      
       

                      
 

 

            
         

        
 

 

  با‌توجه‌به‌این‌واقعیت‌که‌
        

         
‌:داریم،‌

                                               

با‌توجه‌به‌‌از‌این‌رو،.‌‌Φ  ‌توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌می‌‌ Ψ  که‌‌جا‌از‌آن‌           دهیم‌‌قرار‌می

‌.یک‌نگاشت‌انقباضی‌است‌ گیریم‌‌نتیجه‌می‌‌5قضیه

‌:داریم(‌.آ‌شرط)‌   که‌‌و‌این(‌‌4لم)‌        که‌‌این‌سرانجام،‌با‌توجه‌به

                         
 

 
                                                    (11)  

نشان‌.‌است‌نامنفی‌یکتادارای‌جواب‌‌(1)‌مسئلۀدهد‌که‌‌نشان‌می‌5حال‌قضیه‌.‌گر‌تابع‌صفر‌است‌نشان‌ که‌در‌آن‌

‌:صفر‌باشد،‌در‌این‌صورتبدیهی‌‌دارای‌جواب‌‌مسئلهفرض‌کنیم‌.‌باشد‌مسئلهتواند‌جواب‌‌که‌تابع‌صفر‌نمیدهیم‌‌می

                                 
 

 
                                      (51)  

‌ها ‌همۀبرای‌‌تقریباًگیریم‌که‌‌از‌نامساوی‌اخیر‌نتیجه‌می‌ و‌‌ با‌توجه‌به‌نامنفی‌بودن‌

                                                                                                    (51)  

‌‌:گیریم‌،‌نتیجه‌می          ‌        ،ها،‌ ‌همۀبرای‌‌جاکه‌تقریباً‌حال‌از‌آن

                     .                                                                        (55)           

‌به ‌ای‌        شرط‌ب‌‌بنا ‌که ‌دارد ‌         وجود ‌پیوستگی. ‌به ‌توجه ای‌مانند‌‌توان‌مجموعه‌می‌ با

و‌‌،        ،‌   لبگ‌است‌و‌برای‌‌ۀانداز‌𝜇آن‌،‌که‌در     𝜇و‌‌    چنان‌یافت‌که‌‌       

‌.در‌تناقض‌است‌ (12-3)این‌با‌

،‌       وجود‌دارد‌که‌‌        ای‌مانند‌‌فرض‌کنیم‌نقطه .مثبت‌است‌     دهیم‌جواب‌‌حال‌نشان‌می

‌از‌این‌رو،است‌‌ نقطه‌ثابت‌‌نگاشت‌‌ چون‌

                           
 

 

  

‌        نزولی‌است‌و‌نادوم‌‌ۀنسبت‌به‌مؤلف‌  و‌با‌استفاده‌از‌این‌واقعیت‌که‌    پس‌   جا‌‌و‌از‌آن

‌‌:توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌است‌می
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‌و‌این‌نامساوی‌یعنی‌

                         
 

 

 

‌.و‌اثبات‌تمام‌است.‌رسیم‌با‌استدلالی‌مشابه‌به‌تناقض‌می‌مجدداً

 

 مثال

‌مقدار‌مرزی‌‌مسئلۀ

 
  

  

 
                                      

                                                   
 
         

                      (53)  

‌                  ،‌برای‌                           ‌جا‌در‌این.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می

‌ ‌و ‌است ‌پیوسته ‌هر‌به‌                        تابعی ‌       ‌ازای ‌آن. جاکه‌‌از
  

  
‌هر‌به‌                      ‌پس       ‌ازای ، ‌‌ ‌متغیر‌ناتابعی ‌نسبت‌به نزولی

‌:،‌داریم   از‌طرفی‌برای‌.‌دوم‌است

 

                                               

                        
       

    

                       
   
     

                             

                                   

 

‌   علاوه‌با‌قرار‌دادن‌‌هب‌‌.Ψ  دهد‌که‌‌ای‌ساده‌نشان‌می‌محاسبه.‌            حال‌فرض‌کنیم‌‌‌

𝛼و‌   
‌‌:داریم‌  

𝛼     𝛼 

  𝛼       
 

     
 
  

      
 
  
       

 

 
         

 

  
    

 

 
              

‌.است‌یکتادارای‌جواب‌مثبت‌(‌53)‌مسئلۀگیریم‌که‌‌نتیجه‌می‌‌4ۀبا‌استفاده‌از‌قضیاز‌این‌رو،‌
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