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در  آزمون بیزی و بسامدی برای پارامتر واریانس توزیع نرمال ۀمقایس

 طرفه حضور پارامتر مزاحم، در حالات دوطرفه و یک

 

 ؛تبارسعیدحبیبالهی،*پردازرحیمچینی،فردبهزادفلاحی

،گروهآماراهوازدانشگاهشهیدچمران

2/4/15پذیرش22/99/13دریافت

 چکیده
ابتدا.پردازیممیداریوبیزینرمالبامیانگینمجهول،بهدوروشمعنیۀآزمونِواریانسجامعبررسیبه اینمقالهدر

سپس.شودیمآمدهوبامقداراحتمالمقایسهدستتحتیکپیشینخاص،احتمالپسینفرضیهصفرآزموندوطرفه،به

بزرگ برخی روی دوطرفه آزمون برای پسین احتمال پایین کران هاردهترین از احتمالیعتوزیی مقدار با پیشین، های

در.شدهاست طرفهمحاسبهمالپسینفرضیهصفربرایآزمونیکبعدیمقداراحتمالواحتۀدرمرحل.شودیممقایسه

نوعیتوافقبیناینکهسازگارنیستنددرحالیباهمداریشودکهدرآزموندوطرفهنتایجبیزیومعنییمنهایتمشاهده

.شودیمطرفهدیدهدودیدگاهدرآزمونیک

.احتمال،پارامترمزاحم،کرانپاییناحتمالپسینمقدار:های کلیدی واژه



 مقدمه
)چگالیتابعبایاجامعهازشدهمشاهدهتصادفیاینمونه(           =  کنیممی فرض | ),f x 

R0برایآزمون .باشد 0:H   1درمقابل  1:H  درستبودن9آماردانانبیزیازاحتمالپسین

0
Hنشانهابرایبرخیازتوزیعوکننداستفادهمی4معیارمقداراحتمالمعمولاًاز3یدوآماردانانبسام،2یاعاملبیز

افزایشتعداداندبهداده درستبودنفرضیهازایمقداراحتمالثابتبا احتمالپسینِ نمونه،
0

Hبه سمتیکمیل،

(.9191 وبرگرودلامپادی59151لیندلی)کندیم

9151)لیندلی گرفتنیکپیشینآزموننقطه( نظر در با برایمیانگینتوزیعنرمال، را، مقابلدوطرفه ایدر

براساسیک،(9 91)9جفریزدرتأییدکارلیندلی،.وتعارضبینایندوروشرانشانداددادانجام1ناآگاهیبخش

کهاحتمالپسیندادردونشاندستآوبهاحتمالپسینبرایمیانگینرا1پیشینمزدوجتوزیع
0

Hهمیشهازمقدار

هایازتوزیعیاردهدوروشبرایتعدادنمونهثابتواینمقایسهبهآماردانان،درقدمبعدی.تراستاحتمال،بیش

                                                           
  chinipardaz _r@scu.ac.ir     نویسندۀ مسئول*

1. Posterior Probability 
2. Bayes Factor 

3. Frequentist 

4 . P-value 
5. Lindley 

6. Berger and Delampady 

7. Non-informative Prior 
8. Jeffreys 

9. Conjugate Prior 
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 هایریاضیپژوهش9315،پاییزوزمستان2،شماره2جلد32
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

تحتردسپسبزرگ.پرداختندپیشین پۀترینکرانپاییناحتمالپسین، از احتمالهانیشیموردنظر مقدار با را

آزموندوطرفهمیانگینِهایپیشینممکن،برایتوزیعهمۀۀبااستفادهازرد(3 91)گرانیود9ادوارد.مقایسهکردند

نرمال بزرگ،توزیع احتمال مقدار از پسین احتمال پایین کران هنوز که دادند استنشان تر نتایجبه. این دنبال

،یادوجملهیهاعیدوطرفهبرایتوزیهاپیشیندرآزمونیهاعیهایمعقولیازتوزردهتحقیقاتدیگریبااستفادهاز

 نمایینرمال، و بهپوآسن دلامپادی و سلک(9191)ترتیببرگر و برگر پیپل(9191)2، پردا(9199)3، چینی 4ز،

اینکارهاۀعمد،تحقیقاتنیزبرایایجادتوافقبینایندوشیوهانجامشدهاستبرخیچنینهم.دادندانجام(2223)

(2223) ،چینیپردازونوربلوچی(9191)5کارهایبرگروکسلابهتوانیطرفهصورتگرفتهکهمیکیهادرآزمون

.اشارهکرد(2223)

داریوبیزیرا،بدوندرمعنییهاوجودتوافقیاتعارضبینآزمونۀمسئل،هانامبردهشدمواردیکهازآنهمۀ

ازوطرفهرادرتوزیعنماییوچینیپردآزمونیک(2299)9ین.انددرمدلبررسیکرده1نظرگرفتنپارامترمزاحم

آزموندوطرفهرادرتوزیعپارتودرحضورپارامترمزاحمدرنظرگرفتهوبهبررسیتوافقیاتعارض(2295)1مهری

یدوطرفههاآزمونبیزیوبسامدیدرۀهاوجودتعارضبیندوشیواینبررسیۀنتیج .اندبینایندوشیوهپرداخته

بود . تعارضبرایآزموندوطرفهو توزیعنرمالدرحضورپارامترواریانسِۀطرفکیهدفاینمقالهبررسیتوافقیا

.بهشیوهبسامدیوبیزیاست(میانگینمجهول)پارامترمزاحم

آزموندوطرفهواریانسِتوزیعنرمالبادرنظرگرفتنیکبهبخشسوم.بندیمسئلهاستبخشدومشاملفرمول

ازآنجا.دراینبخشبرایپارامترمزاحم،توزیعپیشیننرمالدرنظرگرفتهشدهاست.پردازدیپیشینخاصبرایآنم

تراستدرمقابلایناندیشهکهگرفتنیکتوزیعکهدراینبخش،هموارهمقداراحتمالپسینازمقداراحتمالبیش

دربخشچهارمشود،محسوب  نگرینسبتبهفرضیهجانبهیکپیشینخاصبرایپارامترموردآزمونممکناست

واریانس آزمونتوزیعپیشینکهیوقت،آزموندوطرفه ردهپارامتر توزیاعضو گرفتهپیشینیهاعیاز نظر استدر

شودیم بخشپنجم. پارامترمزاحمبهشۀطرفبهآزمونیکمقاله، بسامدیوبیزیوۀویپارامترواریانسدرحضور

پردازدیایندومۀمقایس استپرداختهآمدهدستبراساسنتایجیکهبهیریگجهیبهبحثونتنیزبخشششمدر.

.شودمی

 یبند فرمول
فرض ,کنید , ...,1 2X X Xnنمونه توزیعنرمال )ایتصادفیاز , )N   پارامتر دو آنهر در و𝜃استکه

یهااند،آزمونفرضیهمجهول
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1. Edwards 
2. Berger and Sellke 

3. Pepple 

4. Chinipardaz 
5. Casella and Berger 

6. Noorbaloohi 

7. Nuisance Parameter 
8. Yin 

9. Chinipardaz and Mehri 
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:عبارتاست(9)برایآزمون9نمایینسبتدرست.بگیریدرادرنظر
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             اگرشودیمرد  کهباتوجهبهآن،فرضیه
             یا   
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          =T(X)چپسمتراستیاۀایندامنرنابب.باشد
تابعیازT(X)چنینهم.هستند  علیهفرضیه   

    )2ۀهایبسندآماره
 
       

  
استنیز(      )ایناساسبر. )T Xاستکهمقادیرداریآزمونمعنیۀآمار
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)کهدرآن )t xۀمقدارمشاهدهشد( )T X(32224ویلیامسون)است.

دوطرف آزمون انجام 9)ۀبرای روشبیزی( فرضم،به فرضشودیابتدا   یهاهیکه دارایبه1Hو ترتیب

تابعیازپارامترمزاحم  احتمالپسین،باشند،باتوجهبهوجودپارامترمزاحم    و  4پیشینیهااحتمال

.گیرنددرنظرمیبرایرفعاینمشکل،یکتوزیعپیشینبرایآن.مزاحمخواهدبود
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)که , )x tۀآمارۀشدمقدارمشاهده , ( )X T Xۀبسندۀباآماریکبهیکۀرابط استکه(    
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 و
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)که , | , )L x t واستۀبسندۀآماربراساسنماییتابعدرستۀدهندنشان 1| H تابعچگالی

1تحتH0هایپیشیندردیدگاهبیزیاحتمالکهگفتهشدچنان.است01و هایترتیببهفرضیهرابه

0H1وHدهندنسبتمی 01کنیمجرماحتمالفرضمی. 1رویفضایHمطابقباچگالی 1| H 

:استصورتدینرویکلفضا،بروتابعچگالیاینپراکندهشدهباشد؛از
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0 0

 

                                                           
1. Likelihood Ratio 

2. Sufficient Statistic 
3 . Williamson 

4. Prior Probabilities 

( , )X T
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.گراستتابعنشانIکه

یِطرفهیک یهاهیفرض،(9)جایآزمونهاگرب
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صورتبهپسمقداراحتمال،هستند0HۀیعلیهفرضT(X)ۀمقادیرسمتراستآمارآزمونشوند،دراینصورت
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 .شودمییبررسداریبهدوشیوهبیزیومعنی(9)دردوبخشبعدی،آزمون

 

واریانس، با استفاده از یک  ۀو احتمال پسین در آزمون دوطرف تعارض بین مقدار احتمال

 پیشین خاص

)ایازمشاهده(           =  هرگاهمیریگیرادرنظرم(9)یهاهیفرض , )N  گاهباشد،آن
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،(پیشینمزدوج)دارایتوزیعگامامعکوسکهشودیفرضممعمولاًبیزیۀویشبه(9)ۀبرایآزموندوطرف

)کهطوریبه
 

      
.باشد(99112دگروت)  =         

                                                           
1. DeGroot 
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.است T(X) شدهمشاهدهمقدارtدراینجاکه

احتمالبینۀسیمقا9شکل مقدار نشانماحتمالپسینفرضیهصفرو | )0کهجاازآندهدیرا , )P H x tبهدو

| )0نمودار،وابستهاستtوzمقدار , )P H x tبرایمقادیرمختلفzوtهرگاهرسمشدهاستnزیادنباشد،بهازای

P valueکوچک ردکه-های بر ش0Hدلیلی داریمعنی)یبسامدۀویبه | )0-است( , )P H x tازبزرگ تر

P valueاستوباافزایشn،0(  | , )P H x tازتمامیمقادیرP valueگربیاننتیجهاین.ترخواهدبودبزرگ

دارد،معیاراحتمالپسین0Hتمایلبهردفرضیه(9)ایناستکهدرمواقعیکهمعیارمقداراحتمالبرایآزمون

| )0حتیهایبزرگدربعضیمواردnوبرایدهدیارائهنم0Hدلیلکافیبررد , )P H x t0تمایلبهپذیرشH

.دارد

 پیشین های یعتوز ۀبسامدی و بیزی در رد ۀیوآزمون دوطرفه واریانس به ش ۀیسمقا

نگرینسبتبههبجانیک،برایبسیاریازآمارداناناستفادهازیکتوزیعپیشینخاصبرایپارامترموردآزمون

توزیعپیشینیکیاستفادهازجابه،داریوبیزیمعنییهاآزمونۀسیبنابراینبرایمقا.شودیمحسوبمH0فرضیه



                                                           
1. Robert 
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(13)و ( 11)  هایپیشین بین مقدار احتمال و احتمال پسین فرضیه صفر با استفاده از توزیع ۀمقایس .1شکل   

رویاین،H0ترینکرانپاییناحتمالپسینفرضیهپیشیندرنظرگرفتهوسپسبزرگیهاعیازتوزییهارده،معین
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برایپارامترمزاحمبرایرفعاینمشکلاستفادهازیکتوزیعپیشینیمناسبحلراه.مزاحماست یازاردهو

یپیشینبرایپارامترموردآزمونهاعیتوز رابطۀیعنیاگر.است 

1 1 1( , | ) ( | , ) ( | )H H H         
توزیعپیشینرابرای , 1تحتفرضH1گاهدرنظربگیریم؛آن( | )H G  گیریم،کهرادرنظرمیG

)1صورتچنینبایدیکتوزیعپیشینخاصرابههم.یپیشیناستهاعیازتوزایمناسبرده | , )H  درنظر

گرفت کهجرمرا( 9)نداریمازتوزیعپیشینناآگاهیبخشیاطلاعاتخاصیدرموردکلکهدرحالتجاازآن.
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صورتایندر  

)0که , | )m x t H1و( , | )m x t Hندیآیدستمهب(5)و(4)ازروابط.

پیشینیهاعیازاینتوزچهارردهمناسببهاینمقاله.درنظرگرفتتوانیمبرایتوزیعپیشینگوناگونییهارده
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 USG{نحولرنماییومتقاپیشینتکهاییعتوزۀرد0}

راهاردههااینآن.اندآمدهدستبه(9191)وبرگرودلامپادی(9191)برگروسلکهایبررسیبااستفادهازهاردهاین
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 .ترازمقداراحتمالهستندبسیاربزرگAG کهمقادیرکرانپاییناحتمالپسینبرایشودیم

 MEGپایین برای  کران . 3

0برایآزمون:2یهقض 0 :H  1درمقابل 0 :H  1اگر( |  )  MeH G  وتوزیعپارامترمزاحمناآگاهیبخش
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0ترازآزمونرابهفضایکمپارامترِکهنیمیازجرمتوزیعپیشینِشودیراشاملمیپیشینیهاعیاینرده،توز:برهان
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0

1 1

0

1
: ( | ) ( | ) ( )

2
MeG H d H d





      
  

   
  

 
0

21  

0پیشین وقتی  های یعکران پایین احتمال پسین برای کلاسی از توز .1جدول 
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2
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𝜃        𝜃   درروابطبالا
 

  
)0ۀبربازتابعیصعودیاز , )0 0ازایاستوبه از.شودیمماکسیمم

𝜃        𝜃   طرفیچون
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.یمآورمیدسترابه(22)،(91)در(91)و(22)وسپس(22)در(23)و(25)گذاریباجای
ˆبرایحالتدوم،یعنی

0
 آیدیدستمبه(22)ۀرابطنیز،بهطریقمشابه.

 توجهبا جدول دوم ستون 9به و احتمال اختلافبینمقدار
0( | , )

GMe
P H x tمشخصاستبه وضوح چون.

  G G
Me A

پس ،
0 0( | , ) ( | , )GG AMe

P H x t P H x tتعارضبیش امر این و احتمالتریبین احتمالمقدار و

.دهدینشانمراپسین

 USGپایین برای  کران. 2
0جاکهتوزیعنرمالحولازآن ترینکرانپایینرویبرایمحاسبهبزرگنیستمتقارن USGمناسبیبایدتبدیل

هاینامتقارنتبدیلیرایعتوزکهبرای(2295)وچینیپردازومهری(9199)باپیرویازپیل.صورتگیردروی

اندکردهپیشنهاد تبدیلمناسبدراین، )u(λ)=lnجا
 

  
برد( یکتابعچگالیhفرضکنید.شودیمانتخاببا
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:راداریم3ۀحالقضی

 3قضیه 0زمونآبرای: 0 :H  مقابل 1در 0 :H   )1اگر |  )  USH G  پاییناحتمالپسینآن کران گاه

0Hعبارتاستاز: 
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1 1 1
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2 2
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چگالیباشد،بادرنظرگرفتنیهاازاینتابعیاردهHونماییومتقارنحولصفریکتابعچگالیتکhاگر:برهان

:داریم(21)ۀوباتوجهبهرابط( 2)صورتبهتوزیعپیشین
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 Cکه 24)در ) است، شده اینداده به توجه تکبا توزیع که حول متقارن و آمیختهصفرنمایی توزیع، از هایای

یک پسینتحتردصفرنواختحول احتمال پایین براUSG ۀاستکران پسینتحتردبر احتمال پایین ۀکران

)نواختپیشینیکهاییعتوز , )U k kیعنی( 222وهمکارانگوش)خواهدبود:

 0 ( , ) 0inf ( | , ) inf ( | , )
USG U k kP H x t P H x t  

)کهدرآن , )U k k0ۀنواختدرفاصلیکهاییعتوزۀگرخانوادبیان,( , )k k k است م( 2)پس. توانیرا

 :نوشت(32)صورتبه
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0 00
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ترینکرانمقادیربزرگ9ستونسومجدول.شودیاثباتکاملم(91)دررابطه(91)و(32)گذاریرابطهباجای

پاییناحتمالپسین ۀرویردرا    USG وضوحدراینردهنیزاختلافبیندوروشآزمون،به.دهدیرانشانم

.شودیدیدهم  

 CGکران پایین برای . 2

ازتوزیعپیشینمزدوجاستفادهکردتاکرانپاییناحتمالتوانیمλبرایپارامتربیانشدسومکهدربخشچنان

دستآیدصورتفرمبستهبهپسینبه جاکهلازماستمقداراحتمالباکرانپاییناحتمالپسینمقایسهشودازآن.
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 :داریم(91)در(91)و(32)باقراردادن

 

1

1
2

2
0

0 1

0 02

1
( )

1 12( | , ) 1 , ( )
( ) ( 1)

1
2

t
n

n

n
e

P H x t

t





  


   









 
  

 
    
  

  
  

0
0 33  

.است(39)برابر(33)بنابراینکرانپاییناحتمالپسین

این.دهدینشانمCGصفرراروییهترینکرانپاییناحتمالپسینفرضمقادیربزرگ9ستونچهارمازجدول

بیش مقادیر با احتمالتریناختلافرا سایرمقدار نشانمردهنسبتبه این.دهندیها به توجه ردهبا چهار در که

.استانتظارقابلترآنبامقداراحتمال،است،تفاوتِبیشترکوچکهاردهازبقیه  یپیشینهاعیتوز
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داریونتیجهگرفتکهبرخلافآزموندوطرفهبرایپارامترواریانسکهاختلافبینآزمونمعنیتوانیپسم

 آزمونیک،داشتبیزیوجود واریانسدر پارامتر احتمالوتوانیم،طرفه اساسآنمقدار بر یافتکه پیشینیرا

داریتوانگفتکهدرحضورپارامترمزاحم،بینآزمونمعنیبرایناساس،می.برابرباشند0Hیهاحتمالپسینفرض
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 داری مقایسه واریانس دو جامعه آزمون معنی .2

روشمطابق آمارهمعنیبا مناسبداری ای آزمون به،(31)برای شهودی ازصورت است عبارت
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 :کهمیکنیروشبیزیفرضمبه
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 گیری یجهنتبحث و 

طرفهپارامترواریانستوزیعنرمالانجامشدهاستودراینمقالهبهشیوهبیزیوبسامدی،آزموندوطرفهویک

ترتیبکهبادرنظرنخستآزموندوطرفهانجامشدهاستبدینۀمرحلدر.میانگینتوزیعنقشپارامترمزاحمرادارد

که-ازایمقداراحتمالثابتوکوچکصفر،بهیهگرفتنیکپیشینخاصباافزایشتعدادنمونهاحتمالپسینفرض

گامبعدی،تحتدر.کندحمایتمی  وازفرضیهابدییافزایشم-است(داریمعنی)بسامدیۀشیوبه  دلیلبررد

صفررا،وقتیتوزیعپیشینپارامتریهتعدادنمونهثابتومقداراحتمالثابتوکوچک،کرانپاییناحتمالپسینفرض

هایاینامردرآزمون.تراستآمدهوازمقداراحتمالبزرگدستپیشیناست؛بههایایازتوزیعموردآزمونعضورده

طرفهپارامترواریانس،درسومینمرحلهبرایآزمونیک.کندییزیوبسامدیراآشکارترمدوطرفهاختلافبینشیوهب

یکپیشینخاصبرایآزمونبیزیپیشنهادشدهاستونشاندادهشدهاستکهاحتمالپسینومقداراحتمالبرابر

برایکهایننتیجهراگرفتتوانیمطورکلیبه.شودیدراینحالتنوعیتوافقبیندوشیوهمشاهدهمینیعهستند؛

برتوصیهبرگروسلکتریکردوبنااحتیاطبیشدداریبایمعنیۀویبهش  یهآزموندوطرفه،درردکردنفرض

یهادرآزمون.ندشوهایدیگرینیزبررسیداریم،بهتراستروش  داریتمایلبهردمعنیۀوقتیبهشیو(9191)

.شودیامیدواربودکهاینفرضیهبهشیوهبیزینیزحمایتنمتوانیردشودم  چهفرضیهطرفهچنانیک
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