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های طولپا روی فضاهای هذلولوی فضای مداری حاصل از عمل
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 چکیده

کنیم MMGفرض دیفرانسیل عمل لییک گروه دیفرانسیلGپذیر خمینۀ وMپذیربر
G

M


بعد.فضایمداریحاصلباتوپولوژیخارجقسمتیاست
G

M
Mاگر.شودنامیدهمیMبرGنقصهمگنیعمل

گاهازنقصهمگنییکباشد،آنGفشردهپذیراستوتحتعملگروهلیهمبندویکخمینهدیفرانسیل
G

M
بایکی

فضاهای استهمانریختRیا1S،)1,0[،]1,0[از فرضمی. مقاله این فضایهذلولویدر که تحتnHکنیم

)(ازGعملزیرگروهبستهوهمبند nHIso2کنیمفضایمداریآنباگاهثابتمیآن.نقصهمگنیدوداردRیا

R),0[استهمانریخت باچنینثابتمیهم. مدارها همۀ  و2nRکنیم صحیح اعداد یا وابرریختهستند،

چنانeوmنامنفی دارند باوجود مدارها بعضیاز باeRکه مدارها سایر کهmRBو Bوابرریختهستند

.یککرهیایکابررویههمگنازکرهویایکمارپیچدرفضایاقلیدسیاست

 

.خمینه،فضایهذلولوی،نقصهمگنی،فضایمداری،طولپایی: واژه های کلیدی

 

 مقدمه

MMGفرضکنیم دیفرانسیل لییکعمل گروه خمینهGپذیر وMپذیردیفرانسیل9بر
G

M
فضای

است2مداری قسمتی خارج توپولوژی با حاصل بعد.
G

M
همگنی میMبرGعمل3نقص شودنامیده بررسی.

-Gاشیاء.داردMروی پایایی-Gفضاهایمداریکاربردهایزیادیدرنظریهتوابعپایاومسائلگوناگونمربوطبه

ۀبراین،اگربعدفضایمداریبهاندازبنا.اشیاءمشابهرویفضایمدارینسبتدادهشوندتوانندبهمیMپایاروی

 کوچکباشدMبرGنقصهمگنیعمل)کافیکوچکباشد اشیاءمی( مسائلدرباره بسیاریاز پایا-Gتوانیم

مسائلآسانMروی به تریرویرا
G

M
تبدیلکنیم ریاضی. اینانگیزه، دانانخواصتوپولوژیکیفضایمداریبا

                                                           

 r.mirzaei@sci.ikiu.ac.ir           نویسنده مسئول*

 
1. Manifold 
2. Orbit space 

3. Cohomogeneity 

4. G-invariance 
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 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

عمل خمینههایگروهحاصلاز هایلیبر را اندکردهبررسیها قضیۀیکقضی. اینزمینه، استکهۀمهمدر زیر

:دکرثابت([14])9157درسال9موسترت

باشد،GفشردهوهمبندوتحتعملگروهلیباشدپذیردیفرانسیلۀیکخمینMاگر ازنقصهمگنییک

گاهنآ
G

M
.است2 همانریختRیا1S،)1,0[،]1,0[بایکیازفضاهای

Mعلاوهبرآناگر.هاتعمیمدادهشدهاستهایلیغیرفشردهبرخمینههایطولپایگروهاینقضیهبرایعمل

3هایازگروهطولپاییهمبندیکزیرگروهبستهوGریمانیداشتهویکیکمتر
Mباشدکهبانقصهمگنییکبر

Mوجوددارندعملمی نتایججالبزیادیدربارهفضایمداریومدارها [14]کند، ،[17] ثابت[17]در،[18]،

باشدکهMهایوبستهازطولپاییهمبندیکزیرگروهGیکخمینهریمانیباانحنایمنفیوMشدهاستکهاگر

گاهفضایمداریباکند،آنبانقصهمگنییکعملمیMبر 1,0قضیهازاستفادهبراینبابنانیست،همانریخت

با برآن.استهمانریختRیا1S،)1,0[موسترت، M اگرعلاوه باهمبند مداری فضای باشد، Rیا)1,0[ساده

درراستایتوسیعقضیهموسترتاین.تعمیمدادهشدهایریمانیتختبهخمینه[14]اینقضیهدر.استهمانریخت

نظرتوپولوژیکچیستMآیدکهوقتیسوالپیشمی فضایمداریاز دارد، نقصهمگنیدو هایلیعملگروه.

واضحاستکهدر[.16]اندبندیشدههاردهفشردهبانقصهمگنیدوبرفضاهایاقلیدسیقطبیهستندواینعمل

یکGثابتشدهاستکهاگر[13]چنیندرهم.استهمانریختاینحالتفضایمداریباصفحهیانیمصفحه

گاهکندآنبانقصهمگنیدوعملمیnRباشدکهبر(فشردهیاغیرفشرده)همبندهایزیرگروهازگروهطولپایی

نیمصفحه استهمانریختفضایمداریباصفحهیا نقصهمگنیدوبرکرهبندیفضایمداریعملرده. هایبا

هایبانقصهمگنیبندیفضایمداریعملبرایتکمیلرده.[20]،[19]،[6]نیزتوصیفشدهاستnSاستاندارد

انحنایثابت،حلمسهمبنددوبرفضاهای انحنایمنفیثابتهمبندهبرایفضاهایئلسادهوبا با فضاهای)ساده

باقیاست(هذلولوی فرض[14]-[8]هایبانقصهمگنیدودرادامهکارهاینویسندهاولاینمقالهدربارهعمل. ،

می فضایهذلولویتحتعملیکزیرگروه طولپاییهمبندکنیم گروه از بسته آنو دارد، نقصهمگنیدو گاهها

 قضیه در کنیمبندیمیالفرده1فضایمداریرا هم. قضیه در را مدارها ب1چنینیکتوصیفتوپولوژیکیاز

.آوریمدستمیهب



 نتایج

ایریمانیزیرخمینهصورتصورتاستکهبهدین،بnH،2nکهیکمدلازفضایهذلولویشودیادآوریمی

1 ازفضایلورنتزی

1

nRشوددرنظرگرفتهمی:
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1. Mostert 
2 Homeomophic  

3. Isometric 

4. Lorentzian 
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طولپایی )1,(باnHهایگروه nOنگاشت تحدید که است متعامدبرابر و خطی 1های

1

nRبهnHاست ۀلفؤم.

)1,(همانی nOبا 0)1,(را nSOمی بیانnH)(.دهیمنشان nHدرهایمجانبیارزیژئودزیکهایهمردهگر

است هر. )(برای nHzوnHpیکابررویهQشامل که دارد هماستpوجود بر هایژئودزیکۀو

(.ببینید[5]تعاریفوجزییاترادر)شودنامیدهمیzبامرکز9یکابرکرهQ.عموداستzردۀمجانبیموجوددر

ریمانیالقاییازهابرکر متر با هستند1nRباnHها طولپا اگر. zهایمجانبیژئودزیکردۀیکژئودزیکدر

RHfتابعباشد، n :صورتهبکهttpdpf t   ))(,(lim)( بوشمنتعریفمی تابع وابسته2شود،

.شودنامیدهمیzبه

7تبصره  آ.. مرکزQفرضکنیم( با ابرکره )(یک nHzباشد نقطه. هر یکتایnHpبرای یکنقطه

)( pQدرQترینبهوجودداردکهنزدیک pدرQاست. 

)( یکتابعبوشمنوابستهبهfاگر(ب nHzگاهنگاشتباشد،آن QRH n :صورتهکهب

))(),(()( ppfp Q یاستهمانریختشود،یکتعریفمی.

.3. و3.2های،گزاره[5] .اثبات

1برGکنیمکهعملگروهیادآوریمی

1

nR1ناپذیراستهرگاههیچزیرفضایسرهازتحویل

1

nRراحفظنکند.

سانگردیجهتینامیدهمیشودوجهتهم3سانگردچنینیکبردارغیرصفرکهبرخودشعموداستبردارهمهم

.شودسانگردمشخصمیبردارهمبااستکه

1طورطولپاییبرهاستکهبهمبندیکگروهلیGفرضکنیم.2لم 

1

nRکندوفرضکنیمعددمثبتعملمی

np چنان دارد 1کهوجود

1

1

1 )(   pp RRGعمل رGو 1ب

1

pRاستتحویل ناپذیر آن. صورتهبGگاه

)()(),1( 1

10

pnp RIsoRIsoKpSOG  شودتجزیهمی.

.[1]در2.2نتیجهمستقیمازاثباتلم. اثبات

)1,(ازهمبندیکزیرگروهبستهوGاگر . 3لم  nOهایزیردرستاستگاهیکیازگزارهباشد،آن:

9.GیکنقطهثابتدرnHدارد.

2.Gیکنقطهثابتدر)(nHدارد.

مثبت.3 npعدد 1 زیرگروه بستهمبندو زKۀو )(ا pnRIso دارد صورتهبGچنانکه وجود

)()(),1( 1

10

pnp RIsoRIsoKpSOG  شودتجزیهمی.

.کندسانگردیراحفظنمیغیرفشردهاستوهیچجهتهمGگاهآن.درستنیستند(2)و(9)فرضکنیم .اثبات

قضیبنا از استفاده یG،[2]در5.9ۀبراینبا 1ازEیکزیرفضا

1

nRحفظمیکند را 1باEچون.

1

pRطولپا

                                                           
1. Horosphere 

2. Bussman 

3. Isotropic  
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 (خوارزمینشریهعلومدانشگاه)

0)1,(باEبرGاستوتحدیدعمل pSOدرست(3)گیریمکه،نتیجهمی2است،بااستفادهازلم9ریختیک

.است

همبنداستکهتحتعملیکگروهلیفشردهوnسادهبابعدهمبندیکخمینهریمانیMفرضکنیم. 4تبصره 

Gهمبندگاهیکزیرگروهفشردهوآن.نقصهمگنیدوداردHاز)(nOکهوجودداردچنان
H

R

G

M n

.

.[3]در8.5نتیجهمستقیمازقضیه .اثبات

 گاههانقصهمگنییکداشتهباشدآنازطولپاییGهمبندتحتعملزیرگروهبستهوnRاگر[14] .5تبصره 

9.
H

R n

]0,(یاRبا استهمانریخت.

:هایزیردرستاستیکیازعبارت.2

.طولپاهستند1nRهمهمدارهابا(آ

)(1کههرمداراصلیباطوریهوجودداردبkیکعددمثبتوثابت(ب  knk RcS،است و0cطولپا ،

.وجوددارد1knRیکمدارتکینطولپابا

:گاهازنقصهمگنیدوباشد،آنGهمبند،تحتعملزیرگروهبستهوnR،2nاگر. 6تبصره 

9.
G

R n

.[13]استهمانریخت]R),0یا2Rبا

2 با. نامنفی2nRهمهمدارها اعدادصحیحو یا هستند ب,ekطولپا دارند مدارهایطوریهوجود بعضیاز که

یکمارپیچدریکفضایBهستند،که2وابرریختkRBبا(مدارهایاصلی)وسایرمدارهاeRتکینبا

.6.3اثباتلم[14]اقلیدسییایکابررویهدلخواهازکرهاست

1تبصره  آ[5]. کنیم( مرکزابرکره2Qو1Qفرض با )(هایی nHz،11 Qp ،22 Qp وfتابع

گاهآن.استzبوشمنوابستهبه

)()(),(),(),( 21122121 pfpfQpdQpdQQd    

)(هایوابستهبهنقطهمجانبیژئودزیکردۀمتعلقبهاگر(ب nHzهایبامرکزگاههمهابرکرهباشد،آنz

زابررویه ترا هستندfهای مفروض. ابرکره یک زQبرای مرک ژئودزیکzبا یک ،که دارد وجود

)0(1 fQفرضکنیمzIاز )(زیرگروهی nHIsoبرگ که مرکزابرکره3بندیاست با نگهzها پایا را

داردمی هر. علامتzIgبرای بینفاصله باgQوQدار میgT)(را نشان اگر)دهیم است مثبت که

0)( gQf0منفیاستاگرو)( gQf اینصورتنگاشت(. RITدر z :گروهجمعیاعداد با

.استهمانریختحقیقی

                                                           
1. Isomorphic 
 

2 . Diffeomorphic 

3 . Folliation 
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)(فرضکنیم. 1لم  nHzو)( nHIsogهابامرکزبندیابرکره،چنانکهبرگzتحت gفرض.ناورداست

QQgکهطوریهباشدبzیکابرکرهبامرکزQکنیم وf1)0(کهتابعبوشمنباشدچنان fQ.هرگاه

1r2وrحقیقیباشند 21واعداد 0 rr آن صحیح، اعداد که2mو1mگاه دارند وجود
1))(( 1 rpgf

m
و

2))(( 2 rpgf
m

.

می .اثبات aQpgdدهیمقرار )),(( Qpgچون. )(0گاهآنa0و))(( pgf کنیم. فرض

0))(( pgf(0حالت))(( pgfاگر(.شودروشمشابهبررسیمیبه kیکعددصحیحمثبتباشد

:گاهآن

(9)aQpgdQgpgd kk  )),(()),(( 1

:داریم7بااستفادهازتبصره

(2)),()()(),( QQgkdgkTgTQQgd kk 

)),((),(چون QQgdQpgd kk داریم(2)و(9)گاهبنابهآن:

kaQpgd k )),((  

کافیبزرگانتخابکنیم،ۀرابهاندازkحالاگرعدد
2)),(( rQpgd k .صورتدرغیراین:

)),(()())((0))(())(( Qpgdpfpgfpgfpgf kkkk   

ازاینرو،
2))(( rpgf k .1مشابهوقراردادنباروشgبهجایgوانتخابمناسبkبه

1))(( rpgf k 

.رسیممی

)(ازGهمبندتحتعملزیرگروهبستهوnHاگر .1قضیه  nHIsoگاهنقصهمگنیدوداشتهباشد،آن

(آ
G

H n

.استهمانریخت]R),0یا2Rبا

کهبعضیازمدارهاوجوددارندچنانeوmوابرریختهستندیااعدادصحیحونامنفی2nRمدارهاباۀهم(ب

:یکیازفضاهایزیراستBوابرریختهستندکهmRBوسایرمدارهاباeRبا

.ابررویههمگنازکره،مارپیچدرفضایاقلیدسیکره،

.شودطورجداگانهبررسیمیهب3درلم(3)و(2)،(9)هایحالت(آ. اثبات

نقطهثابتداردفشردهاستGچون.9 باعملیکگروهلیnHبرG،عمل ۀبراینبااستفادهازتبصربنا.

طولپاییهمبند از استهمnRهایفشرده مداری ارز . رو، این تبصراز ،6ۀبنابه
G

H n

یا2Rبا

R),0[استهمانریخت.

)(نخستتوجهکنیدکهاگر.2 nHzثابتۀیکنقطGوGgچنانباشدکهبرایابرکرهQبامرکز

z،QgQ هابامرکزگاههمهابرکرهآنz،gدهیمقرارمی.پایاهستند:

zQgQGgLبامرکزQبراییکابرکرهدلخواه}  :{
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LGدوحالت وLG بررسیمیهب LGاگر.شودطورمجزا هابامرکزابرکرهگاههمهآنz،Gناوردا

هستند مرکزQهرگاه. با ابرکره نگاشتzیک QHباشد، n

Q :تبصر در که نظر9ۀرا در شد معرفی

),)((),)((گاه،آنHpوGgاگر.گیریممی ppdpggpd QQ  .آ9ۀبراین،ازیکتاییدرتبصربنا

می نتیجه این کهبه )())((رسیم pggp QQ   رویnHمدارهای-Q،Gلذا. Qمدارهای-Gرا

:یاستهمانریختب،نگاشتزیریک9بهاینترتیببنابهتبصره.نگاردمی

)))((),(())(( pGpfpG Q 
G

Q
R

G

H n

:  

حالازاینحقیقتکه.خمینهبانقصهمگنییکاست-GیکQنقصهمگنیدودارد،nHبرGچونعمل

کهشودنتیجهمی5طولپاهستند،بااستفادهازتبصره1nRهاباابرکره
G

Q
]0,(یاRبا بنا.استهمانریخت

براین
G

H n

]0,(یا2Rبا Rاستهمانریخت.

بامرکزQ.استGیکزیرگروهسرهازLفرضکنیم یکابرکره Qکنیمفرضمیگیریمودرنظرمیzرا

1)0(کهطوریبهاست،zتابعبوشمنوابستهبهfوQومتمایزازzیکابرکرهدلخواهدیگربامرکز fQ.

Lاز(همبندبستهو)یکزیرگروهنرمالGهرگاه.استXدرجبرلی9یکمیدانبرداریکیلینگGباشدکه

لی }{نیستوLمتعلقبهجبر X

tK طولپایی یکپارامتریاز بnHهایگروه باشد،Xکمکهتولیدشده

Qpاگر.استGیکزیرگروهازKگاهآن گاهآن)( pXبر Q
00برینعددحقیقیبنا.مماسنیست t

)(گیریمکهمیراچناندرنظر
0

QX

t
و)(

0
QX

t


برابرQ0اگر.نباشندrعددصحیح8گاهبنابهلمآن،m

rpfکهوجودداردچنان X

mt ))((
0

.خماینبهمعنایآناستکه)()( pt X

t ،Qباروش.کندراقطعمی

می اگرمشابه که داد نشان میt،Q)(گاهآن0rتوان قطع کندرا قطعQمدارها،-Kۀبراینهمبنا. را

کنندمی GKچون. هم میQمدارها-Gۀ، قطع کنندرا اگر. حقیقت در-GیکDدر وnHمدار

QDxگاهآن)(xLQD یاستهمانریختتواننشاندادکهنگاشتزیر،بهسادگیمی:

QDD )( ,:
L

Q

G

H n

  

-GیکnHچون نقصهمگنیدو باشد-LبایدیکQاست،خمینهبا نقصهمگنیدو خمینهبا براینبابنا.

.آیددستمیهنتیجهب6ۀاستفادهازتبصر

3.nHاجتماعهم ),,...,,,...,(نقاطۀبرابراستبا 2,110 pnp yyyxxx متعلقبهpnp RR  1

1
اینخاصیت با

00که x1و...... 22

1

22

1

2

0  pnp yyxxx.نگاشتpnn RH :ۀراباضابط

),...,(),...,,,...,( 110 pnpnp yyyyxx    

میدر گیریمنظر میبه. کهسادگی داد نشان یهمانریخت یکتوان
K

R

G

H pnn 

:̂می چنانالقاء کهکند،

))(())((ˆ xKxG  .داریم6بنابهتبصره،

                                                           
1. Kiling vector field 
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K

R pn

.آیددستمیهبرایننتیجهموردنظرببنا.استهمانریخت]R),0یا2Rبا

-Gهامدارهایازاینحالتدهیمدرهرکدامنشانمی.گیریمرادرنظرمی3درلم(3)و(2)،(9)هایدوبارهحالت

گاهآن.هاییبانقصهمگنییکیانقصهمگنیدوبرفضایاقلیدسیوابرریختهستندبامدارهایعملnHعملبر

مدارهابامدارهاییکعملۀ،هم ۀبنابهتبصر(9)درحالت.آیددستمیهحکمب6وتبصره5بهآسانیبنابرتبصره

بانقصهمگنیدوبایکمدارnHعملبر-G،هرمدار(2)درحالت.وابرریختهستندnRبانقصهمگنیدوبر

G-ۀعملرویابرکرQدانیمکهبانقصهمگنییکمعادلاستومیQ1باnRهر(3)درحالت.طولپااست،

G-در xKH)(باnHمدار p کهpnRx ،یختاستهمانر pnRبرKبراینبنا. نقصهمگنیدو با

.آیددستمیهوابرریختاست،حکمبpRباpHچون.کندعملمی
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