
 ‌1317‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌12بهار‌و‌تابستان،‌1،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
 دار با بسامد بهینه سازی یک غشاء وصله مدل

 
 علوم‌پایه،‌گروه‌ریاضی‌ۀدانشگاه‌یاسوج،‌دانشکد‌؛‌*سیدعباس‌محمدی‌سیدابوالحسن‌تقوی،

‌17/11/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌33/11/15دریافت‌

 چکیده
‌از‌دو‌ماده‌گوناگون‌هستیم‌چنان‌که‌‌ در‌این‌پژوهش‌بدنبال‌طراحی‌و‌مدل‌سازی‌یک‌غشاء‌وصله‌دار‌ساخته‌شده

الگوریتم‌های‌عددی،‌.‌دو‌الگوریتم‌عددی‌کمینه‌و‌بیشینه‌سازی‌معرفی‌شده‌است بدین‌منظور،.‌دشوبسامد‌‌غشاء‌بهینه‌
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‌ندارد‌یعضو‌غشاء ‌انتقال‌گشتاورهای‌خمشی‌را ‌الاستیک‌پیوسته‌دوبعدی‌است‌که‌توانایی‌تحمل‌یا ‌به‌. غشاءها

‌بهرهاندکسبب‌وزن‌ و‌امکان‌بازیابی‌شکل،‌دارای‌کاربردهای‌وسیعی‌در‌مهندسی‌هوافضا،‌زیاد‌وری‌‌،‌قیمت‌مناسب،
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های‌مکانیکی‌ممکن‌است‌در‌معرض‌بارهای‌‌بسته‌به‌کاربرد‌غشاءها،‌این‌ساختار.‌استمهندسی‌مکانیک‌‌ۀغشاء‌در‌حوز

بر‌‌تواند‌یکی‌از‌عواملی‌که‌می.‌این‌بررسی‌و‌واکاوی‌رفتار‌ارتعاشی‌غشاءها‌اهمیت‌فراوان‌دارد‌ای‌قرار‌گیرند‌و‌بنابر‌لرزه
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تشدید‌‌ۀافزایش‌بسامد‌پایه‌برای‌جلوگیری‌از‌پدید.‌دشوتواند‌موجب‌افزایش‌یا‌کاهش‌بسامد‌پایه‌‌وصله‌و‌شکل‌آن‌می
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‌این‌سازه ‌فراوان ‌کاربرد ‌اهمیت‌و ‌پرتو ‌در‌در ‌‌ۀلئاین‌پژوهش‌مس‌ها، ‌بهینه ‌بسامد ‌با ‌بررسیطراحی‌یک‌غشاء

بسته‌شده‌‌Ω که‌در‌مرز‌ناحیه‌یعنی‌‌    Ωخواهیم‌غشائی‌به‌شکل‌‌می‌‌‌گوناگون،ۀ‌با‌استفاده‌از‌دو‌ماد.‌شود‌می

‌کنیم‌طراحی‌‌‌‌است، ‌فرض‌آن‌‌‌‌. ‌کل‌‌به ‌جرم ‌معین‌باشد،که ‌به‌‌‌غشاء ‌غشاء ‌ناحیه‌گونه‌مایلیم ‌که های‌‌ای‌طراحی‌شود

در‌‌‌.‌دشواز‌هر‌دو‌ماده‌یاد‌شده‌ساخته‌شوند‌چنان‌که‌بسامد‌پایه‌غشاء‌بهینه‌‌‌‌نام‌دارند،‌از‌آن‌که‌وصله‌‌       
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‌شود‌سازی‌می‌مدل(‌1)‌صورت‌طراحی‌چنین‌غشائی‌به‌زبان‌ریاضی‌به‌‌‌‌ ‌‌αفرض‌کنیم‌‌‌‌‌‌. β  ‌ ‌که‌‌‌‌،βو  α،‌‌‌

تابع‌چگالی‌‌‌‌.باشد‌Dشود‌‌تر‌ساخته‌می‌بیشماده‌با‌چگالی‌‌وسیلۀ‌بهای‌که‌‌های‌دو‌ماده‌یاد‌شده‌باشند‌و‌ناحیه‌چگالی

   α    β    ۀتابع‌مشخصه‌ناحی‌  که‌را‌‌‌Dژه‌ویمقدار‌‌‌‌بسامد‌غشاء‌مورد‌نظر،‌‌‌‌.‌گیریم‌است،‌در‌نظر‌می‌

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌:‌است‌(1)بیضوی‌‌ۀلئمس

 
                                  
      ‌                                   

                                                 (1)  

‌ این ‌∞ معادله‌بیضوی‌دارای‌تعداد‌نامتناهی‌مقدار‌ویژه .‌‌‌ .‌‌‌ .‌‌‌ .‌‌≥‌ 
 

≥ 
 

> 
 

‌است‌‌°‌‌< ‌این‌مقاله‌بیش. ‌به‌‌در تر

 ‌بررسی
 

‌همان‌بسامد‌پای‌ ‌نماد‌‌ۀیا ‌می‌می‌نشان‌داده‌    طبیعی‌که‌با ‌پردازیم‌شود، ‌ادامه‌‌. ‌اندازدر لبگ‌یک‌‌ۀ،

‌دنشان‌داده‌شده‌است،‌برای‌یافتن‌بسامد‌بهینه‌بای‌            که‌در‌‌چنان.‌شود‌نمایش‌داده‌می‌   ‌بامجموعه‌

 ‌:سازی‌زیر‌واکاوی‌شوند‌ی‌بهینه‌ها‌لهئمس

                             γ
 
                                      (3)  

                             γ
 
                                    (3)  

‌ ‌بهینه‌مسئلهدر ‌‌های ‌3)سازی )‌ ‌(3)و ‌اندازه‌ها‌زیرمجموعه‌       ، ‌دوبه‌ی ‌و ‌‌پذیر ‌مجموعه ‌مجزای ،‌Ωدو

γ
 
ساخته‌شده‌با‌‌ۀناحیای‌ساخته‌شود‌که‌‌گونه‌هب‌موردنظر‌مایلیم‌غشاء‌‌‌.ندهست    و‌‌         برای‌      

‌‌ۀماد ‌چگالی ‌‌بیشبا ‌در ‌جملگی ‌ب‌            تر ‌ناحیه ‌این ‌و ‌نگیرد ‌در‌هقرار ‌کامل ‌طور

 Ω                نباشد،‌بدین‌منظور‌شرط‌:‌‌

 γ     
 
       Ω        

 
                                                (4)  

ای‌بیضوی‌داریم،‌شکل‌تغییراتی‌بسامد‌‌نظریه‌معادلات‌با‌مشتقات‌پارهاز‌.‌شود‌در‌نظر‌گرفته‌می‌مسئلهی‌‌ها‌روی‌داده

‌‌:ست‌ازا‌پایه‌طبیعی‌عبارت

        
        

 

  

        
 

 

                                                                (5)  

      ‌
         

 ‌].‌‌7[مثبت‌است‌‌Ωاست‌که‌روی‌‌    متناظر‌ ساز‌در‌واقع‌تابع‌ویژه‌کمینه‌‌.‌ستا‌یکتا ساز‌موجود‌و‌که‌کمینه

ساز‌‌یاد‌شده‌وجود‌نواحی‌بهینه‌ۀدر‌مقال‌‌.‌[4]بررسی‌کردند‌کوکو‌و‌همکارانش‌‌را(‌3)و‌(‌3)‌سازی‌ی‌بهینه‌ها‌مسئله   ‌

.‌سازی‌نشان‌داده‌شده‌است‌بیشینه‌مسئلهای‌برای‌‌چنین‌یکتایی‌چنین‌مجموعه‌ثابت‌شده‌و‌هم‌مسئلهبرای‌هر‌دو‌

ساز‌دارای‌چه‌ساختار‌هندسی‌است‌و‌ماهیت‌توپولوژیک‌آن‌‌بهینه‌ۀاین‌پرسش‌که‌ناحی‌‌‌دست‌آمده،‌هعلیرغم‌نتایج‌ب‌‌

تر‌‌ی‌چالش‌برانگیز‌در‌این‌زمینه‌است‌و‌بیش‌ها‌در‌واقع‌پرسش‌یاد‌شده‌از‌پرسش‌‌.‌چگونه‌است،‌بدون‌پاسخ‌مانده‌است

.‌[12-7]اند‌‌مثلا‌دایره،‌داده‌‌‌ساده،‌ۀبا‌هندس‌Ωبرای‌برخی‌نواحی‌ی‌این‌زمینه‌به‌این‌پرسش‌پاسخی‌جزئی‌‌ها‌پژوهش

توزیع‌شوند‌تا‌بسامد‌‌Ωی‌گوناگون‌چگونه‌در‌طراحی‌‌ها‌از‌دیدگاه‌فیزیکی‌بسیار‌مهم‌است‌که‌بدانیم‌مواد‌با‌چگالی‌‌

ترین‌‌مهم‌‌.‌دشوبسامد‌بهینه‌‌ای‌در‌نظر‌گرفته‌شود‌تا‌با‌چه‌شکل‌و‌هندسه‌‌‌، عبارتی‌ناحیه‌‌به‌‌.‌دشوپایه‌طبیعی‌بهینه‌

‌تعیین‌شکل‌ناحی ‌پژوهش‌حاضر ‌است‌بهینه‌ۀیافته ‌ساز ‌ارائه‌‌بدین‌‌‌‌. ‌بهینه ‌روش‌عددی‌برای‌یافتن‌ساختار ‌دو منظور

.‌هستند‌[13]ی‌عددی‌ارائه‌شده‌در‌‌ها‌ای‌از‌روش‌شده‌در‌واقع‌شکل‌بهبود‌یافته‌دادهی‌عددی‌‌ها‌الگوریتم‌‌.‌کنیم‌می

ای‌در‌نظر‌گرفته‌نشده،‌حل‌‌یافتن‌غشاء‌بهینه‌را‌در‌حالتی‌که‌در‌طراحی‌ساختار‌یاد‌شده‌وصله‌ۀمسئلارش‌کائو‌و‌همک‌‌‌‌

‌های‌‌سازی،‌قید‌بهینه‌ۀمسئلدر‌واقع‌در‌آن‌پژوهش‌برای‌‌‌.‌[13]‌اند‌کرده
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        ‌,‌       γ
 
      

تنها‌به‌شکل‌یک‌مستطیل‌‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌‌‌‌Ωۀناحی‌[13]در‌‌‌.‌در‌نظر‌گرفته‌نشده‌است‌ ساز‌‌بهینهۀ‌برای‌ناحی

‌‌‌تر‌از‌یک‌مستطیل،‌قادرند‌جواب‌بهینه‌را‌برای‌نواحی‌با‌ساختار‌پیچیده‌کردیمارائه‌‌که‌یی‌ها‌که‌الگوریتم‌حال‌آن‌‌‌است،

‌یک‌ها‌الگوریتم‌.بیابند ‌از ‌آغاز ‌با ‌شده ‌ارائه ‌چگالی‌ ی ‌یک‌ناحی    تابع ‌‌دل‌ۀمتناظر ‌‌دنباله‌‌‌، خواه ‌از‌‌یکای نوا

.‌گرا‌هستند‌بسامدهای‌تولید‌شده،‌هم‌ۀکه‌دنبال‌کنیم‌میثابت‌‌‌‌‌‌چنین‌در‌این‌پژوهش‌هم .کنند‌ی‌پایه‌تولید‌می‌ها‌بسامد

‌کارایی‌الگوریتم‌مثال ‌نمایش‌می‌های‌عددی، ‌را ‌بهینه ‌بسامد ‌با ‌برای‌یافتن‌غشاء ‌شده ‌دهند‌های‌ارائه های‌‌الگوریتم.

‌‌‌‌.کار‌بست‌هی‌بهینه‌کردن‌مقادیر‌ویژه‌بالاتر‌نیز‌بتوان‌برا‌دست‌آمده‌را‌می‌هب

 

 نتایج تحلیلی

ای‌‌نخست‌پاره‌‌‌‌‌.‌کنیم‌اند‌بیان‌می‌ها‌توسعه‌یافته‌بر‌اساس‌آن‌‌ها‌در‌این‌بخش‌برخی‌تعاریف‌و‌قضایایی‌که‌الگوریتم

تر‌در‌‌‌تواند‌برای‌کسب‌اطلاعات‌بیش‌خواننده‌می‌‌.‌شود‌ی‌یک‌تابع‌بیان‌می‌ها‌تجدید‌آرایش‌ۀاز‌تعاریف‌و‌نتایج‌از‌نظری

‌‌‌.‌دکنمراجعه‌‌]‌‌14[این‌مورد‌به‌

  ‌  پذیر‌‌دو‌تابع‌لبگ‌اندازه:‌‌2تعریف 
‌دیگر‌گویند‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌را‌تجدید‌آرایش‌یک‌       و‌     

       Ω                    Ω    ‌  
                   ‌‌ 

  ‌ نماد‌
  ‌ و‌‌‌ بدین‌معناست‌که‌‌  

  ‌ های‌تابع‌‌تجدید‌آرایش‌ۀدیگر‌هستند‌و‌مجموع‌تجدید‌آرایش‌یک‌‌
‌،

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینب

Ρ           ‌   
    

‌‌‌‌‌.‌شود‌نتیجه‌می‌1،‌به‌سادگی‌لم‌1با‌استفاده‌از‌تعریف‌

  ‌ فرض‌کنیم‌‌:‌2لم 
  α  

  ‌ ‌
   β 

  ‌ ‌
تنها‌‌تعلق‌دارد‌اگر‌و‌Ρتجدید‌آرایش‌‌ردۀبه‌‌ تابع‌‌‌‌.‌   ‌  ‌   و‌‌ 

  α   اگر‌
 

   β 
‌‌‌.‌      که‌‌چنان ‌  

‌ ‌ ‌است‌که‌‌[4]در ‌3)سازی‌‌ی‌بهینه‌ها‌مسئلهنشان‌داده‌شده )‌ ‌3)و ‌6)سازی‌‌مسائل‌بهینه‌ارزهمترتیب‌‌به( )‌ (‌7)و

‌:‌هستند

             

    
        

  Ρ   
                                                     

      (6)  

             

    
        

  Ρ   
                                                              

 (7)  

  که‌‌‌

‌.                
 

 
 

  
      

 
      

 
                 

‌ ‌لم ‌‌3دو ‌برای‌بهینه‌3و ‌‌که Ρسازی‌یک‌تابعک‌خطی‌روی‌مجموعه   ‌ ‌می‌هب‌ ‌ارائه‌‌کار ‌در ‌اصلی‌ما ‌ابزار روند،

‌‌‌.‌ی‌عددی‌این‌مقاله‌هستند‌ها‌الگوریتم

‌‌سازی‌کمینه‌مسئلهگاه‌‌آن‌.‌لبگ‌صفر‌باشد‌ۀبا‌سطوح‌تراز‌با‌انداز‌      یک‌تابع‌نامنفی‌در‌    فرض‌کنیم‌:‌1لم 
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                                                         1  

  Ρ‌   
  α     ‌یدارای‌جواب‌یکتا

   
     

   
      است‌که‌       و‌ 

   
‌و‌    

                      

                               γ        

  

                     

                               γ        

             

 

 

              

                         

 

 

              γ     

 

   

  ‌‌ 

‌:داریم‌دیگرسوی‌از‌‌‌‌.‌است‌Ρمتعلق‌به‌   توان‌گفت‌که‌‌می‌1با‌توجه‌به‌لم‌:‌اثبات

       
 

 

 
  

       
 

  

      
 
      

 
        

.‌تاس‌یکتا‌  هستند،‌پس‌مجموعه‌ لبگ‌صفر‌ۀدارای‌انداز‌    دقت‌کنیم‌چون‌سطوح‌تراز‌تابع‌.‌   ‌Ρ   پس

‌‌‌   α   تابع
 

     
  

 ‌‌ ‌مجموعه ‌در ‌نظر‌  ‌Ρ  را ‌‌می در ‌که ‌صورت‌‌‌.    گیریم ‌این در

          ‌‌ γ                 و
 
‌          برای‌      ‌آسانی‌می. ‌گرفت‌‌به ‌نتیجه توان

‌        برای‌‌                       ‌تعریف‌مجموع‌‌. ‌به ‌توجه ‌‌می‌  ‌ۀبا ‌        دانیم

‌:توان‌گفت‌می‌        پس‌برای‌.‌        که‌‌      برای‌‌        و‌‌      برای‌

        
 

 

 
  
           

 

     

 
  

           
 

      

 
  
  

         
 

     

 
  

               

         
 

     

 
  

       
         

         
 

     

 
  

           
 

      

 
  

   

         
 

  
 

  
   ‌‌                                                       

‌:توان‌گفت‌همین‌ترتیب‌میبه

        
 

 

 
     

 
 

            
 

  
 

     
 
 

     

 :و‌خلاصه‌این‌که
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‌بنابراین

    
 

 

   β   
 

 

    α  β   
 

 

   β  
 

 

    α  β   
 

  
        

 

 

    

‌‌‌.‌ستا‌ساز‌یکتاکمینه‌  ست‌که‌ا‌این‌بدین‌معنا

اثبات‌خودداری‌‌ۀاست،‌از‌ارائ‌3شبیه‌لم‌‌کاملا3‌ًکه‌اثبات‌لم‌جا‌از‌آن‌.‌سازی‌داریم‌مشابه‌لم‌قبل‌را‌برای‌حالت‌بیشینه

‌‌‌.‌کنیم‌می

 ‌سازی‌بیشینه‌ۀمسئلگاه‌‌آن‌‌.‌با‌سطوح‌تراز‌با‌اندازه‌لبگ‌صفر‌باشد‌     یک‌تابع‌نامنفی‌در‌‌    فرض‌کنیم:‌2لم 

           

 

 

                                                    11  

  Ρ    

  α     دارای‌جواب‌یکتای
   

     
   

      است‌که‌‌       و‌‌  
   
‌‌ و‌   

                     

                                          γ        

  

                     

                                          γ        

                       

 

 

              

                                    

 

 

              γ     

 

   

   

  α   این‌به‌بعد‌برای‌نمایش‌مقدار‌ویژه‌متناظراز‌‌   
 

     
با‌استفاده‌از‌‌‌.‌کنیم‌استفاده‌می‌    از‌نماد‌‌    

‌باشند‌ساز‌هم‌کمینه ساز‌یا‌سمت‌بیشینه‌تولید‌کرد‌که‌به‌‌ها‌     نوایی‌از‌‌ی‌یک‌ها‌توان‌دنباله‌دو‌لم‌پیشین‌می .‌گرا

‌‌‌.‌دهیم‌میی‌بعد‌را‌ارائه‌‌ها‌یی‌قضیه‌ها‌منظور‌ساختن‌چنین‌دنباله‌به

‌‌:2قضیه    ‌ فرض‌کنیم
    Ρ‌  ‌‌ ‌معادل‌   ‌  ‌  و ‌این‌تابع‌چگالی‌در ‌متناظر ‌ویژه ‌1)‌ۀتابع گاه‌‌آن‌باشد(

 
 
    Ρ‌  که توان‌یافت‌می‌    ‌  

      
 
  ‌    که‌‌ویژه‌این‌به .  

      
 
  اگر‌ 

  ‌  
   ‌

  

 
         ‌

  

 
   ‌‌ 

‌اثبات :‌ ‌‌[4]چنان‌که‌در ‌تابع‌ویژه ‌است‌سطوح‌تراز ‌ ‌  ثابت‌شده
‌لبگ‌صفر‌هستند‌ۀدارای‌انداز‌     ‌نظر‌‌‌‌. ‌در با

‌   گرفتن‌
  به‌جای‌‌    

 ،‌عضو‌یکتای‌3در‌لم‌    
 
    Ρ‌  آید‌که‌دست‌می‌هب‌‌

  
 ‌ ‌   ‌

 
 

 

         ‌
 

 

 

   

‌:بنابراین‌خواهیم‌داشت
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     ‌  ‌ 
 
  

 

 

  ‌  
   ‌

     
 

 

 
     ‌  ‌ 

 
  

 

 

      ‌
   

 

 

  

  ‌   و‌بنابراین‌
      

 
‌.اثبات‌قسمت‌دوم‌قضیه‌ساده‌و‌سر‌راست‌است‌‌‌.‌ 

    نزولی‌‌ۀتوان‌دنبال‌قبل‌می‌ۀبا‌استفاده‌از‌قضی :2 تذکر
 
   

‌از‌مقادیر‌ویژه‌را‌یافت‌که‌ 

   
   

      
 
  

عددی‌‌ۀپس‌دنبال‌.‌همواره‌مثبت‌است(‌1)‌ۀاست‌چون‌مقدار‌ویژه‌اصلی‌معادلدست‌آمده‌از‌پایین‌کراندار‌‌هو‌دنباله‌ب

‌است‌ایجاد‌شده‌هم ‌گرا ‌برای‌کمینه‌1در‌واقع‌قضیه‌‌‌. ‌سازی‌است‌اساس‌روش‌ما ‌آغاز‌از‌یک‌‌‌.   ‌ با
    Ρ‌  ‌،

‌‌‌.‌گرا‌است‌هم(‌6)ساز‌معادله‌‌کمینه‌‌کنیم‌که‌به‌نزولی‌از‌مقادیر‌ویژه‌تولید‌می‌ۀدنبال

‌ ‌متناظر ‌عددی ‌الگوریتم ‌مورد ‌‌بیشینه‌مسئلهدر ‌به‌پیچیده‌ۀمسئلسازی، ‌الگوریتم ‌این ‌و ‌است ‌روش‌‌تر سادگی

 اگر‌‌.‌آید‌دست‌نمی‌هسازی‌ب‌کمینه
 ‌ ‌    Ρ‌  توان‌‌،‌می3لم‌‌توجه‌بهرا‌در‌نظر‌بگیریم،‌با‌‌  

 
    Ρ‌  ‌

  ‌  یافت‌که‌
   ‌

  

 
         ‌

  

 
‌:داریمو‌بنابراین‌با‌توجه‌به‌شکل‌تغییراتی‌بسامد‌پایه‌‌  

    
 ‌ ‌  

     ‌  ‌ 
 
  

 

 

  ‌  
   ‌

     
 

 

 
     ‌  ‌ 

 
  

 

 

      ‌
   

 

 

     
 
   

آید‌ممکن‌است‌‌دست‌می‌های‌که‌در‌گام‌بعد‌ب‌ی‌ویژه‌ها‌زیرا‌مقدار‌،ای‌صعودی‌از‌مقادیر‌ویژه‌ساختتوان‌دنباله‌پس‌نمی

معنا‌که‌اگر‌مقدار‌‌بدین.‌گیریم‌در‌این‌حالت،‌یک‌روش‌رد‌و‌پذیرش‌در‌نظر‌می‌‌.‌تر‌باشد‌گام‌پیش‌کوچک‌ۀاز‌مقادیر‌ویژ

ای‌‌گزینی‌پاره‌روش‌جای‌تر‌‌بود‌از‌روشی‌که‌به‌شود‌و‌اگر‌این‌مقدار‌ویژه‌کوچک‌پذیرفته‌می‌باشدتر‌‌ویژه‌گام‌بعد‌بزرگ

 ‌‌‌ای،‌رهپا‌یگزین‌در‌روش‌جای.‌بریم‌،‌سود‌می[13]موسوم‌است،‌
 

 δکنیم‌که‌‌‌را‌چنان‌انتخاب‌می‌
 
  

  
  ‌  

‌

‌‌‌.‌کافی‌کوچک‌باشد‌ۀانداز‌به

  ‌ فرض‌کنیم‌:‌1قضیه 
   

 
 Ρ‌  و‌‌ 

  ‌  
   ‌

  

 
         ‌

  

 
                                              (11)  

 δ که‌چنان
 
 

     
  ‌    گاه‌‌آن‌‌‌کافی‌کوچک‌باشد‌ۀبه‌انداز‌

      
 
 ‌.‌‌‌

 ‌  ‌     هستند‌که‌‌   و‌‌‌ ‌  ی‌ویژه‌متناظر‌‌ها‌تابع‌  و‌‌‌ ‌  فرض‌کنیم‌:‌اثبات
 
  

 

 
      و‌‌  

   
 

 
 

‌:داریم(‌1)حال‌با‌استفاده‌از‌شکل‌تغییراتی‌مقدار‌ویژه‌اصلی‌‌‌‌.‌ 

   ‌  
  

 

  ‌  
   ‌

  

 
  

 
 

  ‌  
  

  

 
   

  

‌:دهد‌که‌نتیجه‌می

  ‌  
  

  

 
     ‌  

   ‌
  

 
                                                (13)  

‌:پس‌داریم
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    ‌  
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     ‌
      δ  
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   ‌  
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      δ  

 

 

   
     ‌

      δ  

 

 

   ‌
    

 

 

 

منفی‌(‌13)و‌(‌11)ی‌‌ها‌رابطه‌دلیل‌های‌اول‌و‌آخر‌هر‌دو‌به‌داریم‌که‌انتگرالدر‌سمت‌راست‌تساوی‌آخر‌سه‌انتگرال‌

‌می ‌‌هستند‌ادعا ‌اگر  δ کنیم‌که
 
 

     
  ‌‌‌          ‌  ‌   آنگاه

   ‌‌‌‌‌ ‌این‌صورت‌. دقت‌کنیم‌که‌در

  و‌‌  δهای‌‌ضرب‌‌عبارت‌‌انتگرالده‌در‌انتگرال‌میانی‌حاصل
     ‌

که‌در‌‌آن‌گرا‌به‌صفرند‌حال‌است‌که‌هر‌دو‌هم‌ 

‌انتگرال ‌انتگرالده‌دو ‌یکی‌از‌آن‌عبارت‌ها‌حاصل‌دیگر، ‌به‌صفر‌هم‌ضرب‌دو‌عبارتند‌که‌تنها ‌گراست‌ها که‌‌خلاصه‌این.

‌ۀاز‌مرتب‌‌گرایی‌انتگرال‌میانی‌‌عبارتی‌هم‌به.‌گرایی‌به‌صفر‌بالاتر‌است‌گرایی‌انتگرال‌میانی‌در‌هم‌توان‌گفت‌مرتبه‌هم‌می

   δ 
 
 

     

   
θاست‌که‌‌   δ   گرایی‌دو‌انتگرال‌دیگر‌‌هم‌ۀکه‌مرتب‌،‌حال‌آن‌  

 
 

     

 
پس‌اگر‌‌‌.‌است‌‌ 

 δ 
 
 

     
تر‌است‌و‌در‌نتیجه‌‌کافی‌کوچک‌باشد،‌مقدار‌انتگرال‌میانی‌در‌قیاس‌با‌دو‌انتگرال‌دیگر‌کوچک‌ۀانداز‌به‌

  ‌   منفی‌است‌و‌بنابراین‌‌سمت‌راست‌تساوی‌آخر‌اکیداً
      

 
 ‌.‌‌‌

  ‌ شود‌که‌اگر‌‌تسلطی‌لبگ‌نتیجه‌می‌ۀبا‌استفاده‌از‌قضی‌‌.‌ادعا‌را‌ثابت‌کنیم‌پس‌تنها‌کافی‌است
  

 
‌     در‌‌

  ‌ گاه‌‌آن
  

 
پس‌با‌‌‌.‌است‌     گرایی‌دوم‌نسبت‌به‌توپولوژی‌ضعیف‌ستاره‌روی‌فضای‌‌،‌که‌هم     در‌‌

  ‌    توان‌گفت‌که‌،‌می[4]مرجع‌‌1ۀتوجه‌به‌قضی
      

 
 ‌.‌‌ 

است‌با‌شرط‌مرزی‌دیریکله‌‌     تابعی‌در‌‌    که‌ضریب‌را‌،‌‌           دیفرانسیل‌بیضوی‌‌ۀمعادل

‌:با‌استفاده‌از‌شکل‌تغییراتی‌این‌معادله‌و‌نامساوی‌پوانکاره‌داریم‌‌.‌گیریم‌‌در‌نظر‌می

   
     
    

 
    

     
                     

‌نتیجه‌ ‌                  در ‌‌‌   اگر‌‌‌‌.    شود‌‌نتیجه‌می‌     در
     
   ‌‌ حال‌در‌مورد‌‌‌.

        ‌ۀمعادل
 
   چون‌‌‌‌،      

 
       

 ‌ ‌   ‌ ‌ ‌‌
         ‌  ‌   پس‌‌     در‌

  ‌ ‌.□‌

 عضو‌‌:1 تذکر
 ‌ ‌  α  

  ‌  ‌
     

  ‌  ‌
توان‌‌تابع‌‌روش‌زیر‌می‌در‌این‌صورت‌به‌‌.‌را‌درنظر‌بگیرید‌‌Ρۀاز‌مجموع‌  

 
 

  α  
  

     
  

 δ را‌یافت‌که‌‌Ρدر‌‌‌   
 
 

     
را‌برآورده‌(‌11)کافی‌کوچک‌باشد‌و‌شرط‌ۀ‌به‌انداز‌

‌  ‌    و‌‌‌  ‌    ‌ۀکافی‌است‌دو‌مجموع‌.‌کند
عبارتی‌با‌معرفی‌‌به.‌دیگر‌کنیم‌گزین‌یک‌را‌جای‌       که‌‌ 

  ‌ ‌    ‌  ‌     ‌، 
 

 :چنان‌خواهد‌بود‌که‌

δ 
 
  

  
  ‌  

 α        β        ‌‌ 

  ‌ در‌این‌صورت‌
 و‌‌

 
‌    کند‌اگر‌‌را‌برآورده‌می(‌13)شرط‌‌

  

 
       ‌

  

 
  ‌.‌‌ 

‌  δ دقت‌کنیم‌که
 
 

     
‌انداز‌ ‌‌ۀبه ‌اگر ‌کوچک‌باشد‌       کافی‌کوچک‌خواهد‌بود ‌می‌. شویم‌که‌‌یادآور

 را‌باید‌چنان‌انتخاب‌کرد‌که‌  و‌‌‌ ی‌‌ها‌مجموعه
 

‌‌‌.‌هم‌باشد  در‌‌

‌2 تذکر ‌از‌لم‌: ‌استفاده ‌می‌3ۀو‌قضی‌3با ‌به‌ صعودی‌از‌مقادیر‌ویژه‌ۀتوان‌دنبال‌،    ‌صورت‌را
   

      
 
 ‌

 دار‌است‌زیرا‌با‌استفاده‌از‌شکل‌تغییراتی‌مقدار‌ویژه،‌برای‌دست‌آمده‌از‌بالا‌کران‌هب‌ۀدنبال.‌ساخت
 
‌:داریم‌  
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ساز‌یاد‌کمینه‌   است‌و‌‌ تابع‌ویژه‌متناظر‌مقدار‌ویژه‌اصلی‌عملگر‌لاپلاسین‌با‌شرایط‌مرزی‌دیریکله‌روی‌‌ که‌

    متناظر‌‌3شده‌‌در‌لم‌
گرا‌‌دار‌است‌و‌بنابراین‌‌هم‌دست‌آمده‌از‌بالا‌کران‌هصعودی‌‌ب‌‌در‌نتیجه‌دنباله‌‌.‌است ‌ 

‌‌‌.‌است

 های عددی الگوریتم

‌ۀمسئلنخست‌الگوریتم‌متناظر‌.‌دهیم‌میتر‌توضیح‌‌های‌عددی‌این‌مقاله‌را‌با‌جزئیات‌بیش‌الگوریتمدر‌این‌بخش‌

‌بیان‌می‌کمینه ‌کنیم‌سازی‌را ‌‌عبارتی‌دنباله‌به‌‌. ‌ویژه ‌مقادیر ‌به‌یابیم‌میای‌از ‌6)‌ۀسمت‌جواب‌معادل‌که ‌شود‌هم( .‌گرا

 از‌الگوریتم،‌تقریب‌‌nفرض‌کنیم‌در‌گام‌‌‌
 

 با‌قرار‌دادن‌‌‌.‌ستاساز‌در‌دسترس‌‌از‌بهینه‌
 

،‌با‌استفاده‌(1)‌ۀدر‌معادل‌‌

‌تابع ‌با ‌محدود ‌اجزا ‌روش ‌تکه‌از ‌پایه ‌‌های ‌ویژه ‌تابع ‌پیوسته، ‌خطی ‌ویژه،‌‌  ای ‌تابع ‌این ‌متناظر ‌ویژه ‌مقدار و

 
 

    
 
‌محاسبه‌‌  ‌کنیم‌می‌را   تابع‌دحال‌بای‌‌.

   
‌استفاده‌از‌سطوح‌تراز‌تابع‌‌   ‌Ρعضو‌  ‌با   را

چنان‌‌ 

   بیابیم‌که‌
 
     

   
 برای‌یافتن‌چنین‌‌‌‌‌.‌‌ 

   
    دهیم‌‌می‌،‌قرار‌3،‌در‌لم‌

ساز‌را‌که‌‌و‌بیشینه‌    

 همان‌
   

‌‌‌.‌کنیم‌می‌خواهد‌بود،‌محاسبه‌‌

   ‌داریم‌‌1ۀحال‌بنا‌به‌قضی
 
     

   
گرا‌‌،‌هم1شود‌بنا‌به‌یادداشت‌‌می‌ترتیب‌ساخته‌‌ای‌که‌بدین‌و‌دنباله‌ 

‌است ‌است‌کمینه الگوریتم‌‌. ‌آمده ‌زیر ‌در ‌ویژه ‌مقدار ‌روند‌.سازی ‌این ‌در ‌توقف ‌که‌معیار ‌است ‌این ‌ تکراری

 δ 
  
 

     
   

   
  

 
 

     
‌.تر‌باشد‌کم‌TOLمقدار‌معین‌ از‌ 

سمت‌‌ای‌از‌مقادیر‌ویژه‌خواهیم‌یافت‌که‌به‌دنباله‌‌.‌پردازیم‌می‌سازی‌‌الگوریتم‌عددی‌متناظر‌بیشینهحال‌به‌تشریح‌

‌معادل ‌7)‌ۀجواب ‌گراست‌هم( ‌بیشینه‌‌‌. ‌گام‌ سازی‌برای ‌در ‌ویژه،  ‌دبای n مقدار
   

  Ρ‌  ‌ که‌‌ ‌بیابیم چنان

   
 
     

   
‌‌بدین‌.‌‌‌‌.  ‌لم ‌از ‌‌3منظور ‌‌می‌استفاده ‌و  کنیم

   
‌جای‌ ‌با     گذاری‌‌را

‌لم‌‌     ‌آن در

‌یابیم‌می    اگر‌‌.
 
     

   
 ‌ ، 

   
‌به‌ ‌از‌روش‌‌می‌عنوان‌تابع‌چگالی‌جدید‌‌را پذیریم‌و‌در‌غیر‌این‌صورت،

‌برای‌یافتن‌‌‌3و‌یادداشت‌3ۀ‌ای‌که‌در‌قضی‌گزینی‌پاره‌جای  معرفی‌شده،
   

‌کنیم‌می‌استفاده‌‌ دست‌‌هالگوریتم‌ب‌‌.

معیار‌توقف‌روند‌تکراری،‌مشابه‌‌‌.‌گراست‌صعودی‌یافته‌شده،‌هم‌ۀ،‌دنبال‌3بنا‌به‌یادداشت‌.‌شده‌استآمده‌در‌ادامه‌بیان‌

‌.سازی‌است‌الگوریتم‌کمینه

‌سازی‌مقدار‌ویژه‌کمینه‌.1الگوریتم‌

  ‌ یک‌تابع‌چگالی‌آغازین‌:‌ورودی
‌

‌      ای‌نزولی‌از‌مقادیر‌ویژه‌‌دنباله:‌خروجی

 .‌‌‌‌  ‌    ‌   قرار‌دهید .1

 .را‌با‌روش‌اجزا‌محدود‌محاسبه‌کنید‌      و‌‌       .3

3.  
   

 ‌‌.‌بیابید‌3را‌با‌استفاده‌از‌لم‌

 δ  اگر‌‌ .4
        

 آنگاه‌توقف‌کنید،     

‌در‌غیر‌این‌صورت‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌‌‌.‌بروید‌3،‌‌‌به‌گام‌      قرار‌دهید‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌12دار‌با‌بسامد‌بهینه‌سازی‌یک‌غشاء‌وصله‌مدل

‌سازی‌مقدار‌ویژه‌بیشینه‌.3الگوریتم‌

  ‌ یک‌تابع‌چگالی‌آغازین‌:‌ورودی
‌

‌     ای‌صعودی‌از‌مقادیر‌ویژه‌‌دنباله:‌خروجی

 ‌.‌    قرار‌دهید‌‌‌‌‌‌ .1

 .را‌با‌روش‌اجزا‌محدود‌محاسبه‌کنید‌      و‌‌‌  ‌‌‌‌ .3

3. ‌‌‌‌‌ 
   

 .بیابید‌3را‌با‌استفاده‌از‌لم‌‌

 .را‌با‌استفاده‌از‌روش‌اجزاء‌محدود‌بیابید‌    و‌‌       ‌‌‌‌‌ .4

 بروید،‌6به‌گام‌‌              اگر‌‌‌‌‌‌ .5

   در‌غیر‌این‌صورت،‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
   

 .کنیدمحاسبه‌‌3با‌استفاده‌از‌یادداشت‌ را

 δ اگر‌‌‌‌‌ .6
  

     
 توقف‌کنید،‌    

‌.بروید‌3به‌گام‌‌‌‌،n= n+1در‌غیر‌این‌صورت،‌‌قرار‌دهید‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

یاد‌‌tkو‌‌‌‌.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌.‌،‌‌t1‌‌،t2های‌‌،‌لازم‌است‌که‌پارامتر(ها‌الگوریتم‌3گام‌)‌سازی‌بالا‌سازی‌و‌بیشینه‌دو‌الگوریتم‌کمینه در‌هر

‌لم ‌در ‌‌3های‌‌شده ‌محاسبه‌کنیم‌3و ‌را ‌اید‌. ‌از ‌استفاده ‌‌ۀبا ‌برای‌محاسبه‌این‌‌می‌روش‌تنصیف، ‌الگوریتم‌را توان‌دو

را‌بیان‌‌3الگوریتم‌متناظر‌لم‌‌فقطسانی‌هستند،‌ما‌‌ها‌دارای‌سرشت‌یک‌چون‌الگوریتم‌.‌ها‌توسعه‌داد‌ها‌در‌این‌لم‌پارامتر

‌را‌که‌  خواهیم‌پارامتر‌‌کنیم‌میعنوان‌مثال‌فرض‌‌به‌‌.‌کنیم‌می‌

‌‌                                                 γ      ‌‌‌‌ 

‌:است‌صورت‌دینب‌  الگوریتم‌یاد‌شده‌برای‌یافتن‌.‌بیابیم

‌   ‌‌الگوریتم‌تنصیف‌برای‌یافتن‌پارامتر‌‌.3الگوریتم‌

‌‌‌‌  پارامتر‌:‌خروجی،‌‌  ‌ تعریف‌شده‌بر‌دامنه‌    تابع‌نامنفی‌:‌ورودی

         ‌   قرار‌دهید‌‌ .1
                        

           و‌‌‌
                        

  . 

θقرار‌دهید‌ .3         . 

 ‌‌.‌را‌محاسبه‌کنید‌‌‌  θ               θ  مقدار‌ .3

 و‌توقف‌کنید،‌θ   آن‌گاه‌‌          θ  γ   اگر‌ .4

‌در‌غیر‌این‌صورت،

‌‌‌.‌بروید‌3و‌به‌گام‌‌θ  ،‌قرار‌دهید‌     θ  γ  اگر‌

‌.‌بروید‌3و‌به‌گام‌‌ U= θ قرار‌دهید‌     θ  γ   اگر
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 (دانشگاه‌خوارزمینشریه‌علوم‌)

 ها اجرای عددی الگوریتم

های‌‌بر‌اساس‌الگوریتم(‌7)و‌(‌6)سازی‌‌های‌بهینه‌مسئلههای‌عددی‌‌در‌این‌بخش‌چند‌مثال‌برای‌نمایش‌جواب

توانیم‌ساختار‌بهینه‌یا‌توزیع‌بهینه‌جرم‌را‌‌های‌بیان‌شده‌می‌الگوریتم‌کمک‌هب‌‌.‌شود‌میبیان‌شده‌در‌بخش‌پیش،‌ارائه‌

‌ب ‌دست‌آوریم‌هبرای‌غشاء، ‌برای‌غشا‌الگوریتم. ‌شده‌ها ‌اجرا ‌چند‌وصله ‌با ‌دایره ‌شکل‌مستطیل‌و ‌نتایج‌‌هایی‌با اند‌که

‌نمایش‌می‌کارایی‌الگوریتم ‌را ‌دهند‌ها ‌کمیت‌تمامی‌الگوریتم‌در. ‌نظر‌‌      ربراب‌    های‌بخش‌پیش، در

  ‌   آغاز‌از‌یکدر‌ها‌‌در‌تمامی‌مثال‌‌3و‌1های‌‌الگوریتم.‌گرفته‌شده‌است
اند‌که‌این‌‌گرا‌شده‌تکرار‌هم‌15تر‌از‌‌در‌کم 

‌معمولاً‌در‌روش‌سطوح‌تراز‌.‌سازی‌شکل‌است‌حاکی‌از‌کارایی‌روش‌ارائه‌شده‌در‌قیاس‌با‌روش‌سطوح‌تراز‌برای‌بهینه

اجراهای‌این‌الگوریتم‌‌همۀدر‌‌   پارامترمعمولاً‌،‌3در‌الگوریتم‌ .[15]شود‌‌گرایی‌پس‌از‌چند‌صد‌تکرار‌حاصل‌می‌هم

‌کم ‌‌در ‌از ‌ب‌51تر ‌مهم‌.آید‌دست‌می‌هتکرار ‌این‌نکته ‌الگوریتم‌دیگر ‌می‌که، ‌را ‌شده ‌ارائه ‌بهینه‌های ‌برای سازی‌‌توان

 ‌،‌مثلاً(1)‌مسئلهمقدارهای‌ویژه‌بالاتر‌
 

‌ۀجای‌محاسب‌همه‌جا‌به‌‌3و‌1های‌‌ترتیب‌که‌در‌الگوریتم‌بدین.‌کار‌برد‌ه،‌ب

‌ ‌اصلی، ‌ویژه  مقدار
 

‌‌ ‌دشومحاسبه ‌هم. ‌این‌حالت‌نیز ‌اصلی‌ثابت‌‌گرایی‌روش‌عددی‌به‌در ‌ویژه ‌مقدار روش‌مشابه

در‌.‌دهند‌نمایش‌میدست‌آمده‌دقت،‌کارایی‌و‌سازگاری‌این‌نتایج‌با‌‌مشاهدات‌فیزیکی‌را‌‌هشود‌و‌نتایج‌عددی‌ب‌می

αهای‌اجرا‌شده،‌‌مثالۀ‌هم     β .‌اند‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌       برای‌‌     γو‌‌            

‌با‌نرم‌افزار‌متلب‌‌نتایج‌با‌اجرای‌الگوریتم ‌اند‌دست‌آمده‌هب‌3114ها با‌(‌1)‌ۀبرای‌یافتن‌تابع‌ویژه‌و‌مقدار‌ویژه‌معادل.

‌.استفاده‌شده‌است ‌pdetoolروش‌اجزای‌محدود،‌از‌جعبه‌ابزار‌

‌این‌مثال‌غشا .2مثال ‌دایرهیدر ‌وصله ‌چهار ‌شکل‌مستطیل‌با ‌شده‌ی‌به ‌گرفته ‌نظر ‌است‌‌ای‌شکل‌در هدف‌یافتن‌.

چگونگی‌‌‌1در‌شکل‌.‌‌هستند‌3/1ها‌دارای‌شعاع‌‌دایره.‌چگونگی‌توزیع‌جرم‌در‌سطح‌غشاء‌است‌که‌بسامد‌کمینه‌گردد

‌.است‌ی‌با‌بسامد‌حالت‌پایه‌کمینه‌نمایش‌داده‌شده‌یبرای‌داشتن‌غشا(‌‌قرمزرنگ‌ۀناحی)‌توزیع‌ماده‌با‌چگالی‌بالاتر‌

توزیع‌بهینه‌مواد‌در‌.‌کار‌بست‌هسازی‌دومین‌مقدار‌ویژه‌نیز‌ب‌را‌برای‌کمینه‌1توان‌الگوریتم‌‌که‌بیان‌شد‌می‌چنان

‌.نمایش‌داده‌شده‌است‌3این‌حالت‌در‌شکل‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

𝛌  .2شکل 
 

    
با چگالی  ۀقرمزرنگ، ناحی ۀناحی. 2 تکرار از الگوریتم 23مقدار ویژه بهینه پس از             

 است 1

‌
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𝛌 . 1شکل 
 

    
با چگالی  ۀناحیه قرمزرنگ، ناحی. 2 تکرار از الگوریتم 23مقدار ویژه بهینه پس از             

 است 1

غشاء‌.‌طول‌ضلع‌یک‌داریم‌یک‌غشاء‌مربعی‌شکل‌به  .سازی‌بسامد‌غشاء‌هستیم‌دنبال‌بیشینه‌هدر‌این‌مثال‌ب‌.1مثال

‌ۀناحی)‌چگونگی‌‌توزیع‌ماده‌با‌چگالی‌بالاتر‌‌3در‌شکل‌.‌است‌35/1ها‌‌شعاع‌دایره ای‌است‌که‌‌دارای‌دو‌وصله‌دایره

‌.است‌هی‌با‌بسامد‌حالت‌پایه‌بیشینه‌نمایش‌داده‌شدیبرای‌داشتن‌غشا(‌‌رنگقرمز

‌

‌

‌

‌

‌

 

𝛌.2شکل 
 

    
با  ۀقرمزرنگ، ناحی ۀناحی. 1تکرار از الگوریتم  22مقدار ویژه بیشینه پس از             

 است 1چگالی 

‌

 

 

 

 

 

𝛌.2شکل 
 

   
با  ۀقرمزرنگ، ناحی ۀناحی. 1تکرار از الگوریتم  1مقدار ویژه پنجم بیشینه پس از            

 است 1چگالی 

توزیع‌ماده‌با‌چگالی‌بالاتر‌برای‌.‌در‌این‌مثال‌یک‌غشاء‌مربعی‌با‌یک‌وصله‌مربعی‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است.‌2مثال 

‌.‌نمایش‌داده‌شده‌است‌5ترین‌بسامد‌حالت‌پایه‌در‌شکل‌‌داشتن‌کم

‌
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 (دانشگاه‌خوارزمینشریه‌علوم‌)

‌‌

‌

 

 

 

 

 

𝛌 .2شکل 
 

     
با چگالی  ۀقرمزرنگ، ناحی ۀناحی.  2 تکرار از الگوریتم 22مقدار ویژه بهینه پس از            

 است 1

ای‌شکل‌در‌مرکز‌‌یک‌وصله‌دایره.‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است‌5/1ای‌به‌‌شعاع‌‌در‌آخرین‌مثال‌یک‌غشاء‌دایره.‌2مثال 

دست‌‌هکنیم‌جواب‌ب‌که‌ملاحظه‌می‌نچنا.‌نمایش‌داده‌شده‌است‌6ساز‌در‌شکل‌‌ناحیه‌کمینه.‌‌غشاء‌تعبیه‌شده‌است

‌.خوانی‌دارد‌هم‌[4]دست‌آمده‌برای‌این‌حالت‌خاص‌در‌‌هارائه‌شده‌در‌این‌مقاله‌با‌جواب‌تحلیلی‌ب‌روش‌عددی‌باآمده‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 

 

𝛌 .2شکل 
 

   
 1با چگالی  ۀقرمزرنگ، ناحی ۀناحی. 2تکرار از الگوریتم 2مقدار ویژه بهینه پس از            

 است

در‌آخرین‌شکل‌نیز‌توزیع‌ماده‌با‌چگالی‌بالاتر‌در‌ساختار‌غشاء‌چنان‌که‌چهارمین‌مقدار‌ویژه‌کمینه‌گردد‌نمایش‌داده‌

‌.شده‌است
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 𝛌.2شکل 
    

با ۀ قرمزرنگ، ناحی ۀناحی. 2تکرار از الگوریتم  1مقدار ویژ ه چهارم کمینه پس از            

 است 1چگالی 
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