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های توابع تکرار شونده و  های آن در سیستم عدد چرخش و ویژگی

 غیرخودگردان

 

‌علوم‌ریاضی‌ۀدانشگاه‌یزد،‌دانشکد‌؛‌نیا‌مهدی‌فاتحی

‌22/06/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌22/99/15دریافت‌

 چکیده

توابع‌و‌غیرخودگردان‌روی‌های‌تکرار‌‌های‌آن‌برای‌سیستم‌هدف‌اصلی‌این‌مقاله‌تعریف‌عدد‌چرخش‌و‌بررسی‌ویژگی

در‌ادامه‌به‌تعریف‌.‌کنیم‌ها‌را‌معرفی‌می‌های‌تکرار‌توابع‌روی‌یک‌دایره‌و‌بالابر‌این‌نوع‌سیستم‌ابتدا‌سیستم.‌یکه‌است‌ۀدایر

‌اثبات‌قضیه ‌چرخش‌و ‌می‌عدد ‌آن ‌یکتایی ‌چرخش‌و ‌عدد ‌شرایط‌وجود ‌با ‌پردازیم‌های‌مرتبط ‌سایه‌سپس. زنی‌‌ویژگی

های‌اساسی‌مرتبط‌با‌این‌مفاهیم‌را‌کنیم‌و‌برخی‌ویژگی‌ها‌تعریف‌می‌چرخشی‌را‌برای‌این‌نوع‌سیستمچرخشی‌و‌آنتروپی‌

 .کنیم‌بیان‌و‌اثبات‌می

‌.های‌غیرخودگردان،‌تابع‌بالابر‌زنی‌چرخشی،‌عدد‌چرخش،‌سیستم‌آنتروپی‌چرخشی،‌سایه‌:های کلیدی واژه

 

 مقدمه. 9

حضیض‌مدار‌یک‌سیاره‌حول‌خورشید‌مطالعاتی‌انجام‌داد‌و‌در‌این‌‌ۀدر‌مورد‌تغییرات‌نقط‌9885پوآنکاره‌در‌ 

این‌عدد‌.‌شود‌ریختی‌حافظ‌جهت‌روی‌دایره‌یکه‌یک‌عدد‌نسبت‌داد‌که‌عدد‌چرخش‌نامیده‌می‌سان‌رابطه‌به‌هر‌هم

عداً‌وی‌ب.‌در‌واقع‌به‌نوعی‌بیان‌کننده‌تشابه‌رفتاری‌مدارهای‌مختلف‌در‌یک‌سیستم‌دینامیکی‌روی‌دایره‌یکه‌است

‌چرخش‌است ‌عدد ‌بودن ‌گویا ‌با ‌معادل ‌متناوب ‌مدارهای ‌وجود ‌که ‌دانشمندان‌.ثابت‌کرد ‌از ‌مفهوم‌بسیاری و‌ این

،‌[9]،‌[2]‌اند‌ها‌تعمیم‌داده‌چنین‌هموتوپی‌روی‌فضاهای‌مختلف‌از‌جمله‌چنبره‌و‌هم‌را‌بررسی‌کرده،‌و‌کاربردهای‌آن

ریختی‌روی‌چنبره‌که‌با‌تابع‌همانی‌هموتوپ‌باشد‌و‌‌سان‌هر‌همثابت‌شده‌است‌که‌[‌7]‌در‌.[16]،‌[15]،‌[13]،‌[11]

‌.متناوب‌داشته‌باشد،‌دارای‌عدد‌چرخش‌است‌ۀتعدادی‌متناهی‌نقط

.‌یکه‌است‌ۀهای‌دینامیکی‌روی‌دایر‌یکی‌از‌کاربردهای‌مهم‌عدد‌چرخش‌در‌بررسی‌پایداری‌ساختاری‌سیستم‌

یکه‌عددی‌گویا‌باشد‌‌ۀدیفیومورفیسم‌حافظ‌جهت‌روی‌دایرثابت‌کرده‌است‌که‌اگر‌عدد‌چرخش‌یک‌[‌12]رابینسون‌

 .گاه‌به‌طور‌ساختاری‌پایدار‌است‌نقاط‌ثابت‌و‌متناوب‌آن‌هذلولوی‌باشند‌آن‌ۀو‌هم

زنی‌‌،‌آشوب‌و‌خاصیت‌سایهاند‌بررسی‌کردهدر‌ارتباط‌با‌عدد‌چرخش‌دانشمندان‌از‌جمله‌مباحث‌مهم‌دیگری‌که‌

‌است .‌ ‌سوآنسون‌9188در  بارگی‌و
‌سایه‌ۀفاهیم‌مجموعم9 ‌برای‌‌شبه‌چرخش‌و زنی‌چرخشی‌حاصل‌از‌شبه‌مدارها

‌دایر‌خودریختی ‌روی ‌خاصیت‌سایه‌ۀهای ‌که ‌ثابت‌کردند ‌و ‌تعریف‌کردند ‌را ‌چنبره ‌و ‌همه‌‌یکه ‌برای ‌چرخشی زنی

‌است‌خودریختی ‌برقرار ‌یکه ‌روی‌دایره ‌ها ‌ثابت‌کرده‌چنین‌آن‌هم. ‌مجموع‌ها ‌مجموعه‌‌ۀاند‌که ‌بستار شبه‌چرخش‌با

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌fatehiniam@yazd.ac.irنویسنده مسئول*
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 [.1]سان‌است‌‌چرخشی‌در‌حالت‌معمولی‌یک

وی‌ثابت‌کرد‌که‌تحت‌شرایط‌خاصی‌آنتروپی‌چرخشی‌.‌دکرمعرفی‌‌2اولین‌بار‌بوتِلهورا‌مفهوم‌آنتروپی‌چرخشی‌

رد‌که‌اگر‌نقاط‌غیر‌سرگردان‌با‌آنتروپی‌چرخشی‌تابع‌مساوی‌است‌و‌با‌استفاده‌از‌آن‌ثابت‌ک‌ۀتحدید‌تابع‌روی‌مجموع

‌نقاط‌متناوب‌آن‌متناهی‌باشد‌آن fتابع ‌مجموعه ‌همانی‌ایزوتوپ‌و ‌تابع ‌با ‌آنتروپی‌چرخشی‌تابع‌‌روی‌چنبره گاه

‌است ‌مساوی‌صفر ‌خاصیت‌سایه‌هم. ‌عدد‌چرخش‌و ‌که‌وجود دهد‌که‌‌زنی‌چرخشی‌نتیجه‌می‌چنین‌وی‌ثابت‌کرد

ریختی‌‌سان‌و‌ثابت‌شد‌که‌برای‌هر‌همبررسی‌بعد‌از‌این‌نیز‌آنتروپی‌چرخشی‌[.‌3]آنتروپی‌چرخشی‌مساوی‌صفر‌است‌

حافظ‌جهت‌روی‌دایره‌یکه‌یا‌هر‌تابع‌روی‌چنبره‌که‌با‌تابع‌همانی‌هموتوپ‌باشد،‌آنتروپی‌توپولوژیک‌مساوی‌صفر‌

 [.8]شود‌‌می

توابع‌تکرار‌شونده‌مورد‌توجه‌های‌دینامیکی‌غیرخودگردان‌و‌سیستم‌‌سیستم‌بررسیهای‌اخیر‌‌از‌طرفی،‌در‌سال

های‌غیرخودگردان‌روی‌فضاهای‌‌آنتروپی‌توپولوژیک‌برای‌سیستم[‌10]در‌.‌بسیاری‌از‌محققان‌در‌این‌زمینه‌شده‌است

‌متریک‌تعریف‌ ‌ویژگیکرتوپولوژیک‌و ‌و ‌برای‌سیستم‌ده ‌که ‌برای‌‌های‌اساسی‌این‌مفهوم ‌بود، های‌کلاسیک‌برقرار

‌ب‌سیستم ‌هم ‌غیرخودگردان ‌اثبات‌شدهای ‌و ‌ررسی ‌ویژگی. ‌ادامه ‌دینامیک‌توپولوژیک‌مانند،‌‌در ‌در ‌دیگر ‌مهم های

‌زنجیره‌سایه ‌و ‌غیرسرگردان ‌نقاط ‌سیستم‌زنی، ‌برای ‌بازگشتی ‌قضیه‌های ‌و ‌شده ‌تعریف ‌هم ‌غیرخودگردان های‌‌های

 .[19]،‌[17]،‌[14]،‌[4]‌مرتبط‌با‌این‌موضوعات‌بیان‌و‌اثبات‌شده‌است

و‌بالابر‌آن‌‌  سیستم‌توابع‌تکرار‌شونده‌شامل‌تعدادی‌متناهی‌تابع‌حافظ‌جهت‌روی‌دایره‌یکه،در‌این‌مقاله،‌ابتدا‌

‌بررسی‌‌های‌مقدماتی‌راجع‌به‌این‌نوع‌سیستم‌و‌برخی‌ویژگی‌شود‌را‌معرفی‌می سپس‌عدد‌چرخش‌برای‌.‌شود‌میها

.‌پردازیم‌و‌یکتایی‌این‌کمیت‌می‌های‌مرتبط‌با‌شرایط‌وجود‌و‌به‌بررسی‌قضیه‌کردههای‌غیرخودگردان‌تعریف‌‌سیستم

‌هم‌نشان‌می ‌و ‌تغییر‌سیستم‌بالابر چنین‌نسبت‌به‌مزدوج‌توپولوژیکی‌یک‌کمیت‌‌دهیم‌که‌عدد‌چرخش‌نسبت‌به

های‌کلاسیک‌که‌در‌آن‌تنها‌یک‌تابع‌داریم،‌وجود‌نقطه‌ثابت‌معادل‌با‌صفر‌بودن‌عدد‌چرخش‌و‌‌در‌سیستم.‌پایاست

‌گوی ‌بودن‌این‌عدد‌استوجود‌نقطه‌متناوب‌معادل‌با ‌ا ‌توجه‌به‌مفهوم‌نقط. های‌تکرار‌توابع،‌‌متناوب‌در‌سیستم‌ۀبا

ارتباط‌بین‌صفر‌بودن‌عدد‌چرخش‌‌3.‌93در‌قضیه‌.‌آید‌دست‌آوردن‌چنین‌نتیجه‌کلی‌در‌این‌مقاله‌دشوار‌به‌نظر‌می‌به

‌سیستم ‌نقاط‌ثابت‌در ‌وجود ‌بررسی‌کرده‌و ‌ایم‌های‌غیرخودگردان‌را ‌مج. ‌بخش‌چهارم ‌شبه‌‌موعهدر های‌چرخش‌و

کنیم‌لازم‌نیست‌‌ها‌کار‌می‌در‌این‌بخش‌توابعی‌که‌روی‌آن.‌کنیم‌های‌غیرخودگردان‌را‌تعریف‌می‌چرخش‌برای‌سیستم

زنی‌چرخشی‌را‌معرفی‌کرده‌و‌شرایط‌وجود‌این‌خاصیت‌و‌نتایج‌مرتبط‌با‌‌سپس‌خاصیت‌سایه.‌که‌حافظ‌جهت‌باشند

.‌های‌غیرخودگردان‌اختصاص‌دارد‌له‌به‌مفهموم‌آنتروپی‌چرخشی‌برای‌سیستمبخش‌پایانی‌این‌مقا.‌شود‌بررسی‌میآن‌

در‌ادامه‌این‌.‌دهد‌که‌آنتروپی‌چرخشی‌مساوی‌صفر‌است‌دهد‌که‌وجود‌عدد‌چرخش‌نتیجه‌می‌نشان‌می‌5.‌4قضیه‌

دهیم‌که‌هر‌سیستم‌هموتوپ‌با‌همانی‌روی‌‌های‌غیرخودگردان‌روی‌چنبره‌را‌در‌نظر‌گرفته‌و‌نشان‌می‌بخش،‌سیستم

‌.چنبره،‌دارای‌آنتروپی‌چرخشی‌مساوی‌صفر‌است

‌

 

                                                           
2. Botelho 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌939های‌توابع‌تکرار‌شونده‌و‌غیرخودگردان‌های‌آن‌در‌سیستم‌عدد‌چرخش‌و‌ویژگی

 دماتیهای مق مفاهیم و تعریف. 2

 .کنیم‌ها‌نیاز‌داریم‌را‌معرفی‌می‌های‌بعد‌به‌آن‌هایی‌که‌در‌بخش‌در‌این‌بخش‌مفاهیم،‌اصطلاحات‌و‌قضیه 

f:یک‌فضای‌توپولوژیک‌و Xفرض‌کنیم X X است‌ ‌پیوسته ‌یک‌تابع nازای‌هر‌به. N گیریمnf 

)تابع‌همانی‌باشد‌دوتاییf با‌خودش‌و fبار‌تابع nترکیب , )X f یک‌سیستم‌دینامیکی‌گسسته‌می‌ .‌نامیم‌را

‌از‌کلمه‌ xازای‌هر‌نقطه‌به.‌کنیم‌سیستم‌استفاده‌میدر‌این‌مقاله‌برای‌سادگی‌صرفاً X 0 دنباله{ ( )}n

nf x  را‌

)مدار‌این‌نقطه‌در‌سیستم , )X f نامیم‌می. 

را‌ 1Sنقاط‌روی.‌دهیم‌نمایش‌می 1Sنامیم‌و‌با‌دایره‌به‌مرکز‌مبدأ‌و‌شعاع‌یک‌در‌صفحه‌مختلط‌را‌دایره‌یکه‌می

2iπθe صورت‌به ‌دهیم‌نشان‌می  : تابع. R S  ‌ضابطه1 2iπtπ(t) با = eو‌پیوسته‌است‌ ‌پوشا ‌توجه‌به‌این‌تابع. ‌،با

اگر‌‌.دهیم‌نمایش‌می‌       که‌‌ ‌را‌با‌1Sیک‌وجود‌دارد‌و‌در‌نتیجه‌نقاط‌به‌یک‌تناظر‌یک‌1Sو(0,1] بین‌بازه

 تابع
1 1:f S Sآن‌ ‌کند ‌حفظ ‌را ‌دایره ‌روی ‌نقاط ‌گوییم‌ترتیب ‌ fگاه ‌جهت ‌حافظ ‌تابع ‌استیک  تابع.

:F  تابع‌ ‌برای  یک‌بالابر
1 1

:f S Sمی‌ ‌هرگاه‌نامیده 0 شود = 0F f  حافظ‌جهت‌ fچون‌ .

 .است یک‌تابع‌یک‌به‌یک‌و‌صعودی‌روی Fاست‌پس

 .کنیم‌ها‌نیاز‌داریم‌را‌بیان‌می‌های‌بعد‌به‌آن‌چند‌لم‌و‌قضیه‌در‌مورد‌توابع‌بالابر‌که‌در‌بخش

‌یک‌دیفیومورفیسم‌حافظ‌جهت‌روی‌دایره‌یکه‌است   فرض‌کنیم‌[‌12]. 9 .2 لم دو‌تابع‌بالابر‌برای‌ Gو Fتوابع.

ع د fتاب ‌مانن ‌صحیح ‌عدد ‌یک ‌اگر ‌تنها ‌و ‌اگر ‌به kهستند ‌که ‌باشد ‌داشته ‌هر‌وجود x ازای ‌،

( ) = ( )F x G x k. 

x ازای‌هر‌در‌این‌صورت‌به.‌است fیک‌تابع‌بالابر‌برای‌تابع Fفرض‌کنیم[‌12]. 2 .2لم  ، 

( 1) = ( ) 1F x F x .‌

) با‌توجه‌به‌لم‌قبل‌تابع[‌12]. 3 .2قضیه  ) = ( )L x F x x از‌طرفی‌.‌یک‌تابع‌متناوب‌با‌دوره‌تناوب‌یک‌است

.‌است nfنیز‌یک‌بالابر‌برای‌تابع nF،‌تابعnازای‌هر‌عدد‌طبیعی‌مانند‌گاه‌به‌باشد‌آن fبالابر‌برای‌تابعیک‌ Fاگر

nFدر‌نتیجه id تناوب‌یک‌است‌نیز‌یک‌تابع‌متناوب‌با‌دوره.‌

 :دهیم‌قرار‌می.‌است fیک‌تابع‌بالابر‌برای‌تابع Fفرض‌کنیم[‌12]. 4 .2تعریف 

0

( )
( , ) = lim

n

n

F x
F x

n




 

)0 عدد[‌12]. 5 .2قضیه  , )F x وجود‌دارد‌و‌مقدار‌آن‌وابسته‌بهx نیست. 

)0 با‌توجه‌به‌قضیه‌بالا‌به‌جای  , )F x0 از ( )Fکنیم‌استفاده‌می. 

‌کنیم‌.2.‌6قضیه  ‌تابع Gو Fفرض ‌برای ‌بالابر ‌تابع ‌و fدو )هستند ) = ( )G x F x k.صورت‌‌ ‌این در

0 0( ) = ( )G F k  . 

 ‌ ‌قضیه ‌به ‌توجه ‌مانند‌2.‌6با ‌بالابر ‌یک ‌تابعF تنها ‌که‌f برای ‌دارد 00وجود ( ) <1F ‌عدد‌‌. ‌را ‌عدد این

) نامیم‌و‌با‌میf چرخش )fدهیم‌نمایش‌می.‌‌

‌.شودهای‌مینیمال‌اثبات‌می‌ریختی‌سان‌با‌استفاده‌از‌گنگ‌بودن‌عدد‌چرخشِ‌هم‌2.‌2قضیه‌مهم‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

مزدوج‌توپولوژیکی‌ریختی‌مینیمال‌روی‌دایره‌یکه‌با‌یک‌چرخش‌گنگ‌‌سان‌هر‌هم[(‌11]قضیه‌پوآنکاره‌)‌.7 .2 قضیه

  .هست

‌کنیم ‌  فرض ‌و ‌متناهی ‌و ‌ناتهی ‌مجموعه ‌به‌  یک ‌و ‌است ‌توپولوژیک ‌فضای ‌هر‌یک ،‌ ازای

:f X X  است‌ ‌پیوسته ‌تابع ‌یک }=مجموعه. ; | }X f   ‌ ‌توابع ‌سیستم ‌یک تکرارشونده‌را

‌نامیم‌می ‌دنباله Nفرض‌کنیم. ‌همه 1 هایی‌مانند‌مجموعه 2 3= , , ,    ‌اعضای  ‌باشد از ‌عدد‌‌به. ازای‌هر

xو‌هر‌نقطه nطبیعی X دهیم‌قرار‌می 
1 1

( ) = 0 ....0 ( )
n n n

x f f f x   


. 

1 اگر 2 3= , , ,   یک‌دنباله‌درN گاه‌باشد‌آن 
1 2 3

= { , , , }f f f   یک‌سیستم‌غیرخودگردان‌

 [.19]‌،[17]،‌[10]،‌[6]،‌[5]‌شود‌نامیده‌می

 عدد چرخش. 3

های‌اساسی‌این‌مفهوم‌‌کنیم‌و‌برخی‌ویژگی‌را‌تعریف‌میهای‌تکرار‌توابع‌‌در‌این‌بخش‌عدد‌چرخش‌روی‌سیستم 

 .دهیم‌را‌که‌در‌حالت‌کلاسیک‌برقرار‌هستند‌را‌مورد‌مطالعه‌قرار‌می

 .کنیم‌های‌آن‌را‌بررسی‌می‌کنیم‌و‌ویژگی‌ابتدا‌مفهوم‌بالابر‌برای‌یک‌سیستم‌توابع‌تکرار‌شونده‌را‌تعریف‌می

 فرض‌کنیم‌.3.‌9 تعریف
1={ ; | }S f ازای‌هر‌یک‌سیستم‌توابع‌تکرار‌شونده‌روی‌دایره‌یکه‌است‌و‌به 

‌،:F R R  بالابر‌متناظر‌باf  در‌این‌صورت‌سیستم.‌‌است = { ; | }R F  بالابر‌برای‌یک

 .شود‌نامیده‌می 

 فرض‌کنیم 
1={ ; | }S f یک‌سیستم‌توابع‌تکرارشونده‌روی‌دایره‌یکه‌است‌و={ ; | }R F   

N ازای‌هربه.‌یک‌بالابر‌برای‌آن‌است دهیم‌قرار‌می 
1 1

= 0 ....0
n n n

F F F   


‌و

1 1
= 0 ....0m

n m n m n n
F F F   

    .
 

.‌بالابر‌مرتبط‌با‌آن‌است  یک‌سیستم‌توابع‌تکرار‌شونده‌روی‌دایره‌یکه‌و در‌سرتاسر‌این‌مقاله،‌. 2 .3ملاحظه 

‌.ریختی‌و‌حافظ‌جهت‌هستند‌همچنین‌در‌این‌بخش‌همه‌توابع‌روی‌دایره‌یکه‌همسان

Nو n ازای‌هر‌با‌فرضیات‌داده‌شده‌در‌بالا،‌به‌.3 .3لم   تابع 
n

id  تناوب‌یک‌‌ۀیک‌تابع‌متناوب‌با‌دور

‌.است

‌. اثبات ‌لم ‌هر‌به‌2.‌2بنابر  ازای ‌هر  x و R )داریم  1) = ( ) 1F x F x  بنا‌ ‌به‌؛ ‌هر‌براین ازای
N و‌هر x Rداریم‌

2 1 2 1 2 1
( 1) = ( ( ) 1) = ( ) 1F oF x F F x F oF x       ‌.راحتی‌و‌با‌استفاده‌از‌‌به

‌می ‌به‌استقرا ‌که ‌داد ‌نشان ر‌توان ‌ه )،nازای 1) = ( ) 1
n n

x x   ‌ ‌به. ‌نتیجه ر‌در ‌ه xازای R‌،

( )( 1) = ( 1) ( 1) = ( )
n n n

id x x x x x           .شود‌و‌اثبات‌کامل‌می 

‌کنیم‌.3.‌4 ۀقضی  فرض
1={ ; | }S f و‌ ‌است ‌یکه ‌دایره ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم  یک

={ ; | }R F  برای‌هر.‌‌یک‌بالابر‌برای‌آن‌استN  حد 
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(9) 
( )

lim
n

n

x

n





 

 .نیستx در‌صورت‌وجود‌وابسته‌به 

N دنباله .اثبات فرض‌کنیم.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می xو yدو‌نقطه‌دلخواه‌در Rازای‌‌به‌‌3‌.3بنابر‌لم‌.‌هستند

،nهر
n

id   پس.‌یک‌تابع‌متناوب‌با‌دوره‌تناوب‌یک‌است 

| ( ) ( ) | | ( ( ) ) ( ( ) ) | | | 1 | |
n n n n

x y x x y y x y x y               ؛ 

 براین‌بنا

 
( ) ( ) 1 | |

| | = 0.lim lim
n n

n n

x y x y

n n

  

 

  
 

 پس
( )

lim n

n

x

n




 وجود‌مساوی‌در‌صورت 

( )
lim n

n

y

n




‌ .است 

 عدد.‌3.‌5تعریف 
( )

lim n

n

x

n




نامیم‌و‌آن‌‌می  و‌بالابر  نسبت‌به‌دنباله  را‌در‌صورت‌وجود‌عدد‌چرخش 

) را‌با )  با‌توجه‌به‌لم‌قبل‌این‌عدد‌به‌انتخاب‌نقطه.‌دهیم‌نمایش‌میx وابسته‌نیست. 

1 کنیم‌فرض‌.3.‌6 ملاحظه  2= { , , }k   1 دنباله‌.است‌متناهی‌گذار‌اندیس‌مجموعه‌یک  2 3={ , , , }     

‌‌ ‌نظر ‌در ‌گیریم‌میرا ‌طبیعی‌به. ‌عدد ‌هر ‌هر n ازای 1 و j k  ‌می   دهیم‌قرار

( , ) ={ |1 , = }i jn j i i n     و‌ 
( , )

( , ) = lim
n

n j
N j

n





.‌ 

N ازای‌هر‌واضح‌است‌که‌به عدد‌، ( , )N j مساوی‌یک‌است‌وتر‌یا‌‌کم‌

( ,1) ( ,2) ( , ) =1N N N k      

‌3.‌7لم  ‌کنیم.  فرض
1={ ; | }S f   ‌و  ‌است ‌یکه ‌دایره ‌روی ‌شونده ‌تکرار ‌توابع ‌سیستم  یک

={ ; | }R F  است‌که  یک‌بالابر‌برای ( )  ازای‌هر‌بالابر‌دیگر‌برای‌صورت‌به‌در‌این‌.‌وجود‌دارد

= مانند‌ { ; | }R G  نیز ( )  وجود‌دارد.‌

‌توجه‌به‌لم‌. اثبات  ازای‌هر‌به‌2.‌9با k عدد‌صحیح   G=وجود‌دارد‌که  F k  بنا‌ ازای‌هر‌براین‌به‌؛

n‌،
1 2

( ) = ( )
n n n

x x k k k           در‌نتیجه‌.

( )
=lim

n

n

x

n





 

1 2
( )

lim
n n

n

x k k k

n

   



   
  

1 2
( , ) ( ,1) ( ,2) ( , ) .

n
N k N k N k k            

) وجود‌عدد‌3.‌4با‌توجه‌به‌قضیه‌ )   انتخاب‌بالابر‌وابسته‌نیست‌ولی‌مقدار‌آن‌وابسته‌به‌بالابربه‌  از‌این‌.‌است 

‌می ‌فرض ‌بعد ‌که‌به }= کنیم ; | }R F  ‌برای  ‌بالابر ‌به یک ‌که ‌هر‌است  ازای  داریم 

(0) [0,1)F ‌.در‌این‌صورت ( )  [0,1] نیز‌یک‌عدد‌در‌بازه   .است 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

. فرض‌کنیم >1m . دهیم‌قرار‌می 
2 3

( ) = { , , , }m

m m m
       

) اگر‌.8 .3قضیه  )  گاه‌ن‌وجود‌داشته‌باشد‌آ (( ) ) = ( )m m    . 

 بدیهی‌است‌که. اثبات

 
( ) ( )

= = ( ).lim lim
nm mn

n n

x x
m m

n mn

 



 
 

 

 

 فرض‌کنیم .1 .3تعریف 
1={ ; | }S f   و 

1= { ; | }S g  دو‌سیستم‌توابع‌تکرار‌شونده‌روی‌ 

1 ریخت‌سان‌مزدوج‌توپولوژیکی‌هستند‌اگر‌تابع‌هم و دایره‌یکه‌هستند،‌گوییم 1:h S S وجود‌داشته‌باشد‌ 

‌،=g ازای‌هر‌که‌به oh hof [6]. 

 فرض‌کنیم‌.‌3.‌91لم 
1={ ; | }S f   و 

1= { ; | }S g  دو‌سیستم‌توابع‌تکرار‌شونده‌مزدوج‌با‌ 

ع ‌هستند hتاب ر. }=اگ ; | }R F  وH ی‌به ‌برا ‌بالابرهایی ‌آن hو ترتیب  گاه‌باشند،

1={ ; | }R HoF oH   است  یک‌بالابر‌برای.‌

 ازای‌هر‌با‌توجه‌به‌تعریف‌تابع‌بالابر‌واضح‌است‌که‌به .اثبات . داریم 
1 1( 0 0 ) = 0 0H F H h f h   -

.‌

 فرض‌کنیم‌.3.‌99قضیه 
1={ ; | }S f   و 

1= { ; | }S g  توابع‌تکرار‌شونده‌مزدوج‌دو‌سیستم‌ 

‌تابع‌مزدوج ‌هستند h با }= اگر. ; | }R F  و  یک‌بالابر‌برایN  ازای‌‌یک‌دنباله‌باشد‌که‌به

) آن )  دارد‌ ‌وجود .‌ ‌یک ‌صورت ‌این ‌به  برای  بالابردر ‌که ‌دارد ‌آن‌وجود ) ازای )  و‌ ‌دارد  وجود

| ( ) |=| ( ) |    . 

 بالابر .اثبات
1={ ; o o | }R H F H   = کنیمفرض‌.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می  برای  (0)x H  ازای‌هر‌و‌به 

n =دهیم‌‌قرار‌می  [ (0)]n
n

k ازای‌هر‌؛‌و‌به1دهیم‌‌،‌قرار‌می=G HoF oH 

‌.ازای‌‌در‌این‌صورت‌به

n هر  داریم 
1=

n n
Ho oH   

 ،nازای‌هر‌و‌در‌نتیجه‌به 

 

1( ) ( ) (0) ( (0) )
= = = .

n n
n n n n

x Ho oH x Ho H k k

n n n n

        
 

 .نزولی‌باشد‌علامت‌منفی‌است Hصعودی‌باشد،‌علامت‌مثبت‌و‌اگر H که‌در‌آن،‌اگر

‌به ‌که ‌آن‌جا |،‌nازای‌هر‌از (0) | 1n
n

k   } پس‌دنباله  (0) }n
n

k  ‌فرض‌صعودی‌بودن‌  ‌با ‌است؛ کراندار

 داریم H تابع

 
( ) (0)

= = = ( ).lim lim lim
n n n

n n n

x k

n n n

 



 
 

  

 

‌کنیم‌.3.‌92قضیه   فرض
1={ ; | }S f   ‌ ‌توابع ‌سیستم ‌ویک ‌است ‌یکه ‌دایره ‌روی  تکرارشونده

={ ; | }R F  1 یک‌بالابر‌برای‌آن‌است‌که‌در‌آن 2={ , , }k   یک‌مجموعه‌از‌اعداد‌بین‌صفر‌و‌ 

1 ازای‌هر‌یک‌است‌و‌به i k ‌،( ) = i
i

F x x .ازای‌هر‌گاه‌به‌آن‌N ‌،( )  وجود‌دارد‌و 

( , ) =    
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1 2( ,1) ( ) ( ,2) ( ) ( , ) ( ) =kN F N F N k F        

1 2( ,1) ( ,2) ( , ) .kN N N k         

N دنباله‌دلخواه .اثبات  ‌در‌نظر‌می  ‌گیریم‌را n ازای‌هر‌عدد‌طبیعی‌به‌3.‌6با‌توجه‌به‌فرضیات‌و‌ملاحظه‌.  

‌داریم
( ,1) ( ,2) ( , )

1 2( ) = ( ) = ( ,1) ( ,2) ( , )n n n k

k
n k

x F oF o oF x x n n n k  

           
21

 

‌در‌نتیجه

( )
lim

n

n

x

n





  

1 2( ,1) ( ,2) ( , )
lim

k

n

x n n n k

n

     



  
  

. 1 2( ,1) ( ,2) ( , ) kN N N k         

 .کند‌قضیه‌بعد‌ارتباط‌بین‌صفر‌بودن‌عدد‌چرخش‌و‌وجود‌نقاط‌ثابت‌را‌بیان‌می

‌کنیم‌.3.‌93قضیه   فرض
1={ ; | }S f  ‌دایر  ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم ‌و‌ۀیک ‌است  یکه

={ ; | }R F  به‌ ‌آن ‌در ‌است‌که ‌آن ‌برای ‌هر‌یک‌بالابر ‌است‌و ‌،F ازای ‌صعودی   یک‌تابع

0 (0) <1F Nاگر‌.   گونه‌ ‌که‌به ‌باشد ‌داشته ‌وجود )ای ) = 0 ‌ ‌نامتناهی. ‌تعداد ‌صورت ‌این  در

i  وجود‌دارد‌که
i

f  ‌.دارای‌نقطه‌ثابت‌است 

‌فرض‌کنیم‌به .اثبات ‌برهان‌خلف، i ازای‌هر‌با تابع‌ ،
i

f ثابت‌نیست‌ۀدارای‌نقط‌ ‌توجه‌به‌متناهی‌بودن‌. با

‌اندیس  گذار‌مجموعه  ‌ ‌لم ‌از ‌استفاده ‌با <،3.‌3و 0  ‌‌ ‌دارد ‌بهوجود ‌هر‌که x ازای R ‌هر  iو ‌،

( ) >
i

F x x .‌

 براین‌بنا

1
(0) 0 >F   

2 1 2
(0) > ( ) > 2F oF F      

3 3 2 3
(0) = ( (0)) > (2 ) > 3F F        

 

1
(0) = ( (0)) > (( 1) ) > .

n n n n
F F n n      


  

) در‌نتیجه  )  تناقض‌استکه‌با‌فرض‌قضیه‌در‌. 

را‌تعریف‌کردیم‌و‌نشان‌دادیم‌که‌این‌عدد‌در‌صورت‌وجود‌وابسته‌ در‌این‌بخش‌عدد‌چرخش‌برای .94 .3ملاحظه 

 ۀدنبالرسد‌این‌است‌که‌آیا‌برای‌هر‌‌الی‌که‌به‌ذهن‌میؤترین‌س‌بدیهی.‌در‌تعریف‌این‌عدد‌نیست xبه‌انتخاب‌نقطه
N  ازای‌آن‌حد‌داده‌‌توان‌پیدا‌کرد‌که‌به‌این‌عدد‌وجود‌دارد؟‌در‌صورتی‌که‌جواب‌منفی‌است،‌چه‌مثالی‌می

fثابت‌شده‌است‌که‌اگر‌هر‌تابع‌3.‌92موجود‌نباشد؟‌در‌قضیه‌‌3.‌5شده‌در‌تعریف‌  1یک‌دوران‌رویS گاه‌‌باشد‌آن

Nبرای‌هر‌دنباله  عدد ( )  توجه‌به‌این‌که‌ ‌با ‌حالت‌کلی، ‌در ‌اما ‌ناشمارا‌ Nوجود‌دارد؛ دارای‌تعداد
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نیستند،‌جواب‌دادن‌به‌این‌سؤال‌در‌حالت‌کلی‌سخت‌ها‌هم‌دارای‌نظم‌و‌قاعده‌مشخصی‌‌تر‌آن‌دنباله‌است‌که‌بیش

 .تواند‌یک‌موضوع‌تحقیقاتی‌برای‌کارهای‌بعدی‌باشد‌است‌و‌می

) ها‌عدد‌کنیم‌که‌در‌آن‌های‌خاصی‌را‌بررسی‌می‌در‌ادامه‌حالت  )   .وجود‌دارد 

‌کنیم‌.95 .3قضیه   فرض
1={ ; | }S f ‌ ‌سیستم ‌دایریک ‌روی ‌تکرارشونده ‌و‌Gتوابع ‌است  یکه

={ ; | }R F  به‌ ‌آن ‌در ‌که ‌است ‌آن ‌برای ‌بالابر ‌هر‌یک ‌و ‌،F ازای ‌است ‌صعودی ‌تابع  یک

0 (0) <1F‌.گیریم  و  دو‌عضو‌متمایز‌از  1 هستند‌و 2 3={ , , , }    ازای‌‌هست‌که‌به‌ای‌دنباله 

0nهر ‌،1 =n 2 2 و  =n در‌این‌صورت‌( )  وجود‌دارد. 

f= فرض‌کنیم .اثبات  f of  F= و  F oF ‌.در‌این‌صورت‌

= ( ) = ( ) = ( ) =oF F oF f o oF f of o fo           

1k ازای‌هر‌هست‌و‌بهf یک‌بالابر‌برایF پس داریم‌، = k

k
F 2

 در‌نتیجه.

2
(0) (0) 1

= = ( ).lim lim
2 2 2

k

k

k k

F
F

k k




 

 

داریم‌ k ازای‌هر‌،‌به2.‌3از‌طرفی،‌بنابر‌قضیه‌
2 2

| ( (0)) (0) | 1
k k

F     ‌پس‌ 

2 2
( (0)) (0)

lim = 0
2 1

k k

k

F

k

   






. 

 با‌توجه‌به‌این‌که
2 1 2

= ( )
k k

F   


 خواهیم‌داشت

2 1
(0) ( (0)) (0) 1

= = = ( ).lim lim lim
2 1 2 1 2 2

k

k k

k k k

F F
F

k k k

   


   

2  

)بنابراین )  موجود‌و‌مساوی 
1

( )
2

F oF   .است 

‌کنیم‌96 .3مثال   فرض
1={ ; | }S f  ‌و  ‌است ‌یکه ‌دایره ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم  یک

={ ; | }R F  ‌ ‌در ‌که ‌است ‌آن ‌برای ‌بالابر ‌بهیک ‌هر‌آن ‌و ‌،F ازای ‌است ‌صعودی ‌تابع  یک

0 (0) <1F‌.1 گیریم 2, , m  یک‌دنباله‌متناهی‌از‌اعضای  است‌و‌

1 2 1 2= , , , , , ,m m        

های‌مشابه‌‌تکرار‌دنباله‌متناهی‌داده‌شده‌است،‌با‌استدلال‌لاست‌که‌حاص متناوب‌و‌نامتناهی‌از‌اعضای‌ۀیک‌دنبال

) توان‌ثابت‌کرد‌که‌می‌‌3.‌92ۀقضی )  موجود‌و‌مساوی 
1

( )F
m
 ‌است‌که‌در‌آن 

1
=

m m
F F oF o oF  

 1 .
 

گاه‌عدد‌چرخش‌وابسته‌به‌‌یک‌دنباله‌باشد‌که‌از‌یک‌مرحله‌به‌بعد‌ثابت‌است‌آن دهد‌که‌اگر‌بعد‌نشان‌می‌ۀقضی

 .آن‌وجود‌دارد

‌کنیم‌.97 .3قضیه   فرض
1={ ; | }S f  ‌دایر  ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم ‌و‌ۀیک ‌است  یکه

={ ; | }R F  است‌ ‌آن ‌برای ‌یک‌بالابر 1 گیریم. 2 3= , , ,    ‌اعضای  ‌از است‌که‌  یک‌دنباله
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌937های‌توابع‌تکرار‌شونده‌و‌غیرخودگردان‌های‌آن‌در‌سیستم‌عدد‌چرخش‌و‌ویژگی

‌دارد‌یک mوجود N به‌ n ازای‌هر‌که m‌،=n m . این‌صورت‌ ) در )  مساوی‌ ‌و )موجود )
m

F 

‌.است

n= فرض‌کنیم .اثبات m k . که  k 1 در‌این‌صورت = ( )k

n m m
F o   دهیم‌قرار‌می= (0)

m
a ‌.بنابر‌

 حد‌‌2.‌5ۀقضی
( )

lim

k

m

k

F a

k




) موجود‌و‌مساوی  )

m
F  پس.‌‌است 

(0) ( ) ( )
= = = ( ).lim lim lim

k k

n m m

mn k k

F a F a
F

n m k k

  






  
 

 .از‌یک‌مرحله‌به‌بعد‌متناوب‌باشد‌هم‌برقرار‌است قبل‌برای‌حالتی‌که‌دنباله‌ۀمشابه‌قضی

‌کنیم‌.98 .3ملاحظه   فرض
1={ ; | }S f  ‌دایر  ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم ‌و‌ۀیک ‌است  یکه

={ ; | }R F  به‌ ‌آن ‌در ‌که ‌است ‌آن ‌برای ‌بالابر ‌هر‌یک ‌و ‌،F ازای ‌است ‌صعودی ‌تابع  یک

0 (0) <1F‌ 1 گیریم. 2, , m   ‌اعضای  ‌از ‌متناهی ‌دنباله ‌و  یک ‌اعضای  است ‌از‌  از ‌که است

‌دنباله‌مرحله ‌تکرار ‌بعد ‌به 1 ای 2, , m   ‌به  ‌‌است؛ ‌وجود ‌دیگر دعبارت 1jدار   ‌  کهای

1 2 1 2 1 2= , , , , , , , , , ,j m m          ‌استدلال‌. ‌قضیه‌با ‌مشابه ‌‌های ‌‌95 .3های ثابت‌‌92 .3و

)شود‌که‌می )  موجود‌و‌مساوی 
1

( )F
m
 است‌که‌در‌آن 

1
=

m m
F F oF o oF  

 1
. 

 

 زنی عدد چرخش و خاصیت سایه. 4

‌این‌بخش‌بازه  ‌کلی‌را‌های‌چرخش‌در ‌چرخش‌است‌بررسی‌‌که ‌عدد ‌از ‌کنیم‌میتر .‌ ‌ۀمجموع‌بررسیسپس‌به

در‌این‌قسمت‌توابع‌روی‌دایره‌.‌پردازیم‌های‌غیرخودگردان‌می‌زنی‌چرخشی‌برای‌سیستم‌چرخش‌و‌خاصیت‌سایه‌شبه

 .یکه‌‌لزوماً‌حافظ‌جهت‌نیستند

 فرض‌کنیم
1={ ; | }S f  }= یکه‌است‌و‌ۀدایریک‌سیستم‌توابع‌تکرارشونده‌روی‌  ; | }R F  

 .یک‌بالابر‌برای‌آن‌است

Nفرض‌کنیم‌.9 .4تعریف   و x Rبسته‌ۀ،‌باز 

( ) ( )
( , ) = [ , ].limsupliminf

n n
I

n n

x x
x

n n

 



 
 

 

 

 .گوییم xنسبت‌به‌نقطه را‌بازه‌چرخش

) در‌صورتی‌که  ) گاه‌وجود‌باشد‌آن ( , )I x  ) تنها‌یک‌نقطه‌یعنی‌همان  )   .است 

1 ۀدنبال 2 3= , , ,    < و‌عدد  =1 ۀدنبال.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می  { }i ix x    شبه‌مدار‌برای را‌یک 

1iازای‌هر‌گوییم‌هرگاه‌به ‌،1| ( ) |<i i
i

F x x  . 

‌به‌دارای‌خاصیت‌سایه گوییم ‌اگر < ازای‌هر‌زنی‌است، 0باشد‌ ‌داشته <وجود 0برای‌هرای‌‌ شبه‌‌که

‌مانند =1 مدار { }i ix x  ‌به yای‌مانند‌نقطه  ‌که 1iازای‌هر‌یافت‌شود ‌،| |<i iy x  آن‌ ‌در 1 که =y y  و 

1 = ( )i i
i

y F y.‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

< فرض‌کنیم‌.2 .4تعریف  0 =1 و  { }i ix x  یک  شبه‌مدار‌برای  بازه‌بسته.‌‌است 

( , , ) = [ , ]limsupliminf
n n

p
n n

x x
x

n n
  

 

 

‌.نامیم‌چرخش‌می را‌یک‌بازه

) کنیم‌فرض‌.3 .4 تعریف , )p   های‌بازه‌ۀهم‌اجتماعچرخش‌باشد‌ ) ۀمجموع. ) = ( , )p I  
    

‌.نامیم‌می  چرخش‌شبه‌ۀرا‌مجموع

< ازای‌هر‌زنی‌چرخشی‌است‌اگر‌به‌دارای‌خاصیت‌سایه گوییم‌.4 .4تعریف  0 <وجود‌داشته‌باشد  0که‌ای‌

=1 مانند‌مدار‌شبههر‌برای { }i ix x برای‌مدار‌یک1 مانند= { }i iy y که‌کرد‌پیدا‌را‌

| |
limsup n n

n

y x

n





 . 

‌.است[‌1]یکی‌از‌نتایج‌اصلی‌این‌مقاله‌است‌و‌ایده‌اولیه‌اثبات‌آن‌برگرفته‌از‌‌‌.5 .‌4ۀقضی 

‌کنیم‌.5. 4قضیه   فرض
1={ ; | }S f   ‌ ‌سیستم ‌ویک ‌است ‌یکه ‌دایره ‌روی ‌تکرارشونده  توابع

={ ; | }R F  ازای‌هر‌است‌که‌به‌یک‌بالابر‌برای‌آن ،( 1) = ( ) 1F x F x  
 

 چنین‌فرض‌کنید‌هم‌.

1 2 3= , , ,     .زنی‌چرخشی‌است‌دارای‌خاصیت‌سایه این‌صورتدر‌.‌است Nدلخواه‌در‌ۀیک‌دنبال 

 .های‌زیر‌نیاز‌داریم‌برای‌اثبات‌قضیه‌به‌لم 

Iفرض‌کنیم‌.6. 4لم  R و‌یک‌طول‌به‌بسته‌ۀیک‌بازL هر‌ازای‌به.‌است‌عدد‌صحیح‌مثبت‌یکp I ۀ‌زیرباز‌یک

Jبسته I وجود‌دارد‌که p J و‌طول‌بازه ( )
L

J مساوی‌یک‌باشد.‌

‌کنیم. اثبات =فرض [ , ]I c d‌ ‌هر‌به. )،‌ازای ) = ( 1) = ( ) 1F d F c F c   باز‌بنا ؛‌ ‌طول  ۀبراین

( )
L

I  .ادامه‌اثبات‌بدیهی‌استF با‌توجه‌به‌پیوستگی‌توابع.‌بزرگتر‌یا‌مساوی‌یک‌است 

<فرض‌کنیم‌.7. 4لم  0‌.گیریم ( )N  ترین‌عدد‌طبیعی‌بزرگk است‌که‌اگر = { }i ix x 1 یک ‌

شبه‌مدار‌برای 0ازای‌هر‌گاه‌به‌باشد‌آن i k ‌،| ( ) | 1n

m n m
m

x x  ‌.در‌این‌صورت( )N  نسبت‌

‌.به‌سمت‌صفر،‌یک‌دنباله‌صعودی‌و‌بیکران‌است به‌کاهش

‌هر‌به. اثبات  ازای F تابع  ‌باز  [0,1] ۀروی ‌یک  ‌است‌پیوسته ‌نواخت ‌به. ‌طرفی  هر‌ازای‌از ‌هر  x و R‌،

( 1) = ( ) 1F x F x  .گذار‌با‌توجه‌به‌متناهی‌بودن‌مجموعه‌اندیس‌  ‌،Fازای‌هر‌و‌این‌نکته‌که‌به   

 .نواخت‌است،‌اثبات‌لم‌بدیهی‌است‌یک‌ۀیک‌تابع‌پیوست

 نیست‌وجود‌دارد‌که kکه‌وابسته‌به Cعدد‌ثابت.‌دو‌عدد‌صحیح‌مثبت‌دلخواه‌هستند kو‌Lفرض‌کنیم‌.8. 4لم 

sup{| ( ) ( ) |: 0 1, | | } .
r r

p q r L p q k C k           

p فرض‌کنیم .اثبات q و  ‌در  ‌نقطه R دو ‌که  | هستند |p q k ‌ ‌به. ‌که ‌این ‌به ‌توجه ‌هر‌با  ازای ‌هر   و

x R‌،( 1) = ( ) 1F x F x  1 ازای‌هر‌،‌بهn  )داریم  ) = ( )
n n

x k x k   ‌.ازای‌هر‌در‌نتیجه‌به 

1n  ‌:داریم 
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| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | | | 2 .
n n n n

p q p p q q p q k                

 .پردازیم‌حال‌به‌اثبات‌قضیه‌می

‌ثابت .اثبات < عدد 0  ‌ ‌بگیریدرا ‌نظر ‌در t فرض‌کنیم. ) همان  )N   ‌ ‌لم ‌است‌4‌.2در ‌مدار‌ۀدنبال.  شبه

1= { }i ix x  I را‌در‌نظر‌بگیرید‌و‌فرض‌کنیم‌که  0xیک‌بازه‌به‌طول‌یک‌است‌که  I‌.1 ۀباز‌4‌.6بنابر‌لم‌J وجود‌ 

‌که 0 دارد 1x J )1 و  )
t

J ‌طول‌یک‌است  ‌به ‌یک‌بازه ‌اتنخاب. ‌به ‌توجه ‌داردtبا ‌وجود ، { 1,0,1}s  1  که 

1 1= tz x s )1 در‌بازه  )
t

J  .گیرد‌قرار‌می 

1i و‌هر s ،‌هر‌عدد‌صحیح ازای‌هر‌باتوجه‌به‌فرض‌قضیه،‌به  )داریم  ) = ( )i iF x s F x s   

‌به ‌درنتیجه ‌‌و 1nهرازای ‌،( ) = ( )i i
n n

x s x s   براین‌بنا ؛ { }ix s یک‌ ‌است  هم ‌مدار .‌شبه

‌دنباله ‌استقرا ‌از ‌استفاده ‌با } حال }kJ بازه‌ ‌دنباله‌از ‌و } ها }ks اعضای‌ } مجموعه‌از 1,0,1} ‌به  ‌زیر‌را صورت

 :سازیم‌می

2 ۀباز 1( )
t

J J 1 شامل  1= tz x s 2 وجود‌دارد‌که 

2( )t

t
J ‌یک‌بازه‌به‌طول‌یک‌است  ،‌4‌.6با‌توجه‌به‌لم‌.

2 عدد { 1,0,1}s   2 چنان‌وجود‌دارد‌که  2 1 2= ( )tz x s s  2 در 

2( )t

t
J  .قرار‌دارد 

2 و kJ‌،ksفرض‌کنیم 1 2= ( )k t k kz x s s s J     ‌اند‌که‌مانند‌بالا‌ساخته‌شده 
( 1)

( 2) 1( )k t

k k t kJ J


  . 

‌ ‌لم ‌زیرباز4‌.6بنابر ) ۀ، )

1 ( 1) ( )k t

k k t kJ J   ‌ ‌دارد 1k کهوجود kz J  ) و  1)

( ) 1( )k t

k t kJ


 طول‌‌ ‌به یک‌بازه

2 ،‌عدد4.2بر‌لم‌‌بنا.‌یک‌است { 1,0,1}s   ‌وجود‌دارد‌که 
( 1)

1 ( 1)2 1 2 1 ( ) 1= ( ) ( )k t

k k t k k k t kz x s s s s J


         . 

k،1ازای‌هر‌بهها،‌kJساخت‌ۀنحوبا‌توجه‌به ( ) ( 1) ( )k k t k t kJ J

  ‌:براین‌وجود‌دارد‌بنا‌ 
( ) 1

( 1) 11
( ) ( )k t

k t kk
y J



 
 . 

 دهیم‌که‌حال‌نشان‌می

| ( ) |
= 0.limsup n

n

y x

n






 

n= فرض‌کنیم kt r 0که‌ <r t‌.عبارت‌را‌داریماین‌‌4‌.8و‌‌4‌.2های‌‌حال‌با‌استفاده‌از‌لم: 

| ( ) |<n
n

y x   

1 1
| ( ( ) ( ) |kt

kt r kt n kt r kt
F o oF y F o oF x    

   
   

1
| ( ) |<kt kt r

kt r kt
F o oF x x  

 
  

1 1
| ( ( ) ( ) | 1<kt

kt r kt n kt r kt
F o oF y F o oF x    

   
   

1 1
| ( ( ) ( ) | ( ) <k

kt r kt n kt r kt
F o oF y F o oF z c k    

   
    

( 1) ( ) 1.c c k     

 براین‌بنا 

.
| ( ) | | 2 1| 1 1

=limsup limsup
( )

n

n k

y x c k

n kt t N



 

  
   
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 قدر‌کوچک‌در‌نظر‌گرفت‌که‌را‌آن توان‌می‌4‌.2بنابر‌لم‌ 
1

( )N



  .و‌در‌نتیجه‌اثبات‌قضیه‌کامل‌است 

‌کنیم .1. 4نتیجه   فرض
1={ ; | }S f  ‌دایر  ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم ‌و‌ۀیک ‌است  یکه

={ ; | }R F  برای‌آن‌است‌ 1 و‌یک‌بالابر 2 3= , , ,    ‌است N دلخواه‌در‌ۀیک‌دنبال  ‌این‌. در

) صورت )I   در ( )p   چگال‌است. 

< ازای‌هر‌با‌توجه‌به‌قضیه‌قبل‌به. اثبات 0 < یک  0  شبه‌مدار‌در‌همسایگی‌به‌شعاعوجود‌دارد‌که‌هر 

> ) افتد‌و‌در‌نتیجه‌از‌یک‌مدار‌می  )I   ) در  )p    .چگال‌است 

‌17] .91. 4تعریف  ‌متریک،‌ X فرض‌کنیم[ =یک‌فضای { ; | }X f   تکرارشونده‌‌ ‌توابع یک‌سیستم

1 روی‌دایره‌یکه‌است‌و 2 3= , , ,    < عدد.‌است N دلخواه‌در‌ۀیک‌دنبال  0 گیریم،‌‌را‌ثابت‌در‌نظر‌می 

1 متناهی‌ۀدنبال 2, , nx x x ‌یک  ‌از  را ‌متناهی 1x زنجیر ‌عدد n طول‌به nx به  ‌هرگاه، ‌مانندگوییم  ی

>1m ‌به‌  ‌که ‌باشد ‌داشته ‌هر‌وجود 1 ازای 1i n   1 ۀرابط 
1

( ( ), ) <i i
m i

d f x x 
 

‌باشد  ‌برقرار ‌این‌. در

}1= حالت‌گوییم }n

i ix ‌.است m زنجیر‌با‌شروع‌از یک 

Eۀمجموع‌.99. 4تعریف  X یک‌مجموع‌ ‌برای‌ۀرا ‌زنجیری ‌هر متعدی ‌برای ‌هرگاه < گوییم 0 هر‌  و

,x y E یک شبه‌مدار‌از x بهyتحت‌ داشته‌باشدوجود‌.‌

Eفرض‌کنیم‌.92. 4قضیه  R برای‌زنجیری‌ترایایییک‌مجموعه‌‌ ‌پایا دارای‌خاصیت‌ Eروی  باشد‌و و

zدر‌این‌صورت‌نقطه.‌‌زنی‌است‌سایه E وجود‌دارد‌که( , ) = ( , )I IE z    .‌

= فرض‌کنیم. اثبات inf ( , )Ia E  =و  sup ( , )Ib E ‌ x, در‌این‌صورت‌نقاط. y E  های‌و‌دنباله 

{ }in } و  }jk  وجود‌دارند‌که 

( )

lim =
k

j

j
j

y

b
k




 و 

( )

lim =
n
i

i
i

x

a
n




. 

‌دلخواه ‌مثبت‌و ‌فرض‌کنید عدد ‌بگیرید‌و ‌نظر ‌در < را 0به‌ ‌وابسته ‌خاصیت‌سایه عدد ‌است  زنی‌در از‌.

0 وجود‌دارد nازای‌هر‌است‌پس‌به زنجیری‌برای‌ترایایی‌ۀیک‌مجموع Eجا‌که‌آن >n n  زنجیر که‌یک 

0
nU ‌یک) nb به na از  ‌یا  زنجیر  و

0
nVاز nb به na) از‌ ‌شروع با

0
n برای  دارد‌ ‌وجود توان‌‌پس‌می.

‌مانند یک ‌نامتناهی }زنجیر }nz برای مجموعه‌ ‌از ‌کدام ‌هر ‌از ‌نقطه ‌نامتناهی ‌تعداد ‌شامل های‌ساخت‌که

{ ( )}
k

j

y‌،{ ( )}
n
i

x،nVو‌ 
0

nUۀزنی‌نقط‌بر‌خاصیت‌سایه‌حال‌بنا.‌باشدz E ازای‌هر‌وجود‌دارد‌که‌به 

n‌،| ( ) |<n
n

z z  نتیجه‌ ‌در  و
( )

| |<
n

n
z z

n n

 
‌دنبال‌. ‌اعضای ‌انتخاب ‌به ‌توجه } ۀبا }nzداریم

= liminf nz
a

n
= و‌ limsup nz

b
n

 بنابراین ؛

( )
= liminf n

z
a

n


 و 

( )
= limsup n

z
b

n


‌دیگر،‌‌به‌. عبارتی

( , ) = [ , ] = ( , )p Iz a b E    .‌
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 آنتروپی چرخشی. 5

‌این‌بخش‌آنتروپی‌چرخشی‌برای‌سیستم ‌تعریف‌می‌در کنیم‌و‌شرایط‌صفر‌شدن‌آنتروپی‌‌های‌غیرخودگردان‌را

 .کنیم‌بررسی‌میچرخشی‌را‌

‌کنیم  فرض
1={ ; | }S f دایر‌ ‌روی ‌تکرارشونده ‌توابع ‌سیستم ‌و‌ۀیک ‌است  یکه

={ ; | }R F  ازای‌هر‌بهیک‌بالابر‌برای‌آن‌است‌که‌ ‌،(0) [0,1)F  1 و  2 3= , , ,     

 .است Nدلخواه‌در‌ۀیک‌دنبال

‌باز Eیک‌مجموعه‌.9. 5تعریف  (0,1] ۀاز ‌یک  )را , , )n  برای‌هر‌مولد‌چرخشی‌ ‌اگر x(0,1] گوییم یک 

y E پیدا‌شود‌که | |<x y  1ازای‌هر‌و‌به i n ‌،
| ( ) ( ) |

<i i
x y

i

  



. 

) فرض‌کنیم  , , )s n   )ترین‌عدد‌اصلی‌یک‌مجموعه‌‌کوچک  , , )n  مولد‌چرخشی‌است. 

‌و‌این‌که‌بهF نواخت‌با‌توجه‌به‌پیوستگی‌یک )،‌ و‌هر xازای‌هر‌ها 1) = ( ) 1F x F x   این‌عدد‌‌ 

 .است‌وجود‌دارد‌و‌متناهی

) عدد‌.2. 5لم  , , )s n   به‌انتخاب‌بالابر‌وابسته‌نیست.‌

‌کنیم .اثبات }= فرض ; | }R F  }= و  ; | }R G  ‌برای  ‌بالابر ‌هستند دو ‌این. صورت‌‌در

‌هر  برای ‌عدد  ‌دارد k صحیح‌وجود  Gکه  F k   ‌ ‌هر‌پس‌به. ‌هرy وx ازای i و N  داریم 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |
i i i i

x y x y        براین‌برای‌هر‌؛‌بنا nو‌هر> 00,1] ،‌مجموعه)E  یک‌ 

( , , )n  مولد‌چرخشی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌یک‌( , , )n  مولد‌چرخشی‌باشد. 

‌حد‌.3. 5تعریف   مقدار
0

log ( , , )
lim lim

n

s n

n





 

 
‌آنتروپی‌چرخشی  ‌با‌می  را ‌آن‌را ) نامیم‌و )rh  نمایش‌

‌.دهیم‌می

)در‌صورتی‌که‌عدد‌چرخش‌.4. 5قضیه  )  گاه‌وجود‌داشته‌باشد‌آن( ) = 0rh .‌

)فرض‌کنیم .اثبات ) =  ‌ x[0,1] ازای‌هر‌در‌این‌صورت‌به.   داریم 
0

( )
lim =n

n

x

n





در‌نظر‌داشته‌) 

 باشید‌که
(0) (1)

lim = limn n

n nn n

  

 
}توابع‌دنباله‌بنابراین‌؛( }n

n


)0 به‌تابع‌ثابت‌نواخت‌یک‌همگرای ) =f x   ‌

<ازای‌هر‌پس‌به.‌است 0  ،0n 0n ازای‌هر‌که‌بهوجود‌دارد‌ای‌  n ،‌x[0,1] و‌هر 
0

( )
| |<

4

n
x

n

 
. 

‌برای‌هر ‌طرفی x[0,1] از  0 < <x  دارد‌ ‌اگر وجود ) که )
x

y B x به‌آن‌ 01 ازای‌هر‌گاه 1i n  ‌،

( ) ( )
| |<

4

i i
x y

i

   
. 

[0,1] جا‌که‌از‌آن ,...,1 فشرده‌است‌نقاط  ka a  و‌اعداد 
1
,...,a a

k
   که‌در‌نامساوی‌بالا‌صدق‌کنند‌ووجود‌دارد‌ 

[0,1] ( )i
a
i

B a. 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

x[0,1] در‌نتیجه‌برای‌هر 1 وجود‌دارد  i k که( )i
a
i

x B a 0 و‌برای‌هر>n nداریم‌‌

0

( )
| |<

4

i
n

a

n

 
 و 

0

( )
| |<

4

n
x

n

 
 پس‌برای‌.‌ >n n ‌،

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
| | | | | |<

2

i i i
n n n n

x a a a

n n n

       
 


     

n<0 ازای‌هر‌براین‌به‌بنا n‌،( , , )s n k   و‌در‌نتیجه
0

log ( , , )
( ) = limlim = 0r

n

s n
h

n






 


 
  

= فرض‌کنیم [0,1]X R . و 
1= [0,1]X S  ‌اندیس  ‌متناهی‌مجموعه  گذار ‌می  ‌نظر ‌در ‌فرض‌‌را ‌و گیریم

‌به ‌هر‌کنیم ‌تابعازای ، :f X X  ‌باشد  ‌همانی ‌با ‌هموتوپ ‌و ‌پیوسته ‌تابع ‌یک ‌پوشای.  تابع

: X X  )2 با‌ضابطه  , ) = ( , )i xx t e t F: تابع.‌را‌در‌نظر‌بگیرید  X X را‌یک‌بالابر f  گوییم‌اگر‌ 

) ازای‌هر‌به , )x t Xداشته‌باشیم( ( , )) = ( ( , ))F x t f x t  ‌.ثابت‌شده‌است‌که‌تابع‌بالابر[‌15]‌و[‌1]در‌ 

:F X X به‌‌ ‌که ‌دارد ‌وجود ر‌چنان ‌ه )ازای , )a t X ( 1, ) = ( , ) (1,0)F a t F a t  ‌،

(0,0) [0,1]F .‌

‌تکرارشونده ‌توابع = سیستم { ; | }X f   آن‌ ‌با ‌متناظر ‌بالابر }= و ; | }X F  نظر‌‌ ‌در را

‌گیریم‌می 1 فرض‌کنیم. 2 3={ , , , } N    به‌ ‌هر‌و xازای X هر‌ ‌می iو )1 دهیم‌قرار ( ))
i

x مؤلفه‌ 

) اول ( ))
i

x ازای‌هر‌باشد‌و‌بهx X دهیم‌قرار‌می .
1= ( ) [0,1) [0,1]x x   ‌

Aۀمجموع‌.5. 5تعریف  X را‌یک ( , , )n   ازای‌هر‌مولد‌چرخشی‌گوییم،‌اگر‌بهx X وجود 

yداشته‌باشد A که <x y  1ازای‌هر‌و‌به 1i n  ‌،
1 1| ( ( )) ( ( )) |

<i i
x y

i

  



. 

) عدد , , )s n   rh)(و‌آنتروپی‌چرخشی،‌    .هستند‌5‌.3های‌بیان‌شده‌در‌تعریف‌‌همان‌کمیت 

‌ .6 .5ملاحظه  ‌100]در ‌ویژگی‌آنتروپی‌توپولوژیک‌برای‌سیستم[ ‌و های‌اساسی‌آن‌‌های‌غیرخودگردان‌تعریف‌شده

)توان‌نشان‌داد‌که‌اگر‌میراحتی‌‌ها‌بهو‌با‌به‌تعریف‌شدهبررسی‌ )h  غیرخودگردان‌‌آنتروپی‌توپولوژیک‌سیستم 

 گاه‌باشد‌آن ( ) ( )rh h  . 

l ازای‌هر‌به‌ Nهرx Xفرض‌کنیم‌، 
1( ) = ( ( ) )l

l
T x x x  l ازای‌هر‌به‌‌2.‌3ۀبا‌توجه‌به‌قضی  N  

x و‌هر X‌،| ( ) |lT x l.‌

 :کنیم‌صورت‌تعریف‌می‌دینکوچک‌را‌ب k مجموعه m و ‌،N حال‌برای‌مقادیر‌ثابت

Aۀمجموع‌.7. 5تعریف  X را k کوچک‌گوییم‌اگر‌برای‌هر ,x y A شرایط‌زیر‌برقرار‌باشد: 

1.<x y ، 

1برای‌هر .2 j N ‌،
1 1| ( ( )) ( ( )) |

<
j j

x y

j

  



، 

iبرای‌هر .3 k ‌،
1 1| ( ( ( )) ( ( )) |

<

m m

N im N im
T x T y

m

  
 


.‌
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< فرض‌کنیم‌.8 .5لم  0 ‌است  ‌ثابت ‌هر. 0 برای < <  ‌هر  ‌دارد mو ‌ ایNوجود ‌از‌ اگرکه ‌افراز یک

‌افراز Eباشد‌و Xکوچک‌برای kهای‌مجموعه ‌هر‌جزء ‌از ‌انتخاب‌یک‌عضو ایجاد‌  یک‌مجموعه‌باشد‌که‌با

)یک‌مجموعه Eگاه‌شده‌است،‌آن , , )n  مولد‌چرخشی‌است‌که‌در‌آن= 1n N km m  .‌

x نقطه‌دلخواه .اثبات X ‌نظر‌می  ‌در ‌گیریم‌را ‌دارد. y وجود E x که  y و  ‌افراز  ‌یک‌جزء هستند؛‌  در

x> براین‌بنا y  1و‌برای‌هر  j N ، 

(9-5)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 
1 1| ( ( )) ( ( )) |

< < .
j j

x y

j

  
 


 

1N نشان‌دهیم‌برای‌هر‌که‌‌ستا‌براین‌کافی‌بنا  j n    .برقرار‌است(‌5-9)نامساوی‌ 

j= فرض‌کنیم N im s  0 که i k  0و  1s m  در‌این‌صورت‌، 

1( )) =
j

x  

1 1( ( )) (( ( ) ( ))
N N m N

x x x    


     

1 1
( 1)

( ( ) ( )) ) ( ( ) ( ))
N im N i m N im s N im

x x x x      
     

    

 پس

1 1| ( )) ( )) |=
j j

x y    

1[( ( ) ( )) ]
N N

x y     

1

1 1

=0

[ (( ( ) ) (( ( )) ))]
i

m m

N tm N tm
t

T x T y  


 
   

1 1[ ( ( ) ) ( ( )) )].s s

N im N im
T x T y  

 
  

 قبل‌از‌لم‌داریم‌های‌تهو‌نک‌ها‌حال‌باتوجه‌به‌فرض 

1 1| ( ( )) ( ( )) |
<

j j
x y

j

  
 

2 2 2
< < .

N im s s m

j N N

 
 

 
   

 .شود‌کافی‌بزرگ‌در‌نظر‌بگیریم‌اثبات‌لم‌تکمیل‌میرا‌به‌قدر‌N اگر‌عدد 

‌اند‌داده‌شده mو ،Nفرض‌کنیم‌.1. 5لم   k افرازیک‌ kچنان‌وجود‌دارد‌که‌برای‌هر‌عدد Mعدد‌ثابت.

 تر‌یا‌مساوی‌کوچک‌وجود‌دارد‌که‌تعداد‌اجزای‌آن‌کم kهای‌شامل‌مجموعه
2

( )
1

kM
 

 .است

 .کنیم‌لم‌را‌اثبات‌میk با‌استفاده‌از‌استقرا‌روی. اثبات

=فرض‌کنیم 0k‌.سیستم‌و‌فشردگی‌ۀدهند‌در‌این‌صورت‌باتوجه‌به‌پیوستگی‌توابع‌تشکیلXتوان‌اعداد‌،‌می

r وM ای‌پیدا‌کرد‌که‌یک‌افراز‌شامل‌را‌به‌گونهM تر‌از‌مجموعه‌با‌قطر‌کم r برایX وجود‌دارد‌و‌هر‌مجموعه‌

کوچک‌داده‌شده‌است‌و‌kهای‌شامل‌مجموعه kحال‌فرض‌کنیم‌افراز.‌کوچک‌است0یک‌مجموعه‌ rبه‌قطر

1k با‌استفاده‌از‌آن‌افراز  سازیم‌را‌می. 

kA کنیم‌فرض و 
1

( 2) ( 1)
( ) = ( ( ) ( ))m

N k m N k m
g x x x  

   
صورت‌این‌در‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

( ) [ , ]mg A m m ؛  

) توان‌براین‌می‌بنا )mg A به‌تعدادی‌کم‌  تر‌از‌را
2

1 
‌قطر‌حداکثر‌زیرمجموعه  ‌بنا mهایی‌با براین‌‌افراز‌کرد؛

‌تابع ‌تحت ‌افراز ‌این ‌وارون ‌حداکثر mgتصویر ‌شامل ‌افراز  یک
12 2 2

( ) ( ) = ( )
1 1 1

k kM M
  



  
مجموعه 

( 1)k کوچک‌است. 

= فرض‌کنیم‌.91. 5قضیه  [0,1]X R . و 
1= [0,1]X S  گیریم‌‌را‌در‌نظر‌می متناهی‌گذار‌اندیس‌ۀمجموع 

‌به ‌فرض‌کنیم ‌تابع ازای‌هر‌و ،:f X X  همانی‌باشد‌ ‌هموتوپ‌با ‌و ‌پیوسته ‌یک‌تابع ‌توابع‌. سیستم

= تکرارشونده { ; | }X f   و‌بالابر‌متناظر‌با‌آن ={ ; | }X F  ازای‌هر‌به.‌گیریم‌را‌در‌نظر‌می 

N ‌،( ) = 0rh  .. 

 عدد‌مثبت .اثبات =دهیم‌را‌درنظر‌گرفته‌و‌قرار‌می 
2


‌.برای‌هر‌5‌.1و‌‌5.‌8های‌‌بنابر‌لم mوجود‌دارد Nو‌ 

Mکه‌برای‌هر kیک‌مجموعه( , , )n  وجود‌دارد‌که تر‌از‌مولد‌چرخشی‌با‌عدد‌اصلی‌کم‌

= 1n N km m   . 

‌در‌نتیجه

2
( ( ) )

1 21( ) limsup = ( ( )
1

k

r

log M

h log M
N km m







 
. 

m با‌توجه‌به‌دلخواه‌بودن )گیریم‌که‌نتیجه‌می  ) = 0rh . 

 

 گیری نتیجه

های‌‌های‌توابع‌تکرار‌شونده‌و‌غیرخودگردان‌معرفی‌و‌ویژگی‌در‌این‌مقاله‌توابع‌بالابر‌و‌عدد‌چرخش‌برای‌سیستم 

تواند‌موضوع‌جذابی‌برای‌کارهای‌تحقیقاتی‌در‌‌آید‌که‌می‌در‌این‌زمینه‌دو‌سؤال‌مهم‌پیش‌می.‌بررسی‌شداساسی‌آن‌

 :آینده‌باشد

‌قضی‌.آ ‌برای‌‌ۀآیا ‌یک‌دوران‌گنگ، ‌چرخش‌گنگ‌با ‌عدد ‌تابع‌حافظ‌جهت‌با ‌مزدوج‌بودن‌هر ‌مورد ‌در پوانکاره

 های‌غیرخودگردان‌هم‌برقرار‌است؟‌سیستم

> ۀشامل‌دو‌دوران‌به‌انداز  اگر‌سیستم‌3.‌92با‌توجه‌به‌قضیه‌‌.ب [0,1)   عدد‌ازای‌هر‌گاه‌به‌باشد‌آن 

< <r  یک‌دنباله وجود‌دارد‌که( ) = r . های‌‌آید‌این‌است‌که‌برای‌چه‌رده‌سوالی‌که‌پیش‌می

 توان‌به‌نتیجه‌مشابه‌رسید؟‌های‌توابع‌تکرار‌شونده‌می‌از‌سیستم

حافظ‌جهت‌روی‌دایره‌یکه‌و‌گویا‌بودن‌عدد‌چرخش‌بیان‌شده‌‌ارتباط‌بین‌پایداری‌ساختاری‌یک‌تابع[‌12]در‌

های‌غیرخودگردان‌تعریف‌شده‌و‌ثابت‌شده‌‌زنی‌در‌سیستم‌پایداری‌توپولوژیک‌و‌خاصیت‌سایه[‌18]چنین‌در‌‌هم.‌است

ف‌بنابراین‌تعری.‌طور‌توپولوژیک‌پایدار‌است‌زنی‌به‌است‌که‌هر‌سیستم‌غیرخودگردان‌گسترشی‌و‌دارای‌خاصیت‌سایه
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زنی‌‌های‌غیرخودگردان‌روی‌دایره‌یکه‌و‌بررسی‌ارتباط‌آن‌با‌عدد‌چرخش‌و‌خاصیت‌سایه‌پایداری‌ساختاری‌در‌سیستم

تواند‌در‌کارهای‌علمی‌بعد‌‌چنین‌آنتروپی‌چرخشی‌یک‌موضوع‌بسیار‌جذاب‌و‌در‌عین‌حال‌پرکاری‌است‌که‌می‌و‌هم
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