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 های فینسلر با انحنای استرچخمینه
 

‌دانشگاه‌قم؛‌،‌اکبر‌طیبی*زاده‌نسرین‌صادق

‌22/16/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌91/92/15دریافت‌

 چکیده

‌بررسی،‌ایزوتروپیک‌و‌ثابت‌)مثبتترتیب‌نا‌به(منفی‌طور‌نسبی‌نا‌های‌فینسلر‌با‌انحنای‌استرچ‌به‌متریکدر‌این‌مقاله‌

ترتیب‌‌به)منفی‌طور‌نسبی‌نا‌فینسلری‌فشرده‌با‌انحنای‌استرچ‌به‌خمینهشود‌که‌هر‌‌طور‌خاص،‌نشان‌داده‌می‌به.‌شود‌می

غیرریمانی‌با‌انحنای‌پرچمی‌ثابت‌نا‌‌متریک‌-     شود‌که‌هر‌‌چنین‌ثابت‌می‌هم.‌لندزبرگی‌است‌‌متریک،‌یک‌(نامثبت

‌به ‌‌3  از‌بعد‌‌خمینهصفر‌بر‌روی‌یک‌طور‌نسبی‌ایزوتروپیک‌نا‌صفر‌و‌انحنای‌استرچ‌ از‌مشخصه‌اسکالر‌ثابت‌روی‌،

 .شود‌بررسی‌میهای‌فینسلری‌با‌انحنای‌استرچ‌نسبی‌دو‌بعدی‌نیز‌خمینه.‌های‌فینسلری‌است‌ژئودزیک
 راندرز‌‌متریک،‌‌‌متریک‌-     ‌انحنای‌استرچ،‌انحنای‌استرچ‌نسبی،‌انحنای‌پرچمی،: های کلیدی واژه

 

 مقدمه

‌2،‌انحنای‌بروالد ‌9توان‌به‌تاب‌کارتان‌جمله‌می‌از.‌های‌غیرریمانی‌بسیاری‌وجود‌دارند‌هندسه‌فینسلری‌کمیتدر‌

‌لندزبرگ  ‌انحنای ‌لندزبرگ ‌3، ‌میانگین ‌انحنای ‌استرچ ‌ ، ‌انحنای ،5‌ ‌‌ ‌و ‌کرد... ‌اشاره ‌کمیت‌بررسی. های‌‌این

 .کند‌ریمانی‌برابر‌صفر‌هستند،‌ما‌را‌با‌طبیعت‌هندسه‌فینسلری‌آشنا‌می‌ۀغیرریمانی‌که‌همگی‌در‌هندس

‌یک‌ هموار‌‌خمینهروی‌‌ فینسلر‌‌‌متریکیک‌ ‌انحنای‌بروالد‌آن‌برابر‌صفر‌‌بروالد‌گفته‌می‌‌متریک، ‌اگر شود

‌،‌یعنی از‌اسپری‌تعریف‌شده‌روی‌   عبارتی،‌ضرایب‌‌یا‌به.‌باشد

         
 

   
    

 

   
   

‌مربعی‌باشند   یعنی‌توابع‌اسکالر‌.
‌به‌      طوری‌که‌موجودند

    

         
     ‌ ‌‌ۀخانواد. ‌متریکدیگری‌از

‌های‌بروالد‌می‌متریکهای‌فینسلری‌که‌شامل‌خانواده‌ ‌های‌لندزبرگ‌هستند‌متریکشوند، .‌ های‌‌متریکاین‌خانواده،

‌هستند ‌صفر ‌لندزبرگ‌برابر ‌انحنای ‌تانسور ‌با ‌فینسلری ‌لندزبرگ‌. ‌      برای‌هر‌‌  تانسور ‌آهنگ‌ ، ‌با برابر

باشد‌‌        متعامد‌یکه‌فضای‌ۀ‌یک‌پای‌    که‌‌با‌فرض‌این‌.ستاها‌تغییرات‌تانسور‌کارتان‌در‌طول‌ژئودزیک

               گاه‌‌آن
 
‌شود‌انحنای‌میانگین‌لندزبرگ‌گفته‌می‌    لندزبرگ‌ضعیف‌گفته‌‌ فینسلر‌‌‌متریک.

‌[.10]‌   شود‌اگر‌‌می

‌ او‌نشان‌داد‌که‌انحنای‌استرچ‌.‌[3]ه‌داد‌ئعنوان‌تعمیمی‌از‌انحنای‌لندزبرگ‌ارابروالد‌مفهوم‌انحنای‌استرچ‌را‌به

                                                           
 nasrin_sadeghzadeh@yahoo.com        نویسنده مسئول*

1. Cartan torsion 

2. Berwald curvature 
3. Landsberg curvature 

4. Mean Landsberg curvature 

5. Stretch curvature 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

نهایت‌کوچک‌ثابت‌باقی‌‌موازی‌روی‌یک‌متوازی‌الاضلاع‌بیبرابر‌صفر‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌طول‌یک‌بردار‌تحت‌انتقال‌

‌بماند .‌ ‌انحنا ‌به‌راسپس‌این ‌[6]‌دکرمعرفی‌‌                       صورت‌‌ماتسوموتو ‌‌به. ‌هر ‌‌متریکوضوح

‌است ‌لندزبرگ‌دارای‌انحنای‌استرچ‌صفر ‌‌هم. ‌یک‌‌‌متریکچنین‌هر ‌انحنای‌استرچ‌صفر ‌انحنای‌استرچ‌‌‌متریکبا با

بررسی‌شرایطی‌که‌‌از‌این‌رو،.‌عکس‌آن‌ها‌برقرار‌نیست‌منفی‌هست‌ولی‌لزوماًمثبت‌یا‌ناطور‌نسبی‌ایزوتروپیک،‌نا‌به

ی‌استرچ‌های‌فینسلر‌با‌انحنا‌یک‌متردر‌این‌مقاله‌قصد‌داریم‌.‌رسدنظر‌می‌عکس‌این‌قضایا‌برقرار‌باشد‌‌قابل‌توجه‌به

‌.ثابت‌کنیمآید‌‌که‌در‌ادامه‌میرا‌ی‌یو‌‌قضایا‌بررسی‌کنیمرا‌(‌مثبت،‌و‌یا‌ثابتمنفی‌یا‌ناطور‌نسبی‌نا‌به)نسبی‌

‌. 1 ۀقضی ‌فشرده‌ۀخمینهر ‌به‌فینسلری ‌استرچ ‌انحنای ‌نا‌با ‌نسبی ‌طور ‌نا‌به)منفی ‌است(مثبتترتیب ‌لندزبرگی ،‌.

‌.طور‌نسبی‌ثابت‌و‌انحنای‌لندزبرگ‌کراندار،‌لندزبرگی‌است‌فینسلری‌کامل‌با‌انحنای‌استرچ‌به‌ۀخمینچنین‌هر‌‌هم

‌انحنای‌پرچمی‌غیر‌‌متریک-     هر‌. 2 ۀقضی ‌انحنای‌استرچ‌نسبی‌ناثابت‌نا ریمانی‌با ‌روی‌یک‌صفر‌و ‌بر صفر

‌.،‌از‌مشخصه‌اسکالر‌ثابت‌روی‌ژئودزیک‌های‌فینسلری‌است‌3  از‌بعد‌‌خمینه

ریمانی‌است‌‌‌ گاه‌‌آن.‌باشد‌‌ بعدی‌با‌انحنای‌ایزوتروپیک‌استرچ‌نسبی‌-‌‌2متریکیک‌‌‌‌ ‌کنیمفرض‌‌ .3 ۀقضی

‌:رابطه‌صدق‌کنداین‌اگر‌اسکالر‌اصلی‌آن‌در‌‌تنهااگر‌و‌

                    

         و            ،‌‌ اسکالر‌اصلی‌‌‌ که‌در‌آن‌
 .در‌طول‌یک‌ژئودزی‌دلخواه‌است‌μمشتق‌کواریانت‌  

‌ ‌‌ ‌شودفرض ‌  بعدی‌- ‌خمینهیک ،   ‌‌ ‌بر ‌مماس ‌فضای ‌‌ نمایش ‌نقطه ‌‌   در ،   

فینسلر‌روی‌‌‌متریکیک‌.‌کلاف‌مماس‌سفته‌باشد‌          و‌‌ ‌‌خمینهکلاف‌مماس‌بر‌‌       

‌:دخواص‌را‌داراین‌است‌که‌‌            ،‌یک‌تابع‌ 

‌.است‌  نگاشتی‌‌   روی‌‌  .9

‌.است‌9،‌همگن‌مثبت‌از‌درجه‌  روی‌تارهای‌کلاف‌مماس‌‌ ‌.2

‌:شود،‌مثبت‌معین‌استصورت‌زیر‌تعریف‌می‌که‌به‌  ‌صورت،‌     برای‌هر‌‌.3

  
      

 

 

  

   
             

     
                       

‌دهید‌‌   برای‌ ‌        قرار ‌اندازه. ‌برای ‌بودن‌نااگیری ‌کارتان‌‌  قلیدسی        تانسور

‌:شودصورت‌تعریف‌می‌دینب‌           

          
 

 

 

  
               

                          

           ‌ۀخانواد
‌می‌ ‌‌‌متریکیک‌‌ .‌شود‌تاب‌کارتان‌نامیده ‌‌‌تنهاریمانی‌است‌اگر‌و ‌   اگر برای‌.

‌کارتان‌     بردار‌ ‌میانگین ‌تاب ‌ب‌        ،            صورت‌‌هرا
‌می‌   ‌آن‌‌تعریف ‌در ‌که کنند

         و‌‌          
  .‌

یم‌یگو‌تحلیلی‌-C-شبه‌‌متریکرا‌یک‌‌ گاه‌‌آن.‌باشد‌   فینسلری‌از‌بعد‌‌خمینهیک‌‌     شود‌‌میفرض‌

‌:صورت‌باشد‌دینکه‌تانسور‌کارتان‌آن‌ب

     
 

     
                    

 

    
         

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
2.

11
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.2
.4

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             2 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.2.119
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.2.4.4
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2600-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌121های‌فینسلر‌با‌انحنای‌استرچمنیفلد

          بوده،‌‌      با‌شرط‌‌  توابعی‌اسکالر‌روی‌‌        و‌‌        که‌در‌آن‌
 ‌

‌[.8]است‌ای‌‌زاویه‌‌متریک‌‌                و‌نیز‌

‌.یمیتحلیلی‌گو-Cرا‌‌ گاه‌‌آن‌   اگر‌که‌.‌نامیم‌می‌ ‌‌متریکرا‌اسکالر‌مشخصه‌‌ کمیت‌

‌.تحلیلی‌است-C-شبه‌‌متریک،‌‌یک‌‌   از‌بعد‌‌خمینهریمانی‌بر‌روی‌یک‌غیر‌‌متریک-     هر‌‌[8] .4 ۀقضی

‌برای‌ ‌الصاق‌را ‌مفهوم ‌معرفی‌کرد‌متریکاولین‌کسی‌که ‌‌بروالد‌های‌فینسلر ‌کارهای‌ارزشمند‌وی،‌‌[.3]بود ‌از بعد

برای‌.‌های‌چرن،‌کارتان‌و‌بروالد‌هستندها‌الصاقترین‌آنهای‌مختلف‌معرفی‌شدند‌که‌معروفچندین‌الصاق‌با‌روش

‌.مراجعه‌کرد‌[10]‌توان‌به‌تر‌در‌این‌زمینه‌می‌بیش‌بررسی

‌.‌قضایای‌زیر‌در‌روند‌محاسبات‌این‌مقاله‌دارای‌کاربرد‌هستند

‌‌ ‌کنیمفرض‌ [5. ]5قضیه  ‌‌جهت‌خمینهیک ‌با ‌که‌ و‌‌ حجمی‌‌صورتپذیر ‌باشد ‌آزاد ‌تاب ‌آن‌التصاقی ‌در

‌داریم،‌   که‌‌     ،‌ روی‌‌ گاه‌برای‌هر‌میدان‌برداری‌‌آن.‌    

       
 
                     

   

‌جهت‌ۀخمینیک‌‌ ‌کنیمفرض‌  [5]‌.6 ۀقضی ‌یک‌عنصر‌حجم‌‌فشرده، ‌با ‌باشد‌ پذیر‌و ‌این‌صورت‌برای‌هر‌. در

‌داریم،‌ روی‌‌ میدان‌برداری‌

         
 

    

‌.با‌محمل‌فشرده‌برقرار‌است‌ فشرده‌برقرار‌نیست‌اما‌برای‌میدان‌برداری‌های‌نا‌خمینهبرای‌‌مذکورقضیه‌

‌بعدی‌باشد- فینسلری‌‌ۀخمینیک‌‌     ‌کنیمفرض‌        الصاق‌بروالد‌و‌‌ چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.
یک‌‌ 

‌پایه ‌میدان ‌یکه ‌متعامد ‌به‌)ای ‌ نسبت ‌برگشت‌( ‌کلاف ‌به‌    برای ‌که‌‌باشد برش‌کانونی‌‌ و‌ ‌    طوری

    .‌است‌     
   

 
‌،مدهی‌میقرار‌‌گیریم‌و‌میای‌دوگان‌در‌نظر‌های‌پایهرا‌میدان‌

      
 
     

   که‌در‌آن‌‌
 
       نسبت‌به‌‌‌ های‌الصاق‌‌صورت‌ 

‌ۀیک‌پای‌          توان‌دید‌که‌راحتی‌میبه.‌هستند‌ 

‌هست‌که‌در‌آن‌       موضعی‌برای‌

       
           

   

   ‌صورت.‌2
 
‌:شود‌صورت‌بیان‌می‌دینب‌   روی‌‌ 

  
 
 

 

 
    
           

          

‌کنی              که‌‌مفرض
 ‌‌ ‌برای‌‌ۀپاییک ‌پای      موضعی ‌دوگان ‌       برای‌‌          ‌ۀ،

‌‌ [.10]‌انحنا‌نامند-  انحنا‌و‌-  ترتیب‌‌تعریف‌شده‌در‌بالا‌را‌به‌ و‌‌ .‌باشد

‌تعریف‌کرد‌   توان‌مشتقات‌کواریانت‌توابع‌روی‌‌با‌استفاده‌از‌الصاق‌بروالد‌می ‌را ‌اگر‌. یک‌تابع‌‌ برای‌مثال،

‌:شود‌میصورت‌تعریف‌‌دینب‌   و‌‌   گاه‌‌اسکالر‌باشد‌آن

       
      

     

‌نسبت‌به‌(‌مشتق‌عمودی)مشتق‌کواریان‌- و‌(‌مشتق‌افقی)مشتق‌کواریان‌‌- ترتیب‌نماد‌به‌”  و‌‌   که‌در‌آن‌‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌.هستند‌ الصاق‌بروالد‌

‌:الصاق‌بروالد‌برقرار‌است‌ی‌زیر‌برایکهای‌بیاناتحاد‌[10.‌]1لم 

                   
 

    
   

        
       

  
        

       

‌:کند‌صورت‌تعریف‌می‌دینها،‌انحنای‌لندزبرگ‌را‌بمشتق‌افقی‌تاب‌کارتان‌در‌امتداد‌ژئودزیک

                        

                   
         

            آن‌در‌که
 ،‌     

     ،‌     

     ‌نیز‌و‌     

           خانواده‌‌.     
‌

‌.   شود‌اگر‌‌فینسلر‌لندزبرگ‌گفته‌می‌‌متریکیک‌.‌شود‌انحنای‌لندزبرگ‌نامیده‌می

‌:[10]‌شوند‌راحتی‌نشان‌داده‌می‌انحنای‌الصاق‌بروالد،‌روابط‌زیر‌به‌صورت-2های‌با‌استفاده‌از‌خاصیت

                                                

‌توان‌نتیجه‌گرفت،‌چنین‌می‌هم

      
 

 
      

 
     

‌به ‌انحنای‌استرچ ‌معرفی‌مفهوم ‌از ‌انحنای‌لندزبرگ‌‌منزلۀ‌بعد ‌‌وسیلۀ‌بهتعمیمی‌از ‌ماتسوموتو ول‌آن‌را‌صورتبروالد،

‌:دکر‌‌صورت‌معرفی‌دینب

                             

  
                

               

‌‌متریک.‌   شود‌اگر‌استرچ‌گفته‌می‌‌متریکفینسلر‌یک‌‌‌متریکیک‌.‌                       که‌در‌آن‌

‌شود‌اگرگفته‌می(‌ با‌نسبت‌)از‌انحنای‌استرچ‌نسبی‌‌ ‌خمینهروی‌‌ فینسلر‌

                          

‌آن‌ ‌در ‌است‌        که ‌استرچ‌. ‌نابه‌ انحنای ‌نسبی ‌طور ‌نابه)منفی ‌مثبتترتیب ‌می( ‌که‌‌گفته ‌اگر شود

‌باشد(‌منفیترتیب‌نابه)مثبت‌تابعی‌نا‌         طور‌نسبی‌به‌ ‌ۀخمینروی‌‌ فینسلر‌‌‌متریکانحنای‌استرچ‌.

طور‌نسبی‌ثابت‌گفته‌از‌انحنای‌استرچ‌به‌ .‌باشد‌ یک‌تابع‌اسکالر‌روی‌‌      شود‌اگر‌ایزوتروپیک‌گفته‌می

‌.یک‌عدد‌حقیقی‌ثابت‌باشد‌ شود‌اگر‌می

      شود‌اگر‌که‌‌مربعی‌نامیده‌می‌- ،‌ ‌‌متریک. 1مثال 

این‌کنیم،‌به‌‌ضرب‌  را‌در‌‌9اتحاد‌دوم‌از‌لم‌ اگر‌.   

 :رسیم‌رابطه‌می
              

  

‌.با‌انحنای‌استرچ‌صفر‌است‌‌متریکمربعی‌یک‌‌- فینسلر‌‌‌متریکدر‌نتیجه‌‌هر‌

‌:دهیم‌میقرار‌. 2مثال 
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‌آن‌ ‌در ‌ثابت‌است‌که‌‌   که ‌     یک‌بردار ‌به   برای‌. ‌موضعی‌به‌  توان‌دید‌که‌سادگی‌می، طور

‌.است‌9   طور‌نسبی‌ثابت‌با‌استرچ‌به‌‌متریکیک‌‌ .‌مسطح‌با‌انحنای‌پرچمی‌ثابت‌منفی‌است

‌مشتق ‌کارتان‌با ‌میانگین ‌تاب ‌تانسور ‌از ‌افقی ‌کواریان ‌ژئودزیک‌ گیری ‌امتداد ‌لندزبرگ‌‌در ‌میانگین ‌تانسور ها

            
  ‌ ‌می‌هب‌ ‌آن‌‌دست ‌در ‌که         آید،

 ‌ ‌رابط‌می. ‌از ‌را ‌لندزبرگ ‌میانگین ‌انحنای ‌ۀتوان

‌.   شود‌اگر‌‌فینسلر‌لندزبرگ‌ضعیف‌گفته‌می‌‌متریکیک‌.‌دست‌آورد‌هنیز‌ب‌‌            

‌ ‌یک‌میدان‌برداری‌سرتاسری     فینسلر‌‌‌متریکبرای‌هر ‌که‌در‌‌تولید‌می‌ ‌وسیلۀ‌به‌   روی‌‌  ، شود

‌:نامیم‌ ‌‌متریکتواند‌بیان‌شود‌و‌آن‌را‌اسپری‌حاصل‌از‌‌صورت‌می‌دینب‌   برای‌‌       مختصات‌موضعی‌

       
 

   
         

 

   
  

‌:شوند‌صورت‌نمایش‌داده‌می‌دینهستند‌که‌ب‌   توابعی‌موضعی‌روی‌‌ها  که‌در‌آن‌

        
 

 
    

    

      
   

   

   
   

‌،     برای‌بردار‌مماس‌

                           

            
        

     
 

   
    

‌و‌

                   

                
     

 شوند‌که‌در‌آنترتیب‌انحنای‌بروالد‌و‌انحنای‌میانگین‌بروالد‌نامیده‌میبه

  
        

    

         
                       

 

 
  

 

  
     

‌.   و‌‌   شود‌اگر‌ترتیب‌بروالد‌و‌بروالد‌ضعیف‌نامیده‌میبه‌ 

     انحنای‌ریمان‌
       

  
 

   
های‌خطی‌روی‌فضای‌مماس‌یک‌خانواده‌از‌نگاشت‌          

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌دیناست‌که‌ب

  
   

   

   
    

    

       
        

       
 
   

   
   

   
  

‌:[10]‌رابطه‌برقرار‌استاین‌برای‌انحنای‌ریمان،‌‌ چنین‌هم

                              

  
 

 
     

      
  

  
                                              (9)                    

ریمانی‌است‌که‌اولین‌بار‌بروالد‌معرفی‌‌ۀفینسلری‌یک‌توسیع‌از‌انحنای‌برشی‌در‌هندس‌ۀانحنای‌پرچمی‌در‌هندس

 [.3]‌دکر

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌دین،‌انحنای‌پرچمی‌ب پرچم‌‌ۀبا‌میل‌               برای‌یک‌پرچم‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

یک‌تابع‌‌        ،‌انحنای‌پرچمی‌     شود‌اگر‌برای‌هر‌از‌انحنای‌اسکالر‌گفته‌می‌ فینسلر‌‌‌متریک

‌.شودبا‌انحنای‌ثابت‌نامیده‌می‌‌متریک‌ گاه‌ثابت‌باشد‌آن‌ اگر‌.‌باشد‌   اسکالر‌روی‌برش‌کلاف‌مماس‌

 

 فینسلریهای  متریکانحنای استرچ 

 .پردازیم‌میها‌‌در‌این‌بخش‌به‌اثبات‌قضایای‌اصلی‌و‌برخی‌نتایج‌آن

ژئودزیک‌‌           و‌‌           ،‌ ‌ۀخمینیک‌نقطه‌روی‌‌ فرض‌کنید‌. 1اثبات قضیه 

‌:باشدکه‌‌طوری‌هبا‌سرعت‌واحد‌باشد‌ب‌ گذرنده‌از‌نقطه‌
  

  
       

،‌      که‌‌طوری‌هب‌گیریم‌میدر‌نظر‌‌ های‌برداری‌موازی‌در‌طول‌را‌میدان‌    و‌‌    ،‌    

‌:دهیم‌میگاه‌قرار‌‌آن.‌      و‌‌      

                              

                            

با‌توجه‌به‌.‌یا‌ثابت‌است(‌‌مثبتترتیب‌نابه)منفی‌طور‌نسبی‌نادارای‌انحنای‌استرچ‌به‌     فینسلری‌‌ۀخمیناما‌

‌:شود‌میآسانی‌نتیجه‌به‌‌  تعریف‌و‌‌ضرب‌تانسور‌استرچ‌در‌

       
          

‌.‌یک‌ثابت‌است‌ است‌یا‌‌   همگن‌روی‌(‌مثبتترتیب‌نابه)منفی‌تابع‌نا‌        که‌در‌آن‌

        با‌قرار‌دادن‌.‌است‌   روی‌(‌مثبتترتیب‌نابه)منفی‌تابع‌نا‌        ابتدا‌فرض‌کنید‌

‌داریم،‌        

       
                       

  

                                                       (2)  

ترتیب‌‌به)منفی‌نا‌  گاه‌‌باشد‌آن(‌مثبتترتیب‌نا‌به)منفی‌نا‌ اند‌اگر‌دارای‌مقادیری‌مثبت‌ و‌‌ با‌توجه‌به‌این‌که‌

‌.خواهد‌بود(‌نامثبت

‌داریم،‌‌‌5ۀبا‌توجه‌به‌قضی

          
                     

     که‌‌شوددقت‌

   
‌[.13].‌             است‌و‌‌  یک‌میدان‌برداری‌ژئودزیک‌روی‌کلاف‌یکه‌‌

ωحجمی‌‌صورتچنین‌‌هم.‌نیز‌فشرده‌است‌  فشرده‌است‌پس‌‌ ‌چون
  

ی‌صورتاز‌‌  روی‌کلاف‌کروی‌‌

‌[.1]‌حاصل‌شده‌است‌ روی‌‌ حجمی‌
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‌:داریم‌‌‌6ۀبا‌توجه‌به‌قضی

      
  

    

‌  که‌‌با‌توجه‌به‌این ‌توجه‌به‌‌    است‌پس‌(‌مثبتترتیب‌نا‌به)منفی‌تابعی‌همگن‌و‌علامت‌آن‌همیشه‌نا‌ که‌با

‌می(2) ‌نتیجه ‌که‌‌، ‌‌   شود ‌    یا ‌      گاه‌‌آن‌   اگر‌. ‌در‌       گاه‌‌آن‌   اگر‌.  و

             نتیجه‌
‌:تاب‌کارتان‌برابر‌است‌با‌،‌از‌این‌رو،‌         یعنی‌.‌   

                 

در‌تناقض‌(‌در‌نتیجه‌کرانداری‌تاب‌کارتان)‌ گاه‌تابعی‌کراندار‌نخواهد‌شد‌و‌این‌با‌فشردگی‌‌،‌آن    که‌اگر‌‌

‌  ‌متریک،‌یعنی‌      ‌از‌این‌رو،های‌فشرده‌همواره‌کامل‌هستند،‌‌خمینهو‌چون‌‌      در‌نتیجه‌.‌است

‌.شود‌این‌ترتیب‌قسمت‌اول‌قضیه‌اثبات‌می‌به.‌لندسبرگی‌است‌‌متریکیک‌

‌اگر‌ ‌آن‌ حال ‌استرچ‌در‌‌تابعی‌ثابت‌باشد ‌ضرب‌تانسور ‌با ‌دوباره ‌ ‌رابطه‌  گاه        به
.‌رسیم‌می‌        

‌:صورت‌است‌دینجواب‌عمومی‌این‌معادله‌ب

              

موضوع‌‌آید،‌‌که‌این‌دست‌می‌هدر‌جواب‌فوق،‌عدم‌کرانداری‌انحنای‌لندزبرگ‌ب‌  یا‌‌  سمت‌به‌ با‌میل‌دادن‌‌

‌براین‌بنا.‌با‌فرض‌قضیه‌در‌تناقض‌است

            

‌.رسد‌نیز‌به‌اثبات‌می‌9به‌این‌ترتیب‌قسمت‌دوم‌قضیه‌‌‌‌

‌براین‌داریم،‌بنا‌ .باشد‌ ‌ۀخمینروی‌‌ صفر‌استرچ‌با‌انحنای‌ثابت‌نا‌‌متریک‌ ‌مفرض‌کنی. 2 ۀاثبات قضی

  
        

         

‌در‌نتیجه،

    
         

       
   (3‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌،داریم‌9و‌اتحاد‌دوم‌از‌لم‌‌(3)با‌توجه‌به‌رابطه‌

              
                    ( ‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌دارای‌انحنای‌استرچ‌نسبی‌است‌یعنی،‌ اما‌

                                         (5)‌‌‌‌‌‌‌  

‌،از‌این‌رو

                                     

‌،داریم‌  در‌‌مذکوقعبارت‌ با‌ضرب

      
 

 
        (6‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌داریم،‌   در‌(‌6)با‌ضرب‌

    
 

 
      (2‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌بعدغیر‌‌متریک-     یک‌‌ از‌طرفی‌دیگر،‌ ‌کارتان‌آن‌ب‌    ریمانی‌با ‌تانسور ‌یعنی، صورت‌نوشته‌‌دیناست،
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‌:شود‌می

     
 

     
                    

 

    
        (۸‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌،ریمدا‌  و‌ضرب‌آن‌در‌‌(۸)‌ۀاز‌رابط‌  گیری‌افقی‌‌با‌مشتق حال.‌برقرار‌است‌      ‌ۀکه‌رابط‌طوری‌هب

            
 

   
     

  

   
     

 
 

    
    

  

    
            

 

    
                        1  

 که‌در‌آن

                        

                        

                          . 

‌:داریم(‌۸)و‌(‌6)و‌نیز‌استفاده‌از‌روابط‌(‌1)در‌(‌2)گذاری‌‌با‌جای
  

   
     

 

    
            

‌داریم،(‌2)و‌با‌استفاده‌از‌‌    با‌ضرب‌عبارت‌فوق‌در‌

                       (91‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌گیریم‌که‌‌نتیجه‌می‌، با‌توجه‌غیرریمانی‌بودن‌

(99‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                    ‌‌

‌اسکالر‌مشخصهیعنی‌.‌    ‌داریم(‌99)با‌قرار‌دادن‌آن‌در‌.‌       داریم‌‌از‌این‌رو،‌‌       چون‌

‌ .های‌فینسلری‌همواره‌مقداری‌ثابت‌است‌بر‌روی‌ژئودزی‌‌‌‌Fمتریک

 

(‌ با‌نسبت‌)صفر‌نسبی‌نا‌و‌انحنای‌استرچ‌ با‌انحنای‌پرچمی‌ثابت‌غیرصفر‌‌ 3   فینسلری‌‌‌متریکهر‌. نتیجه

        ‌ برقرار‌باشد،‌که‌در‌آن‌‌                ‌‌ۀاگر‌رابط‌تنها‌و‌ریمانی‌است‌اگر
 .‌

‌داریم،‌  در‌(‌5)‌ۀبا‌ضرب‌رابط .اثبات

‌(92‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌    
  

 

 
      ‌

    که‌در‌آن‌‌
          

‌:داریم(‌92)در‌(‌6)گذاری‌‌با‌جای.‌ 

(93‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌    
            ‌

‌،داریم(‌6)‌ۀگیری‌از‌رابط‌چنین‌با‌مشتق‌هم‌

(9 ‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌    
  

    

 
              

    

 
    

    

 
  

   
 

 شود‌راحتی‌حکم‌نتیجه‌می‌،‌‌به( 9)و‌(‌93)‌ۀبا‌مقایس

‌بررسیعنوان‌یک‌ابزار‌اساسی‌برای‌‌قاب‌بروالد‌به.‌کنیم‌برای‌اثبات‌این‌قضیه‌از‌قاب‌بروالد‌استفاده‌می. 3 ۀاثبات قضی

‌.[4]‌ده‌استکربعدی‌است‌که‌بروالد‌معرفی‌-2های‌فینسلری‌خمینه

را‌قاب‌بروالد‌گفته‌‌       عمود‌برهم‌‌،‌یک‌میدان‌موضعی‌از‌قاب     بعدی‌-2فینسلری‌‌خمینهبرای‌یک‌
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‌آن‌‌می  شود‌که‌در
    /Fشرط‌  و‌‌‌ ‌واحد‌با    بردار

       و‌‌    
‌است‌  ‌نظر‌گرفتن‌قاب‌. ‌در با

‌،داریمبروالد‌

                  

(95‌‌)      
   

    

 
      

  
  

  
       

       
        

  ,‌

‌آن‌ ‌در ‌اصلی‌‌ که ‌اسکالر ‌است‌که ‌صفر ‌درجه ‌می‌ ‌‌متریکیک‌تابع‌همگن‌از ‌شود‌نامیده ‌ ‌ضرب‌. ‌95)با ‌  در‌(

‌خواهیم‌داشت،

                                                                  96   

   که‌در‌آن‌‌
   

 
‌:خواهیم‌داشت(‌96)گیری‌افقی‌از‌‌با‌مشتق‌از‌این‌رو،.‌

(92)                                                     ‌‌‌‌‌‌                      

‌:‌بیان‌می‌شود‌(9۸)صورت‌‌،‌‌تانسور‌استرچ‌‌به(92)‌ۀبنابر‌رابط

                                                       (9۸)  

‌از‌انحنای‌‌استرچ‌نسبی‌ثابت‌است،‌‌ بنا‌بر‌فرض‌

(91‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                         

‌(21)‌ۀدست‌آمده،‌به‌رابط‌هو‌مقایسه‌روابط‌ب‌  در‌(‌91)و‌(‌9۸)با‌ضرب‌.‌است‌  یک‌تابع‌اسکالر‌روی‌‌ که‌در‌آن‌

‌:‌رسیم‌می

(21)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                             ‌

‌:شود‌تبدیل‌می‌(29)به‌معادله‌(‌21)‌ۀ،‌رابط(69)‌ۀبا‌در‌نظر‌گرفتن‌رابط

(29)                                                                          ‌

‌.آید‌دست‌می‌هحکم‌ب(‌‌29)از‌

‌.لندزبرگی‌است‌‌متریکبعدی‌کامل‌و‌غیرریمانی‌‌یک‌-2استرچ‌‌‌متریکهر‌.‌نتیجه

‌رابط .اثبات ‌یابد‌تحلیل‌می‌         به‌(‌29)‌ۀطبق‌فرض، و‌‌     ،‌ یک‌نقطه‌روی‌‌ فرض‌کنید‌.

  که‌‌طوری‌با‌سرعت‌واحد‌باشد‌به‌ ‌ۀژئودزیک‌گذرنده‌از‌نقط‌           

  
بر‌روی‌ژئودزیک‌.‌     

σب‌ ‌معادله ‌به‌ه، ‌می‌       صورت‌‌‌دست‌آمده ‌شود‌نوشته ‌به. ‌دیفرانسیلی ‌معادله ‌(22)صورت‌‌جواب‌چنین

‌است،

(22)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌μ    
    

        
. 

لندزبرگی‌‌‌متریکیک‌‌‌ گیریم‌که‌‌راحتی‌نتیجه‌می‌به(‌96)با‌قرار‌دادن‌آن‌در‌.‌     μگاه‌‌آن‌    اگر‌
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