
 9311‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌744پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌های‌ریاضی‌‌‌‌‌پژوهش

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
تبهگن اصلاح شده برای حل معادلات انتگرال فردهلم نوع  ۀروش هست
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 چکیده
برای‌تحقیق‌روی‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌چند‌بعدی‌از‌روش‌هسته‌تبهگن‌اصلاح‌شده‌استفاده‌در‌این‌مقاله‌

‌شودمی ‌اعمال‌تقریب‌ب. ‌از ‌برای‌تابع‌منبع‌حاصل‌می‌هاصلاح‌یاد‌شده، ‌برای‌جداسازی‌هسته ‌رفته ‌دشو‌کار برای‌حصول‌.

.‌دشو‌صورت‌دقیق‌ارائه‌می‌هآنالیز‌خطا‌و‌همگرایی‌روش‌ب.‌دشویابی‌لاگرانژی‌استفاده‌می‌های‌مورد‌نیاز‌از‌روش‌درونتقریب

‌.شودمیها‌انجام‌ای‌نیز‌با‌برخی‌روشکارایی‌روش‌با‌اعمال‌آن‌روی‌چند‌مثال‌نشان‌داده‌شده‌و‌مقایسه

 

‌‌:های کلیدیهژوا ‌تبهگن، ‌روش‌هسته ‌چندبعدی، ‌لاگرانژی ‌روش‌درونیابی ‌چندبعدی، ‌دوم ‌نوع ‌فردهلم ‌انتگرال روش‌محاسبه‌معادلات

‌.مستقیم،‌روش‌هسته‌تبهگن‌اصلاح‌شده

‌‌۵5B۵5(:۰۲۰۲)بندی ریاضی رده

 مقدمه و معرفی مدل معادلات انتگرال فردهلم

‌‌هایپدیده ‌دیفرانسیل ‌قالب‌یک‌معادله ‌در ‌معمولاً ‌جزئی)طبیعی ‌یا ‌انتگرال(معمولی ‌معادله ‌انتگرال، ‌معادله ،-‌

‌ ‌یا ‌مدل‌دستگاهیدیفرانسیل‌و ‌اینها ‌شوندبندی‌میاز ‌این. ‌یافتن‌جواب‌از ‌نقش‌مهمی‌در‌رو، های‌معادلات‌انتگرال

له‌ئتوان‌به‌فیزیک‌پلاسما،‌مساز‌کاربردهای‌معادلات‌انتگرال‌می.‌[9]کند‌های‌مختلف‌علوم‌و‌مهندسی‌ایفا‌میزمینه

 .[2]ق‌شده‌اشاره‌کرد‌اصلاح‌تصویر‌و‌تنظیم‌آن،‌نظریه‌پراش‌و‌رفتارهای‌الکتروشیمیایی‌الکترود‌میکروباند‌مشت

‌است‌‌(9)صورت‌‌بعدی‌به- nیک‌معادله‌انتگرال‌فردهلم‌

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ( )) , ,
B

x u x f x k x t F u t dt x A                          (9)  

.‌تابع‌مجهول‌است‌که‌باید‌معین‌شود‌u،‌و‌یک‌پارامتر‌توابعی‌معلوم،‌Fو‌(‌هسته) k ،(تابع‌منبع)‌،‌  fکه‌در‌آن‌

‌‌هم ,چنین nA B R‌ ،1 2( , ,..., )nx x x x‌‌ 1و 2( , ,..., )nt t t t‌ )برای. ) 0x ،( ) 1x ‌‌ )و ) 0 , 1x ‌

‌ ‌9)معادله ‌است‌به( ‌معروف ‌سوم ‌و ‌دوم ‌اول، ‌نوع ‌به ‌ترتیب .‌ ‌این ‌‌پژوهشدر ‌نواحی ‌مستطیلی‌‌‌Bو‌Aبرای فرم

1 1 2 2[ , ] [ , ] [ , ]n na b a b a b  مورد‌نظر‌است‌‌ )اگر‌. ( )) ( )F u t u tخطی‌گوییم(‌9)گاه‌معادله‌‌آن‌‌ ‌را نمایش‌.

‌ ‌از ‌فردهلمدیگری ‌انتگرال ‌جای- nمعادله ‌از )گزینی‌بعدی , ) ( ( ))k x t F u tبا( , , ( ))K x t u t‌‌ ‌معادله ‌9)در حاصل‌(

‌[.3]‌معروف‌است ‌9غیرخطی‌اریسون‌ۀشود‌که‌به‌معادل‌می

‌کنون‌روش‌ ‌به‌دو‌دسته‌تحلیلی‌و‌عددی‌تقسیم‌‌ههای‌زیادی‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌بتا کار‌رفته‌است‌که‌

‌شود‌می ‌روش. ‌روشروش‌به‌توانهای‌تحلیلی‌میاز ‌دیگر ‌بههای‌هموتوپی‌و ‌سری‌‌هایی‌که‌جواب‌را ‌یا صورت‌دنباله

‌3ترمسو‌نی‌2های‌تصویریهای‌عددی‌برای‌معادلات‌انتگرال‌شامل‌دو‌گروه‌عمده‌روشروش.‌کنند‌اشاره‌کردحاصل‌می

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌a.molabahrami@ilam.ac.irنویسنده مسئول*

1. Urysohn 

2. Projection methods 
3. Nyström methods 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

دیفرانسیل‌کسری‌-انتگرالمعادلات‌انتگرال‌ولترا،‌معادلات‌‌های‌سودمندی‌برای‌حل‌چنین‌اخیراً‌روش‌هم‌[.3]هستند‌

یک‌اصلاح‌از‌روش‌هسته‌تبهگن‌برای‌‌پژوهشدر‌این‌.‌[6]‌،[5]،‌[۵]‌و‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌توسعه‌یافته‌است

‌بعدی‌نوع‌دوم‌- nحل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌

( ) ( ) ( , ) ( ( )) , ,
B

u x f x k x t F u t dt x A                            (2)  

معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌یک‌‌دستگاه،‌‌یک‌اصلاح‌از‌روش‌هسته‌تبهگن‌برای‌حل‌یک‌[9]در‌.‌رودکار‌می‌به‌

‌‌.است‌شدهبعدی‌استفاده‌

،‌یک‌صورت‌اصلاح‌شده‌از‌روش‌هسته‌تبهگن‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌چند‌پژوهشدر‌این‌

‌شود‌میبعدی‌بررسی‌ .‌ ‌در ‌قبلاً ‌نظر ‌مورد ‌9]صورت‌اصلاح‌شده دیفرانسیل‌نوع‌-برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌[8]‌و[

‌یک ‌دوم ‌نوع ‌فردهلم ‌معادلات‌انتگرال ‌دستگاه ‌نیز ‌و ‌تحت‌شرایط‌آمیخته ‌نتایج‌‌کار‌بهبعدی‌‌فردهلم ‌است‌که رفته

‌نوید‌بخش‌آن‌است‌که‌توسع تواند‌این‌صورت‌اصلاح‌شده‌برای‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌چندبعدی‌نیز‌می‌ۀحاصل،

‌ ‌حاصل‌کندنتایج‌امید ‌بخشی‌را ‌معادلات‌انتگرال‌غیرخطی‌چالش. ‌با ‌پیشاغلب‌مواجهه ‌میهایی‌را ‌از‌رو ‌که گذارد

دهیم‌که‌نشان‌می‌پژوهشدر‌این‌.‌‌ها‌و‌یا‌تقریب‌مناسبی‌از‌آنها‌اشاره‌کردتوان‌به‌یافتن‌تمام‌جوابترین‌آنها‌می‌مهم

واب‌دقیق‌آنها‌فراهم‌باشد،‌روش‌پیشنهادی‌این‌مهم‌را‌برای‌آن‌دسته‌از‌معادلات‌خطی‌و‌غیر‌خطی‌که‌امکان‌یافتن‌ج

‌می‌هب ‌نقص‌انجام ‌بدون ‌و ‌دهدخوبی .‌ ‌از ‌این‌"امکان"منظور ‌‌در ‌بررسی ‌معادله ‌است‌جواب ‌این ‌جا ‌به‌شده متعلق

هایی‌را‌دارد‌که‌تقریب‌مناسب‌از‌جواب‌ارائهچنین‌روش‌پیشنهادی‌توانایی‌‌هم.‌زیرفضای‌تولید‌شده‌توسط‌پایه‌باشد

‌.‌‌در‌مورد‌آن‌مهیا‌نباشدشدۀ‌مذکور‌اشاره‌‌"مکانا"

 ۰روش هسته تبهگن

این‌روش‌معادله‌داده‌شده‌را‌.‌استمعمول‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌‌یروشروش‌هسته‌تبهگن‌

‌معادلات‌تبدیل‌می‌دستگاهبه‌یک‌ ‌بررسیجبری‌از جبری‌متناظر‌آن‌‌دستگاهخطی‌باشد‌‌شده‌کند‌که‌اگر‌معادله

ام‌‌mبرای‌توصیف‌روش،‌فرض‌کنید‌یک‌تقریب‌تبهگن‌مرتبه‌[.‌9۵]‌و[‌1]خطی‌در‌غیر‌این‌صورت‌غیرخطی‌است‌

‌باشد‌‌صورت‌دینب(‌3)هسته‌معادله‌

(3‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)m

1

( , ) ( ) ( ),
m

j j

j

k x t g x h t


‌

‌آن‌توابع jh،1,2,...,jوjgکه‌در mمستقل‌خطی‌ ‌اند، ‌نمایش‌تقریب‌مرتب. ‌تقریب‌‌‌mۀبا (‌2)ام‌جواب‌متناظر

‌:‌است‌ذکر‌های‌ذیل‌قابلصورت‌گام‌،‌‌روش‌هسته‌تبهگن‌بهmuصورت‌به(‌3)‌ۀمعادل

 ‌:داریم(‌2)در‌(‌3)‌گذاری‌با‌جای .9

1

( ) ( ; ) ( ) ( ),
m

m m j j

j

u x u x f x g x  


                                   (۵)  

‌که‌در‌آن‌

( ) ( ( )) , 1,2,..., .j j m
B

h t F u t dt j m                                  (5)  

 :شودحاصل‌می‌(6)دستگاه‌جبری‌(‌5)در‌(‌۵)گذاری‌‌با‌جای .2

1

( ) ( ( ) ( )) , 1,2,..., .
m

j j r r
B

r

h t F f t g t dt j m  


                       (6)  

                                                           
1. Degenerate Kernel Method (DKM) 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌744روش‌هسته‌تبهگن‌اصلاح‌شده‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌چندبعدی

(‌هایجواب)و‌حصول‌جواب‌(‌۵)ها‌در‌گذاری‌آن‌و‌جای‌jمقادیر‌ۀو‌محاسب(‌6)معادلات‌جبری‌‌دستگاهحل‌ .3

 .دهیمنشان‌می‌‌muرا‌باحاصل‌می‌شود‌که‌آن‌muدر‌این‌گام‌تقریبی‌از(.‌3)معادله‌تقریبی‌

‌حالت‌کلی‌‌.۰ۀ ملاحظ ‌6)معادلات‌جبری‌‌دستگاهدر ‌غیرخطی‌است( ‌نخست‌سعی‌می. ‌جواب‌برای‌حل‌آن، شود

(‌هایجواب)دقیق‌محاسبه‌شود‌در‌غیر‌این‌صورت‌از‌‌یک‌روش‌تکراری‌مانند‌نیوتن‌برای‌محاسبه‌جواب‌(‌هایجواب)

باید‌توجه‌.‌دهیمنشان‌می‌‌muرا‌باشود‌که‌آنحاصل‌می‌muشود‌که‌در‌این‌حالت‌تقریبی‌ازعددی‌آن‌استفاده‌می

صورت‌تقریبی‌‌های‌موجود‌در‌آن‌بهساده‌برای‌حل‌نیست‌و‌گاهی‌لازم‌است‌انتگرال‌دستگاهیک‌(‌6)‌دستگاهداشت‌که‌

‌.‌محاسبه‌شوند

‌.‌دهدگذارد‌و‌فرم‌جواب‌را‌تغییر‌نمیها‌اثر‌میjفقط‌بر‌مقادیر‌(‌3)‌ۀغیرخطی‌بودن‌معادل(‌۵)مطابق‌‌.۰ۀ ملاحظ

‌شود‌‌ساده‌می‌(9)صورت‌خطی‌‌به(‌6)‌دستگاه(‌2)‌ۀبرای‌حالت‌خطی‌معادل.‌3ۀ ملاحظ

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,  1,2,..., ,
m

j r j r j
B B

r

h t g t dt h t f t dt j m  


                         (9)  

‌bاز‌ستا‌عبارت‌(9)‌دستگاه‌ماتریسی‌صورت‌ ،که‌در‌آن‌( ) ( )m
B

I H t G t dt   ،( ) ( )
B

b H t f t dt ،‌

1 2( , ,..., )T

m   ،1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))mG x g x g x g x،1و‌‌ 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))T

mH t h t h t h t.‌

هسته‌تبهگن‌باشد،‌یعنی‌(‌3)‌ۀاگر‌در‌معادله‌.7ۀ ملاحظ
1

( , ) ( ) ( )
m

j j

j

k x t g x h t


در‌این‌صورت‌از‌روش‌هسته‌،‌

 [.8]شود‌یاد‌می‌9مستقیم‌ۀعنوان‌روش‌محاسب‌تبهگن‌به

 ۰یک اصلاح روش هسته تبهگن

،‌تابع‌منبع‌[9]‌و[‌99]کنیم‌یاد‌می‌MDKMدست‌آوردن‌یک‌اصلاح‌از‌روش‌هسته‌تبهگن‌که‌از‌آن‌به‌‌برای‌به

توابع‌پایه‌برای‌تقریب‌(‌3)مطابق‌.‌زنیمتبهگن‌هسته‌را‌حاصل‌کرده،‌تقریب‌می‌ای‌که‌یک‌تقریبرا‌با‌همان‌تابع‌پایه

jg،1,2,...,jست‌از‌ا‌هسته‌عبارت mبنابراین‌داریم‌،‌

1

( ) ( ),
m

m j j

j

f x c g x


                                         (8)  

jc،1,2,...,jکه‌در‌آن‌ mداریم(‌8)و‌(‌۵)از‌.‌اندمعلومی،‌مقادیر‌:‌

1

( ) ( ; ) ( ) ( ),
m

m m j j j

j

u x u x c g x 


                               (1)  

‌:شودصورت‌حاصل‌می‌دینب(‌6)معادلات‌جبری‌دستگاه‌(‌1)با‌استفاده‌از‌

1

( ) ( ( ) ( )) ,  1,2,..., .
m

j j r r r
B

r

h t F c g t dt j m 


                                (9۵)  

،‌همانند‌هسته‌و‌تابع‌منبع‌بر‌حسب‌توابع‌mu،‌یعنیMDKMام‌حاصل‌از‌‌m،‌تقریب‌مرتبه‌(5)مطابق‌‌.5ۀ ملاحظ

jg،1,2,...,jای‌پایه m،می‌‌ ‌شودتقریب‌زده ‌3)فرض‌کنید‌جواب‌معادله‌. ‌Vمتعلق‌به‌یک‌فضای‌باناخ‌مانند(

}1باشد‌و‌زیرفضای‌تولید‌شده‌توسط‌پایه‌ }m

j jg ‌‌ ‌با ‌‌نمایش‌دهیم‌آن‌mVرا ,گاه , [ ]m m m m mf u k u Vکه‌در‌آن‌‌

]عملگر‌انتگرالی‌ ]k uصورت‌‌به‌[ ] ( , ) ( ( ))
B

k u k x t F u t dt شودتعریف‌می‌‌.‌

                                                           
1. Direct Computation Method (DCM) 
2. Modified Degenerate Kernel Method (MDKM) 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

عملگری‌‌صورت‌را‌به(‌1)اگر‌تقریب‌حاصل‌از‌‌.2-6.‌3ۀ ملاحظ
m mP u uنمایش‌دهیم،‌که‌در‌آن‌‌:m mP V V‌،

2یک‌عملگر‌تصویری‌است‌و‌خاصیت‌‌mPواضح‌است‌که‌عملگر‌

m mP Pاز‌این‌رو،‌اگر‌یک‌جواب‌.‌دهدرا‌صدق‌می‌

‌.کندرا‌تولید‌میجواب‌‌آن‌MDKMگاه‌‌آن‌باشد‌mVدر(‌3)دقیق‌معادله‌

]ست‌ازا‌عبارت(‌3)فرم‌عملگری‌معادله‌.‌3-4.‌3ۀ ملاحظ ]u f k u .از‌اعمال‌عملگر‌‌mP(‌3)ۀ‌به‌طرفین‌معادل‌

]داریم‌ ]m m mP u P f P k u که‌معادل[ ]m m m mu f k u صورت‌است‌دیناست‌و‌فرم‌غیرعملگری‌آن‌ب‌:‌

( ) ( ) ( , ) ( ( )) , .m m m m
B

u x f x k x t F u t dt x A                        (99)  

ˆمحلی‌در‌نقاط‌هم‌یای‌را‌توابع‌لاگرانژ،‌توابع‌پایهپژوهشدر‌این‌
jx،1,2,...,j m،گیریم،‌یعنی‌قرار‌در‌نظر‌می‌

)ˆدهیممی )j r jrg x که‌در‌آنjrبدیهی‌است‌که‌در‌این‌حالت‌.‌دلتای‌کرونکر‌است‌MDKMمحلی‌روش‌هم‌به‌

(‌محلی‌و‌گالرکینهای‌همروش)های‌تصویری‌ارتباط‌بین‌روش‌هسته‌تبهگن‌و‌روش‌.[99]شود‌تبدیل‌می‌9لاگرانژی

گاه‌‌ای‌باشد‌آنصورت‌چندجمله‌به‌یدارای‌جوابشده‌،‌اگر‌معادله‌بررسی‌6ۀ‌بنابراین،‌مطابق‌ملاحظ.‌آمده‌است[‌99]‌در

‌.کندرا‌حاصل‌میروش‌حاضر‌آن‌جواب‌

 MDKMآنالیز خطا و همگرایی 

‌شبیه‌آن ‌و‌همگرایی، ‌‌برای‌آنالیز‌خطا ‌به‌چند‌فرضیه[‌9]چه‌در نیاز‌داریم‌که‌نخست‌به‌بیان‌آنها‌‌2آمده‌است،

‌.‌پردازیم‌می

 :صورت‌صدق‌کند‌دینب‌3تسیدر‌شرط‌لیپش‌Fفرض‌کنید‌تابع‌ .9

( ) ( ) ,  m F mF u F u L u u
 

    

‌.‌ثابت‌نامنفی‌است‌FLکه‌در‌آن

 که‌‌طوری‌یافت‌شود‌به‌kثابت‌مثبتی‌مانند‌ .2

.k k

   

 که‌‌طوری‌یافت‌شود‌به‌mFثابت‌نامنفی .3

( ) .m mF u F

  

 :نامساوی‌برقرار‌باشداین‌ .۵

1

( ) 1.
n

F r r

r

kL b a


   

‌قضی ‌8ۀ .۵-9‌ ‌فرضیه. ‌که ‌‌9های‌فرض‌کنید ‌باشند‌۵تا ‌برقرار ‌این‌صورت‌برای‌تقریب‌مرتب. ‌از‌‌‌mۀدر ‌حاصل ام

MDKMیعنی‌،muداریم‌،:‌‌

1

1

( ) ( ) ( )

,

1 ( )

n

m m m r r

r
m n

F r r

r

e f F e k b a

u u

kL b a











 

 

 




                         (92)  

)که‌در‌آن‌ )m me f f f


 و‌‌( )m me k k k


 ‌.‌

‌:داریم(‌99)و‌(‌2)‌ۀاز‌معادل.‌برهان

                                                           
1. Lagrange Collocation Method 

2. Hypothesis 
3. Lipschitz 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))) ,m m m m
B

u x u x f x f x k x t F u t k x t F u t dt      

‌پس‌

( ) ( , ) ( ( )) ( , ) ( ( )) .m m m m
B

u x u f f k x t F u t k x t F u t dt
 

              (93)  

‌‌:از‌طرف‌دیگر،‌داریم

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( )) ( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))

( ) .

m m

m m m m

F m m m

k x t F u x k x t F u x

k x t F u x k x t F u x k x t F u x k x t F u x

kL u u e k F









   

  

          (9۵)  

‌‌:شودصورت‌حاصل‌می‌دینکران‌خطا‌ب(‌9۵)و‌(‌92)از‌

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ,

1 ( )

n

m m m r r

r
m n

F r r

r

e f F e k b a

e u

kL b a









 



 




                            (95)  

)که‌در‌آن )m me u u u


 کندرا‌کامل‌می،‌و‌این‌برهان‌.‌

‌.‌‌شود‌که‌در‌نتیجه‌ذیل‌آمده‌استحاصل‌می(‌95)همگرایی‌روش‌از‌

)اگر(‌95)مطابق‌‌.4ۀ نتیج ) 0me k و‌( ) 0me f وقتی‌که‌mگاه‌آن‌( ) 0me u که‌وقتی‌m‌.‌

‌

 بررسی چند مثال

‌این‌بخش‌برای‌نشان‌دادن‌کارایی‌روش‌آن ‌میدر ‌مراجع‌مختلف‌اجرا ‌روی‌چند‌مثال‌از ‌کنیمرا ‌ۀبرای‌مقایس.

) خطا‌‌بیشینۀجواب‌حاصل‌از‌با‌جواب‌دقیق‌از‌نرم‌ ) max ( ) ( )m m
x A

e u u x u x


 های‌ذیل‌در‌مثال.‌کنیماستفاده‌می

‌Aکنیمفرض‌می B. های‌ذیل‌از‌شکل‌معمول‌متغیرهای‌مستقل‌برای‌توابع‌استفاده‌شده‌استچنین‌در‌مثال‌هم‌.‌

‌:[92]را‌در‌نظر‌بگیرید‌‌96معادله‌انتگرال‌فردهلم‌دوبعدی‌. ۰ مثال

0 0

sin( )sin( ) 1
( , ) 1 cos( )cos( ) ( , ) .

5 5

x y
u x y xs yt u s t dsdt

xy

  
             (96)  

‌هم ‌نقطه ‌انتخاب‌دو ‌متساویبا ‌جواب‌دقیق‌محلی‌چبیشف‌یا ‌96)الفاصله، )‌ ‌کندحاصل‌میرا محلی‌برای‌نقاط‌هم.

‌:الفاصله‌داریممتساوی

1

2 3 4

,
5

0,




  





   

 

‌و‌

1 1 3

1 2 1 2 3 4

1 1
( ; ) (5 5) ( 5 5 )

5 5

1
( ( 5 5 ) ( 5 5 5 5 ) ) ,

5

u x y

y x

     


        


      

         

 

‌:شودصورت‌حاصل‌می‌دینب(‌96)پس‌جواب‌دقیق‌

2( , ) ( , ) 1.u x y u x y   
2داریم‌کند‌ورا‌تولید‌می(‌96)جواب‌دقیق‌‌MDKMدوم‌حاصل‌از‌‌ۀشود‌که‌تقریب‌مرتبملاحظه‌می ( ) 0e u که‌‌

‌.دور‌از‌انتظار‌نیست‌6ۀ‌مطابق‌ملاحظ
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌74۰
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌:[93]را‌در‌نظر‌بگیرید‌‌(99)انتگرال‌فردهلم‌دوبعدی‌‌ۀمعادل‌.۰ مثال

 
5

5
1 1

0 0
( , ) ( , ) 1 ( , ) ,

x s
u x y f x y e u s t dsdt

 
   

 
                         (99)  

که‌در‌آن 
5

3125

10

53125 1
42

( , ) ( 3125) 3125
x

x
f x y xy e x    .‌

‌ ‌دو ‌انتخاب ‌با ‌قبل، ‌مثال ‌هممشابه ‌متساوینقطه ‌چبیشف‌یا ‌محلی ‌‌MDKMالفاصله، ‌99)جواب‌دقیق دست‌‌به(

‌:الفاصله‌داریممحلی‌متساویبرای‌نقاط‌هم‌.آید‌می

1

3125

2

0,

19531249
4881250 ,

4
e









 


 

 و‌

3125

1 1 3

19531249
( ; ) ( 4881250 ),

4
u x x y e           

‌:شودصورت‌حاصل‌می‌دینب(‌99)پس‌جواب‌دقیق‌

2( , ) ( , ) .u x y u x y xy   
2کند‌و‌داریمرا‌تولید‌می(‌99)جواب‌دقیق‌‌MDKMدوم‌حاصل‌از‌‌ۀتقریب‌مرتبشود‌که‌ملاحظه‌می ( ) 0e u که‌‌

‌.دور‌از‌انتظار‌نیست‌6ۀ‌مطابق‌ملاحظ

‌را‌در‌نظر‌بگیرید(‌98)بعدی‌انتگرال‌فردهلم‌سه‌ۀمعادل‌.3 مثال
1 1 1

2 3

3 0 0 0

2 ( 2 )
( , , ) ( , , ) .

2

xy
xytrxy e xy

u x y z xyz y e u s t r dsdtdr
x

   
                (98)  

‌نقطه‌هم ‌انتخاب‌سه ‌محلی‌متساویبا ‌98)جواب‌دقیق‌‌MDKMالفاصله، ‌حاصل‌می( ‌کندرا محلی‌برای‌نقاط‌هم.

‌الفاصله‌داریممتساوی

4
1 2 3 4 5

6 7 8 9

1
0, , 9 7 ,

96

1 1 3
(5 3 ), , 10 6 , .

4 12 2

e

e
e e

    

   


     


      



 

‌جای ‌‌هاjگذاری‌مقادیر‌با )3در , , ; )u x y z ‌‌ ‌به)متناظر ‌که ‌آن‌خوداری‌شده ‌ذکر ،‌(استدلیل‌طولانی‌بودن‌از

‌:شودصورت‌حاصل‌می‌دینب(‌98)جواب‌دقیق‌
2

3( , , ) ( , , ) .u x y z u x y z xyz   

)3کند‌و‌داریمرا‌تولید‌می(‌98)جواب‌دقیق‌‌MDKMسوم‌حاصل‌از‌‌ۀشود‌که‌تقریب‌مرتبملاحظه‌می ) 0e u که‌‌

:‌ترتیب‌داریم‌الفاصله‌بهچبیشف‌و‌متساویمحلی‌چنین‌با‌انتخاب‌دو‌نقطه‌هم‌هم.‌دور‌از‌انتظار‌نیست‌6ۀ‌مطابق‌ملاحظ

2 ( ) 0.141500e u 2و‌ ( ) 0.402132e u .‌

‌:[93]‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌(91)غیرخطی‌بعدی‌دوانتگرال‌فردهلم‌‌ۀمعادل. 7 مثال

   
1 1

4 2 3

0 0

1 1
( , ) cos( ) cos (1) 1 cos (1) 2 sin(1) ( sin( ) 1) ( , ) .

20 12
u x y x y s t u s t dsdt         (91)  

‌MDKMدر‌این‌حالت‌.‌،‌نیست‌fنیازی‌به‌تقریب‌تابع‌منبع،با‌توجه‌به‌تبهگن‌بودن‌هسته‌معادله،‌(‌91)برای‌معادله‌

‌شودمی‌‌DCMمعادل ‌معادل. ‌از ‌‌ۀبنابراین ‌93)جبری‌متناظر )‌ 1mبا ‌(‌ ‌معادله ‌9۵)از 1mبا( 0وrc )با‌‌ ،

‌‌:داریم،‌1به‌جایگزینی‌جای
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1
(15 90sin(1) 15sin(3) 12sin(2) 3cos(4)),

480

150 900sin(1) 100sin(2) 60sin(3) 10sin(4) 18cos(1) 168cos(2) 15cos(3) 18cos(4) 3cos(5) 120
,

960(cos(1) 3)





    

         



 

81)2که‌در‌آن‌ 44sin(1) 48sin(2) 4sin(3) 20cos(1) 48cos(2) 12cos(3) cos(4))        ‌ چنین‌‌هم.

1mبا‌(‌۵)مطابق‌ ‌(1با(‌5)مطابق‌m 0و‌rc ‌‌)داریم‌

   4 21 1
( , ; ) cos( ) cos (1) 1 cos (2) 5 sin(1) .

20 24
u x y x y        

)در‌‌گذاری‌مقادیر‌با‌جای , ; )u x y کمک‌‌به(‌91)جواب‌دقیق‌سه‌‌DCMشودصورت‌حاصل‌می‌دینب‌:‌
2 12sin(1) 2cos(2)

( , ) cos( ), cos( ) .
8(cos(1) 3)

u x y x y x y
  

 


 

‌‌.۰۲ ۀملاحظ ‌ ‌شرط ‌بررسی برای
1

( ) 1
n

F r r

r

kL b a


 ‌(‌ ‌بخش‌‌۵شرط ‌۵در ‌مثال( ‌قرار‌مذکور‌هایبرای ،

دهیم‌می
1

( )
n

F r r

r

kL b a 


 مثال‌ ‌برای ‌صورت ‌این ‌در ،‌ ‌9های ،2‌‌ ‌‌به‌3و ‌داریم ترتیب
5


 ‌،

5(0.2) 1 0.000320051e   ‌‌ eو ‌ .‌ ‌دوم ‌و ‌اول ‌مثال ‌برای‌دو 1بنابراین ‌‌ ‌سوم ‌برای‌مثال 1و ‌

‌ۀرو،‌شرایط‌داده‌شده‌در‌قضی‌کند‌از‌اینیید‌میأهمگرایی‌روش‌را‌ت‌5از‌طرفی‌نتایج‌حاصل‌برای‌مثال‌.‌شودحاصل‌می

‌.هستند‌MDKMشرایط‌کافی‌برای‌همگرایی‌‌‌8

‌های‌برای‌مثال‌.۰۰ۀ ملاحظ ‌اطلاعات‌مربوط‌در‌جدول‌مذکور ‌است‌9زمان‌محاسبات‌و ‌آمده .‌ ‌9دقت‌در‌جدول‌با

برای‌حصول‌نتایج‌جدول‌.‌از‌نظر‌هزینه‌و‌پیچدگی‌محاسبات‌قابل‌قبول‌و‌مناسب‌است‌MDKMشود‌که‌ملاحظه‌می

‌.‌است‌(Apple MacBook Pro)تاب‌اپل‌یک‌لبشده‌رایانه‌استفاده‌‌9

،‌و‌مشخصات‌8ویندوز‌و‌سیستم‌عامل‌‌‌1سازی‌متمتیکای‌برای‌پیادهشده‌افزار‌استفاده‌نرم:‌افزاریمشخصات‌نرم‌

‌افزاری‌عبارت‌است‌ازسخت :Intel® Core™ 2 Duo CPU, P8600@2.40 GHz, 1.58 GHz, 2.74GB Of 

RAM‌ ‌می‌9جای‌ویندوز‌هزینه‌محاسباتی‌جدول‌‌هگزینی‌سیستم‌عامل‌لینوکس‌ب‌واضح‌است‌که‌با‌جای. توان‌تا‌را

‌.ای‌کاهش‌دادسطح‌قابل‌ملاحظه

 7و  3، ۰، ۰های برای مثال( بر حسب ثانیه)نیاز زمان محاسبات مورد . ۰جدول
‌ماکسیمم‌خطا‌‌CPU time (in seconds)مرتبه‌تقریب‌مثال

5-9‌2‌2۵‌۵‌

5-2‌2‌2‌۵‌

5-3‌3‌88‌۵‌

5-۵‌-‌35‌۵‌

 

 مقایسه و بحث

‌مقایسه ‌این‌بخش، ‌این‌ای‌بین‌الگوریتمدر ‌الگوریتم‌پژوهشهای‌عنوان‌شده‌در ‌[99]های‌و ،[92]‌ برای‌‌،[93]،

جا‌نخست‌به‌چگونگی‌امکان‌یافتن‌تمام‌‌در‌این.‌شودحاضر،‌انجام‌می‌شده‌بررسیهای‌اشاره‌نشان‌دادن‌دقت‌الگوریتم

گاه‌‌تبهگن‌باشد‌آن(‌3)‌ۀحالت‌اول‌فرض‌کنید‌هسته‌معادل.‌پردازیمهای‌یک‌معادله‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌میجواب

‌یافتاین‌امکان‌وجود‌دارد‌که‌بتوان‌تمام‌جواب ‌های‌دقیق‌آن‌را ‌به(‌6)جبری‌(‌معادله)اگر‌بتوان‌دستگاه‌. صورت‌‌را
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شوند‌صورت‌دقیق‌حاصل‌می‌هب(‌3)های‌معادله‌تمام‌جواب(‌۵)گذاری‌مقادیر‌حاصل‌در‌‌گاه‌با‌جای‌دقیق‌حل‌کرد‌آن

(‌ ‌ببینید‌۵مثال ‌را ‌جواب(. ‌تمام ‌یافتن ‌است ‌ممکن ‌6)های ‌ح‌به( ‌این ‌در ‌نباشد، ‌مقدور ‌دقیق ‌متناظر‌صورت الت

حاصل‌(‌3)های‌تقریبی‌معادله‌جواب(‌6)های‌تقریبی‌و‌متناظر‌جواب(‌3)های‌دقیق‌معادله‌جواب(‌6)های‌دقیق‌‌جواب

های‌دقیق‌غیرتبهگن‌باشد،‌در‌این‌حالت‌جواب(‌3)برای‌حالت‌دوم‌فرض‌کنید‌هسته‌معادله‌((.‌91)‌ۀمعادل)شود‌می

طور‌خلاصه،‌‌هب(.‌3و‌‌9‌،2هایمثال)حاصل‌کند‌(‌5)را‌توسط‌(‌3)معادله‌های‌دقیق‌متناظر‌ممکن‌است‌جواب(‌9۵)

حاصل‌(‌5)و‌(‌۵)کمک‌‌ترتیب‌به‌را‌به(‌3)های‌دقیق‌متناظر‌معادله‌انتگرال‌توانند‌جوابمی(‌9۵)و‌(‌6)های‌دقیق‌جواب

‌.‌دهددست‌می‌را‌به(‌3)های‌تقریبی‌متناظر‌معادله‌انتگرال‌جواب(‌9۵)و‌(‌6)های‌تقریبی‌جواب.‌کنند

‌توابع‌پایه[‌92]در‌ است‌که‌در‌آن‌‌بررسی‌شدهگاوسی‌‌9ای‌شعاعیمعادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌دوبعدی‌با

10نهم‌ۀبرای‌تقریب‌مرتب(‌96)‌ۀبرای‌معادل

9 ( ) 2.3 10e u  تقریب‌‌9که‌مطابق‌مثال‌‌حاصل‌شده‌است،‌در‌حالی‌

‌به‌MDKMدوم‌حاصل‌از‌‌ۀمرتب ‌یعنی‌دست‌می‌جواب‌دقیق‌آن‌معادله‌را 2دهد، ( ) 0e u ‌ ‌‌هم. و‌[‌93]چنین‌در

‌انتگرال‌برای‌معادله‌آن‌‌شده‌مراجع‌استفاده
1 1

2

2 0 0

1
( , ) (1 ) ( , ) ,

(1 ) 6(1 ) 1

x x
u x y t s u s t dsdt

x y y y
    

      

ذکر‌‌ۀتوان‌نشان‌داد‌که‌معادلراحتی‌می‌به‌DCMکارگیری‌‌که‌با‌به‌در‌حالی‌،فقط‌یک‌جواب‌دقیق‌گزارش‌شده‌است

‌:صورت‌است‌دینشده‌دارای‌دو‌جواب‌دقیق‌ب
8 2
3 3

2 2

24 (1 ln )1 1
( , ) , .

( 1) ( 1) ( 1)(3 7ln 2)

x
u x y

x y x y y


 

     
 

را‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌چندبعدی‌‌2نویسندگان‌مقاله،‌روش‌مقدار‌میانگین‌انتگرال[‌93]در‌

.‌را‌ارائه‌دهند‌شده‌بررسی‌های‌معادلاتاند‌تمام‌جوابدلیل‌اجرای‌نامناسب‌آن‌روش‌نتوانسته‌لیکن‌به.‌اندتوسعه‌داده

‌برای‌معادل‌به ‌‌(۵-5)‌ۀعنوان‌نمونه، ‌‌[93]در ‌مرجع‌استفاده ‌و ‌است‌در‌آن‌شده فقط‌یک‌جواب‌دقیق‌گزارش‌شده

‌(۵مثال‌)‌شودسه‌جواب‌دقیق‌برای‌آن‌معادله‌حاصل‌می‌‌DCM کمک‌‌که‌به‌حالی ‌‌هم. ‌اجرای‌[‌93]چنین‌در با

IMVM99)‌ۀبرای‌معادل‌‌ ‌استجواب‌مناسبی‌فراهم‌( ‌حالینشده ‌در ‌تقریب‌مرتب2که‌مطابق‌نتایج‌مثال‌‌، دوم‌‌ۀ،

حال‌معادله‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌دوبعدی‌غیرخطی‌زیر‌را‌.‌دهددست‌می‌را‌به‌جواب‌دقیق‌آن‌MDKMحاصل‌از‌

‌:[93]‌و[‌9۵]در‌نظر‌بگیرید‌

 
2

1 1
( , )

2 20 0

(1 )
( , ) ln 1 1 ,

16(1 ) 1 ( 1)( 1)

u s tx xy x s
u x y e dsdt

y y y t

  
     

    
                (2۵)  

‌:گزارش‌شده‌است‌که‌عبارت‌است‌از(‌2۵)‌ۀتنها‌یک‌جواب‌دقیق‌برای‌معادل[‌9۵]‌و[‌93]در‌

2
( , ) ln 1 .

1

xy
u x y

y

 
   

 
 

،‌(2۵)روی‌معادله‌DCM با‌اجرای‌.‌حداقل‌یک‌جواب‌دقیق‌دیگری‌هم‌دارد(‌2۵)دهیم‌که‌معادله‌در‌ادامه‌نشان‌می

‌‌:داریم

2

(16 1)
( , ; ) ln 1 ,

16(1 ) 1

x xy
u x y

y y




 
   

  
                        (29)  

                                                           
1. Radial Basis Functions (RBF) 
2. Integral Mean Value Method (IMVM) 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌745روش‌هسته‌تبهگن‌اصلاح‌شده‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌چندبعدی

‌((۵-2)معادله‌متناظر‌معادله‌)است‌‌(22)ۀ‌جوابی‌برای‌معادل‌که‌در‌آن
 ( )

,
( )

s

t
st s s

e dsdt
t t







  

     
  

 
1
16
1

2 21 1

2 2 20 0

1 1
0

6 1 1
                            (22)  

1توان‌نشان‌داد‌کهراحتی‌میبه
16

  جواب‌گزارش‌شده‌در(‌29)گذاری‌آن‌در‌‌که‌با‌جایاست‌(‌3-6)‌ۀمعادل‌ۀریش‌‌

]ۀدیگری‌در‌فاصل‌ۀریش(‌22)‌ۀدهیم‌که‌معادلحال‌نشان‌می.‌شودحاصل‌می[‌9۵]‌و[‌93] 6.2, 6] دارد‌‌ با‌رسم‌.

]در‌فاصلهها‌را‌‌xشود‌که‌منحنی‌حاصل‌محور‌ملاحظه‌می‌نسبت‌به(‌22)طرف‌اول‌معادله‌ 6.2, 6] قطع‌نیز‌‌

)ۀدر‌فاصل‌دارد‌که‌در‌آن(‌29)جواب‌دقیق‌دیگری‌به‌فرم‌(‌2۵)پس‌معادله‌انتگرال‌(.‌9نمودار‌)کند‌می 6.2, 6) ‌

‌دارد ‌قرار ‌محاسب. ‌به‌ۀبا ‌شده ‌یاد ‌تقریبی‌ریشه ‌‌مقدار ‌نقطهکمک‌روش‌نیوتن‌با ‌از 0شروع 6.2  عنوان‌نقطه‌‌به

6.15035صورت‌آغازین،‌مقدار‌تقریبی‌ریشه‌به  شودحاصل‌می‌.‌

 
 (3-6) ۀمنحنی نمایش نمودار طرف اول معادل. ۰ شکل

ازای‌آن‌خطای‌مانده‌متناظر‌برابر‌‌است‌که‌به‌صورت‌دینب(‌2۵)‌ۀجواب‌دقیق‌دیگر‌معادلبنابراین‌صورت‌تقریبی‌

‌‌:شودصفر‌می

2

6.08785
( , ) ln 1 .

1 1

x xy
u x y

y y

 
    

  
‌ 

 نتیجه
.‌کار‌رفت‌در‌این‌مقاله،‌یک‌اصلاح‌از‌روش‌هسته‌تبهگن‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌چندبعدی‌به

‌یابی‌لاگرانژی‌استفاده‌شدنیز‌تابع‌منبع‌از‌درونبرای‌ساخت‌تقریب‌تبهگن‌هسته‌و‌ ساز‌نیز،‌های‌دیگر‌تقریبروش.

‌می ‌تابع‌منبع، ‌کار‌روند‌توانند‌بهبرای‌تقریب‌هسته‌و های‌دقیق‌دهند‌که‌برای‌حصول‌جوابنتایج‌حاصل‌نشان‌می.

گاهی‌این‌مهم‌‌از‌فیزیک‌‌،‌انتخاب‌توابع‌پایه‌برای‌تقریب‌هسته‌و‌تابع‌منبع‌نقش‌اساسی‌دارند‌کهMDKMکمک‌‌به

‌بررسی‌ ‌معادله ‌دست‌یافتنی‌استشده ‌برای‌حالت. های‌دیگر‌معادلات‌فردهلم‌از‌جمله‌واضح‌است‌که‌روش‌حاضر

شود‌در‌پایان‌خاطر‌نشان‌می.‌قابل‌توسعه‌استچند‌بعدی‌معادلات‌فردهلم‌‌دستگاههای‌منفرد‌و‌نیز‌معادلات‌با‌هسته

‌.‌سازی‌و‌اجرا‌شده‌استافزار‌متمتیکا‌در‌قالب‌یک‌برنامه‌پیادهدر‌محیط‌نرم‌پژوهشن‌های‌ارائه‌شده‌در‌ایکه‌الگوریتم
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