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 مقدمه

‌سال ‌ب‌در ‌زیادی ‌محققان ‌اخیر ‌مخروط‌فضاهای‌شبه در‌پژوهش‌ههای ‌برداری‌‌دار‌نرم‌های‌شبه‌متری، ‌فضاهای و

مسائل‌متنوعی‌در‌علوم‌کامپیوتر‌نظری،‌نظریه‌‌بررسیمهم‌در‌‌یای‌ابزار‌چنین‌نظریه.‌اند‌نامتقارن‌علاقمند‌شده‌دار‌نرم

اخیراً‌کارهای‌زیادی‌روی‌توپولوژی‌عمومی‌و‌آنالیز‌.‌کند‌سازی‌فراهم‌می‌تقریب،‌فیزیک‌کاربردی،‌آنالیز‌محدب‌و‌بهینه

 ونامتقارن‌‌دار‌نرمبه‌فضاهای‌برداری‌‌دار‌نرمکلاسیک‌فضاهای‌برداری‌‌ۀتوسیع‌نتایج‌شناخته‌شده‌نظری‌برایتابعی،‌

‌[.98]،‌[94]،‌[4]‌است‌انجام‌شده،‌دار‌نرم‌های‌شبه‌مخروط

در‌نظر‌‌ساختار‌یک‌مخروط‌مجرد‌مشابه‌یک‌فضای‌برداری‌حقیقی‌است‌با‌این‌تفاوت‌که‌مجموعه‌اسکالرها،‌

‌شود‌گرفته‌می ‌معرفی‌کرده‌دار‌نرمهای‌مخروط‌9اسکار‌ولرو‌2004در‌سال‌. و‌برخی‌نتایج‌نگاشت‌باز‌و‌‌[1]است‌‌را

‌برای‌مخروط ‌[98]‌اثبات‌کرده‌است‌دار‌نرمهای‌‌گراف‌بسته‌را خارج‌‌دار‌نرمی‌ها‌های‌مخروط‌چنین‌برخی‌ویژگی‌هم.

ی‌ترتیبی‌ها‌ی‌نرمی‌یک‌مخروط‌را‌همراه‌با‌ویژگیها‌ویژگی‌2پیتر‌سلینگر.‌[99]‌است‌شدهاو‌بررسی‌‌وسیلۀ‌بهقسمت‌

و‌[‌9].‌[96]‌در‌مراجع.‌کند‌ی‌خاص‌اثبات‌میها‌تحت‌شرط‌ها‌را‌در‌این‌مخروط‌ن‌باناخاه‌و‌قضایای بررسی‌کردهآن‌

سایر‌.‌است‌دهشبررسی‌‌دار‌نرمی‌ها‌و‌ایزومتری‌مخروط‌دار‌نرمی‌ها‌دوگان‌مخروط‌ۀآل‌یک‌مترپذیری‌ایده‌ترتیب،‌به‌[1]

و‌[‌99]عنوان‌نمونه‌در‌‌هب.‌است‌شدهاند،‌بررسی‌‌ولرو‌و‌همکارانش‌نوشته‌شده‌ۀوسیل‌هدر‌سری‌مقالاتی‌که‌ب‌ها‌ویژگی

تر‌به‌مرجع‌‌‌برای‌جزئیات‌بیش.‌اند‌بررسی‌شده‌دار‌نرمیکنوای‌توسیع‌یافته‌و‌مونوئیدهای‌شبه‌‌دار‌نرمی‌ها‌مخروط‌[93]

 .رجوع‌شود[‌4]

‌تابعی،‌-بیشاب‌ۀقضی‌ ‌آنالیز ‌دارای‌کاربردهای‌فراوانی‌در ‌تابعی‌است‌که ‌آنالیز ‌قضایای‌اساسی‌در فلپس‌یکی‌از

‌بهینه‌ۀهندس ‌نظریه ‌و ‌باناخ ‌است‌‌فضای ‌بیش)سازی ‌جزئیات ‌‌برای ‌به ‌[2]تر ،[3]‌ ،[5]‌ ‌شود‌[95]، ‌رجوع حالت‌(.
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

از‌‌Bمحدب‌کراندار‌بسته‌‌ۀبرای‌زیرمجموع‌ی‌اتکاءها‌کند‌که‌مجموعه‌تابعک‌می‌فلپس،‌بیان-کلاسیک‌قضیه‌بیشاب

‌چگال‌است‌Bدر‌مرز‌‌Bو‌مجموعه‌نقاط‌اتکاء‌‌X*یعنی‌Xدر‌دوگان‌توپولوژیکی‌‌،Xیک‌فضای‌باناخ‌حقیقی‌مانند‌

9وسیله‌ویکتور‌کلی‌هبا‌این‌قضیه‌به‌پرسشی‌که‌ب‌در‌حقیقت‌بیشاب‌و‌فلپس.‌[3]
ناتهی‌بودن‌در‌مورد‌ [8(‌]9158) 

‌مطرح‌شده‌بود‌یک‌مجموعه‌محدب‌بسته‌کران‌ءنقاط‌اتکا ‌از‌یک‌فضای‌باناخ، ‌اند‌پاسخ‌داده‌،دار ‌این‌مقاله‌ابتدا‌. در

دار‌با‌‌محدب‌اسکات‌بسته‌کران‌ۀنقاط‌اتکاء‌از‌یک‌مجموع‌ۀپیوسته،‌مجموع‌دار‌نرمدهیم‌که‌در‌یک‌مخروط‌‌می‌نشان

‌بیان‌و‌اثبات‌دار‌نرمی‌ها‌فلپس‌را‌برای‌مخروط‌–و‌در‌نهایت‌قضیه‌بیشاب‌ی‌لازم‌ناتهی‌است‌ها‌در‌نظر‌گرفتن‌شرط

‌.کنیم‌می

‌

 مفاهیم اولیه

‌.است[‌96]،‌[2]،‌[9]تعاریف‌و‌مفاهیم‌اولیه‌این‌بخش‌از‌

‌‌Xناتهی‌از‌فضای‌باناخ‌حقیقی‌‌ۀیک‌زیرمجموع‌Bفرض‌‌کنید‌ ‌Xیک‌تابعک‌خطی‌پیوسته‌غیرصفر‌روی‌‌‌fو

کند‌‌می‌2حمایت‌xرا‌در‌نقطه‌‌Bمجموعه‌‌ fاختیار‌کند،‌گویند‌‌xۀدر‌نقط‌Bخود‌را‌روی‌کمینه‌یا‌‌بیشینه‌‌fاگر‌.‌باشد

‌.است‌‌fنسبت‌به‌‌B(‌‌حامییا‌)اتکاء‌‌ۀیک‌نقط‌xو‌

‌.دهیم‌می‌نشان‌اعداد‌حقیقی‌نامنفی‌را‌با‌ۀمجموع

V:همراه‌با‌دو‌عملگر‌‌Vۀعبارت‌است‌از‌یک‌مجموع‌مجرد‌مخروط‌یک‌.‌9تعریف V V  و‌‌: V V  ‌

0خنثیو‌عنصر‌ Vازای‌‌که‌به‌طوری‌هب‌, ,v w u Vو‌,  [:96]‌روابط‌برقرار‌باشنداین‌‌‌

   

0 ,                               1 ,

,       ( ) ( ),

,                       ( ) ,

                                            ( ) ,

,

0 0.

v v v v

v w u v w u v v

v w w v v v v

v w v w

v u w u v w

v w v w

  

   

  

  

     

     

  

    

    

 

)کنیم‌که‌یک‌تابع‌خطی‌از‌مخروط‌‌می‌یادآوری‌ , ,0)V به‌مخروط‌‌( , ,0)W عبارت‌است‌از‌تابع‌‌،:   f V W‌

v,ازای‌هر‌که‌به‌طوری‌هب w Vو‌ ‌،‌

( ) ( ) ( ),f v w f v f w   ‌ ( ) ( ).f v f v   

‌:شود‌می‌صورت‌تعریف‌دین،‌بVترتیب‌مخروطی‌روی‌یک‌مخروط‌مجرد‌

v wاگر‌عنصر‌u Vکه‌طوری‌بهوجود‌داشته‌باشد‌‌‌v u w .‌

‌.‌توجه‌کنید‌که‌ترتیب‌مخروطی‌یک‌ترتیب‌جزئی‌است

‌vکه‌طوری‌به‌uعنصر‌منحصر‌به‌فرد‌‌wو‌‌vبرای‌دو‌عنصر‌ u w را‌با‌نماد‌‌،w vدهیم‌مینشان‌‌.‌

‌:کنیم‌می‌تعریف‌صورت‌دینرا‌ب‌Dبستار‌پایینی‌.‌باشد‌Vیک‌زیرمجموعه‌از‌یک‌مخروط‌مجرد‌Dفرض‌کنید

{ : ; }u V v D u v    
                                                           
1. V. Klee 
2. Support 
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Dپایینی‌است‌اگر‌‌Dگوییم‌مجموعه‌.‌دهیم‌می‌نشان‌Dو‌با‌نماد‌ D‌.‌

‌صورت‌‌هرا‌ب‌Dبستار‌بالایی‌

{ : ; }u V v D uv    
Dبالایی‌است‌اگر‌‌‌Dگوییم‌مجموعه‌.‌دهیم‌می‌نشان‌Dکنیم‌و‌با‌نماد‌‌می‌تعریف‌ D.‌

‌.محدب،‌محدب‌است‌ۀهر‌دو‌بستار‌پایینی‌و‌بالایی‌یک‌مجموع که‌دتوجه‌کنی

V:تابع‌.2تعریف   را‌یک‌نرم‌روی‌مخروط‌‌Vازای‌هر‌‌بهگویند‌هرگاه‌‌,v w Vو‌‌ [96:] 

,v w v w   ‌ 

‌ ,v v   

‌ 0 0,v v    

‌ .v w v w   

V,زوج‌  گویند‌دار‌نرمرا‌یک‌مخروط‌‌.‌

}ۀمجموع : 1}VU u V u  دار‌نرمآل‌یکه‌مخروط‌‌را‌ایده‌‌Vگویند‌.‌

‌3تعریف  ‌مرتب‌ۀمجموع. )جزئاً , )D‌‌ ‌یک dcpoرا
‌جهت‌9 ‌مجموعه ‌زیر ‌هر ‌اگر ‌گویند ‌‌Aدار دارای‌‌Dاز

‌.[9]‌باشد‌Dترین‌کران‌بالا‌در‌‌کوچک

‌‌ترین‌کران‌بالای‌یک‌زیرمجموعه‌جهت‌کوچک ‌‌Aدار ‌نماد ‌با ‌سوپریمم‌جهت‌می‌نشان‌Aرا ‌آن‌را ‌Aدار‌دهند‌و

‌.گویند

‌.[96]‌باشد‌ dcpoآل‌یکه‌آن‌یک‌‌را‌کامل‌گویند‌اگر‌ایده‌‌Vدار‌نرممخروط‌.‌4تعریف 

)نشان‌داده‌شده‌است‌که‌اگر‌[96]‌در‌مرجع )i i Ia کامل‌باشد‌و‌‌دار‌نرمیک‌تور‌صعودی‌در‌یک‌مخروط‌‌ia‌

 گاه‌‌موجود‌باشد،‌آن

i ia a ‖ ‖ ‖ ‖.‌

‌1تعریف  ‌باشند‌ dcpoعناصری‌از‌یک‌vو‌‌ wفرض‌کنید (الف. wاست‌و‌با‌نماد‌‌vمسیر‌-پایین‌wگوییم‌. v‌

‌vکه‌طوری‌به‌Aدار‌‌ازای‌هر‌مجموعه‌جهت‌دهیم‌هرگاه‌به‌می‌نشان Aیک‌عنصر‌‌،a Aوجود‌داشته‌باشد‌‌

‌wکه‌طوری‌به a[96].‌

}صورت‌‌به‌‌vۀمجموع : }w w vۀو‌مجموع‌‌vصورت‌هب‌{ : }w v wشود‌می‌تعریف‌.‌

vدار‌باشد‌‌و‌‌جهت‌vۀاز‌آن،‌مجموع‌vازای‌هر‌عنصر‌را‌پیوسته‌گویند‌اگر‌به‌ dcpoیک(‌ب v .‌

‌‌.6تعریف  ‌مرتب‌باشد‌Dفرض‌کنید ‌یک‌مجموعه‌جزئاً ‌تحت‌‌Aزیرمجموعه‌. ‌پایینی‌و ‌اسکات‌بسته‌گویند‌اگر را

‌‌ی‌جهتها‌سوپریمم‌زیرمجموعه ‌صورت‌وجود‌سوپریمم)دار ‌در ‌باشد( ‌[9]‌بسته ی‌اسکات‌بسته‌را‌ها‌متمم‌مجموعه.

‌.گویندD  دهیم‌و‌آن‌را‌توپولوژی‌اسکات‌روی‌‌می‌نشان‌Dی‌اسکات‌بسته‌را‌با‌ها‌خانواده‌مجموعه.‌اسکات‌باز‌گویند

‌محدب‌و‌باز‌ۀیک‌مجموعvۀ،‌مجموعvازای‌هر‌‌به(‌پیوسته‌دار‌نرمویژه‌در‌یک‌مخروط‌‌هب)پیوسته‌‌ dcpoدر‌یک

)،vهر‌ یااز‌و‌‌به‌است )v int v   ‌(.رجوع‌شود[‌96]از‌‌‌ .‌‌95.‌2‌Corو[‌9]از‌‌‌ 35‌.2Propگزارۀ‌‌برای‌اثبات‌به) 

‌.[96]‌پیوسته‌است‌dcpoآل‌یکه‌آن‌یک‌‌کامل‌است‌که‌ایده‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌پیوسته‌دار‌نرم‌یک‌مخروط. 1تعریف 

                                                           
1. Directed complete partially ordered 
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nکامل‌‌دار‌نرمی‌ها‌مخروط. 1مثال 

و‌‌l‌(ی‌‌کراندار‌درها‌مجموعه‌دنبالههمراه‌با‌نرم‌‌( ) supi i i
i

x x‖ ‖‌)

‌نرم‌‌یی‌درها‌مجموعه‌دنباله)‌1lو‌ ‌با )با‌جمع‌متناهی‌همراه )i i i

i

x x‖ ‖‌ از‌‌9.‌2مثال‌)‌ندهست‌پیوسته(

[96.)]‌

f:تابع.‌کامل‌باشد‌دار‌نرمی‌ها‌مخروط‌Wو‌‌ Vفرض‌کنید. 9تعریف  V Wگویند‌(‌یا‌پیوسته)را‌اسکات‌پیوسته‌

‌.[9]‌دار‌باشد‌دار‌کراندار،‌حافظ‌سوپریمم‌جهت‌ازای‌تورهای‌جهت‌هرگاه‌به

‌51تعریف  .‌ ‌خطی f:تابع V Wروی‌مخروط‌‌ ‌کران‌ها‌بر ‌عنصر‌را ‌اگر ‌گویند cدار باشد‌‌‌ ‌داشته وجود

vازای‌هر‌به‌که‌طوری‌به V،( )f v c v‌[96.]‌

‌یک‌مخروط‌‌‌Bۀمجموع ‌کران‌دار‌نرماز ‌عدد‌حقیقی‌مثبت‌‌را ‌گویند‌هرگاه ‌که‌طوری‌بهوجود‌داشته‌باشد‌‌mدار

bازای‌هر‌به Bداشته‌باشیم‌‌b m‖ ‖.‌

Bیک‌مخروط‌مجرد‌و‌Vفرض‌کنید‌ Vگویند‌.‌محدب‌پایینی‌باشد‌ۀیک‌زیرمجموع‌Bمخروط‌،V را‌تولید‌‌

vازای‌هر‌‌کند‌اگر‌به‌می V0،‌وجود‌داشته‌باشد که‌طوری‌به‌v B .‌

ی‌ها‌مجموعه‌UوBو‌پیوسته‌دار‌نرم‌مخروط‌یک‌Vکنید‌فرض(‌جداسازی‌ۀقضی)‌.[(96]‌از‌9.‌3قضیۀ‌) .55 ۀقضی

Bباز‌و‌بالایی‌است‌و‌‌Uپایینی‌و‌مجموعه‌‌‌Bکه‌طوری‌بهمحدب‌باشند‌ U ‌ ‌‌Bعلاوه‌فرض‌کنید‌‌هب. ،Vرا‌‌

f:گاه‌تابع‌خطی‌پیوسته‌آن.‌کند‌می‌تولید V ازای‌هربه‌که‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌v B‌،( ) 1f v ازای‌‌‌و‌به‌

uهر U‌،( ) 1f u .‌

ول‌در‌آنالیز‌کلاسیک،‌توپولوژی‌بر‌اها،‌لزوماً‌با‌روش‌متد‌که‌نرم‌تعریف‌شده‌در‌این‌بخش‌برای‌مخروط‌دکنی‌توجه

Vروی‌peباشد،‌تابع‌‌Vمخروط‌روی‌نرم‌یک‌pکه‌این‌با‌فرض‌[96]‌در‌.کند‌القا‌نمی‌ها‌روی‌مخروط Vصورت‌‌‌دینب‌

 :شود‌می‌تعریف

 
(a),   , ; ,

( , )
,       , .

p

p x V y x V y x a
e x y

x V y x V

    


   





‌ 

pe تابع xازای‌هر‌به‌.کند‌می‌القا‌Vتوپولوژی‌روی‌‌0Tیک‌  Vقرار‌دهید‌و‌‌‌

( , ) : { : ( , ) }.
pe pB x r y X e x y r    

 ی‌بازها‌گوی‌-‌ۀخانواد 

{ ( , ) : , 0},
peB x r x X r   

 .‌دهیم‌می‌نشان‌ا‌با‌نماد‌راین‌توپولوژی‌.‌[1]‌ندهست‌باز‌برای‌این‌توپولوژی‌ۀیک‌پای

xازای‌هر‌به‌ V،r 0و‌‌، 

( , ) { : ( ) }
perB x rx y V p y r    

‌(.رجوع‌شود[‌1]تر‌به‌‌برای‌جزئیات‌بیش)هستند‌(‌یا‌گوییم‌نرم‌باز)باز‌‌-‌ی‌آنها‌و‌انتقال

‌

‌نتایج اصلی

‌.کنیم‌می‌معرفی‌دار‌نرمی‌ها‌اتکاء‌را‌برای‌مخروط‌ۀمفهوم‌نقط‌ذیلدر‌تعریف‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌569دار‌های‌نرم‌فلپس‌در‌مخروط‌-بیشاب‌ۀقضی

‌باشد‌Vیک‌مجموعه‌اسکات‌بسته‌محدب‌در‌مخروط‌‌Bفرض‌کنید‌. 52تعریف  x ‌نقطه‌. Bیک‌نقطه‌اتکاء‌‌ را

f:گویند،‌اگر‌تابعک‌اسکات‌پیوسته‌خطی V که‌طوری‌بهوجود‌داشته‌باشد‌( ) sup ( )f x f B.
 

‌.را‌یک‌تابعک‌اتکاء‌گویند‌fچنین‌تابعک‌

f:ی‌خطی‌پیوستهها‌شامل‌تمام‌تابعک‌V*مخروط.‌باشد‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید‌ V گانرا‌دوV ‌

‌.گویند

f*ازای‌هر‌اگر‌به Vنرم‌تابع‌‌fصورت‌تعریف‌کنیم‌‌دینرا‌ب‌‌:‌

1

sup ( )
x

f f x



‖ ‖

‖ ‖‌

‌.است‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌V*گاه‌‌آن

‌:گاه‌آن.‌باشد‌ Vمحدب‌در‌مخروط‌ۀیک‌مجموعه‌اسکات‌بست‌Bفرض‌کنید‌.  53تذکر 

‌الف ‌آنبیشینه‌دارای‌‌‌‌Bۀاگر‌مجموع( f:اسکات‌پیوستهگاه‌هر‌تابعک‌خطی‌‌باشد، V یک‌تابعک‌اتکاء‌‌

‌.است‌Bبرای‌

بنابراین‌هر‌تابعک‌خطی‌اسکات‌.‌یک‌مجموعه‌بیکران‌است‌Bگاه‌‌دارای‌درون‌ناتهی‌باشد،‌آن‌ Bاگر‌مجموعه(‌ب

f:پیوسته V  ‌.‌بیکران‌هست‌Bروی‌‌‌‌‌

‌کند‌می‌یک‌متر‌القا‌Xدانیم‌که‌هر‌نرم‌روی‌فضای‌برداری‌می این‌مطلب‌برای‌هر‌نرم‌روی‌یک‌مخروط‌الزاماً‌.

‌درست‌نیست ‌ترتیبی)دو‌نوع‌توپولوژی‌وجود‌دارد؛‌یکی‌توپولوژی‌اسکات‌‌دار‌نرمتوجه‌کنید‌که‌روی‌مخروط‌. و‌(‌یا

‌(.یا‌توپولوژی‌حاصل‌از‌نرم)توپولوژی‌دیگری

2Vفرض‌کنید .54مثال  2و‌{( , ) ; 1}B x y x y   ‌ ‌‌آن. ‌محدب‌‌Bگاه ‌اسکات‌بسته یک‌مجموعه

‌‌ۀتوان‌بررسی‌کرد‌که‌مجموع‌می‌به‌راحتی.‌نیست‌بیشینهاست‌که‌دارای‌
2{( , ) : 1}x y x y    

‌.است‌Bنقاط‌اتکاء‌‌ۀمجموع

1ازای‌هر‌اسکالر‌است‌اگر‌به‌SWBدارای‌ویژگی‌‌Vگوییم‌.‌باشد‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید‌ 0 وx ‌،

xداشته‌باشیم‌ x.‌

 پیوسته‌دار‌نرمی‌ها‌برای‌مثال‌مخروط
n

 ‌ ‌،l1و‌lدارای‌ویژگی‌‌SWBهستند‌.‌

‌Vباشد‌که‌‌Vپیوسته‌‌دار‌نرمنرم‌کراندار‌اسکات‌بسته‌محدب‌ناتهی‌‌از‌یک‌مخروط‌‌ۀیک‌زیرمجموع‌Bفرض‌کنید‌

‌.ناتهی‌است‌Bدهیم‌که‌مجموعه‌نقاط‌اتکاء‌‌می‌جداسازی،‌نشان‌ۀبستن‌قضی‌کار‌هبا‌ب.‌کند‌می‌را‌تولید

‌Vمحدب‌ناتهی‌در‌‌ۀدار‌اسکات‌بست‌یک‌مجموعه‌نرم‌کران‌Bپیوسته‌و‌‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید‌. 51 ۀگزار

مجموعه‌نقاط‌اتکاء‌‌صورت‌در‌این.‌باشد‌SWBدارای‌ویژگی‌‌Vرا‌تولید‌کند‌و‌‌Vمخروط‌‌Bعلاوه‌فرض‌کنید‌‌هب.‌باشد

Bناتهی‌است‌.‌

)با‌در‌نظر‌گرفتن‌مجموعه‌جزئاً‌مرتب‌‌.اثبات , )Bدهیم‌که‌‌می‌،‌نشانBبا‌استفاده‌.‌دارای‌عنصر‌ماکسیمال‌است‌

‌Bیک‌زنجیر‌در‌‌Zفرض‌کنید‌‌.است‌Bدارای‌کران‌بالا‌در‌‌B،‌کافی‌است‌نشان‌دهیم‌که‌هر‌زنجیر‌در‌9از‌لم‌زورن

                                                           
1. Zorn’s Lemma 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

است‌که‌‌Bدارای‌سوپریمم‌در‌‌‌Z دار‌است،‌بنابراین‌نرم‌کران‌Bاست‌و‌مجموعه‌‌dcpoیک‌‌Vآل‌یکه‌چون‌ایده.‌باشد

)ۀرابط‌در‌‌mعنصر‌.دهیم‌می‌نشان‌‌mبا ) { }B m V m  دهد‌می‌نشان‌که‌کند‌می‌صدق( )B int m V  

‌ ‌این. )که‌از )int m V m ‌‌ ‌است، ‌محدب‌ناتهی ‌باز ‌اینیک‌مجموعه ‌‌از ‌خطی‌رو، ‌تابع ‌جداسازی، ‌قضیه بنابه

f:پیوسته V ازای‌هر‌به‌که‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌b Bو‌هر‌x m،( ) ( )f b f x‌.ازای‌هر‌به‌بنابراین

b B‌1و‌هر‌ ،‌

( ) ( )f b f m . 

)،ازای‌هر‌بهرو،‌‌این‌از ) ( )f b f m‌.بنابراین‌( ) sup ( )f m f Bو‌‌mیک‌نقطه‌اتکاء‌‌Bاست‌.‌

.‌باشد‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید‌.‌ی‌خاص‌نیاز‌داریمها‌فلپس،‌به‌برخی‌مخروط‌-قضیه‌بیشاب‌بررسیبرای‌

f*ازای‌به V0و‌‌ 1 شود‌می،‌تعریف‌:‌

 ‌ ( , ) { : ( )}.K f x V x f x     

‌ ( , )K f V یک‌‌مخروط‌محدب‌است‌.‌

f:کامل،‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید‌. 56لم  V یک‌تابعک‌خطی‌پیوسته‌و‌‌Bدار‌‌یک‌مجموعه‌کران‌

‌بست ‌‌ۀاسکات ‌در ‌ناتهی ‌باشد‌Vمحدب ‌این. ‌‌به‌صورت‌در ‌هر dازای Bعنصر‌ ،m Bدارد‌ ‌که‌طوری‌به‌وجود

( ( , )) { }B m K f m  و‌‌( , )m d K f  .‌

dفرض‌کنید‌. اثبات Bچون‌تابع‌.‌یک‌عنصر‌دلخواه‌باشد‌fکنند،‌بنابراین‌‌می‌دار‌را‌حفظ‌و‌نرم،‌سوپریمم‌جهت‌

: ( , )K K f ترتیب‌جزیی‌.‌،‌بسته‌است(در‌صورت‌وجود)دار‌ی‌جهتها‌تحت‌سوپریمم‌زیرمجموعه‌را‌روی‌‌B‌

‌:کنیم‌می‌صورت‌تعریف‌دینب

.x y x y K     

‌حال‌قرار‌دهید‌ {      :      }dB y B y d  ‌ ‌پایینی‌نیست‌dBمجموعه. ‌لزوماً ‌مرتب‌‌می‌نشان. دهیم‌که‌مجموعه‌جزئاً

( , )dB دهیم‌که‌می‌ابتدا‌نشان.‌دارای‌عنصر‌ماکسیمال‌است‌( , )dBبنابه‌لم‌زورن،‌.‌دارای‌عنصر‌ماکسیمال‌است‌

.‌باشد‌dBیک‌زنجیر‌در‌‌Zفرض‌کنید‌.‌است‌dBدارای‌یک‌کران‌بالا‌در‌dBکافی‌است‌نشان‌دهیم‌که‌هر‌زنجیر‌در‌

x:دهیم‌‌می‌،‌قرارZازای‌هربه .توان‌‌می‌Zبا‌تور‌صعودی‌‌ }را }xنشان‌داد‌‌ یک‌‌Bکه‌‌با‌توجه‌به‌این.

}اسکات‌بسته‌کراندار‌است‌و‌ۀمجموع }xیک‌تور‌صعودی‌است،‌بنابراین‌x x B

 ‌‌(با‌ترتیب.) علاوه‌‌هب

‌هر‌به ،xازای d K  ‌ ‌نتیجه، xدهد‌می‌که d K ‌‌ xیا d‌ .‌ dxبنابراین B‌ .‌ برای ‌،

x x K  ‌ ‌آن‌عنصر. ‌بگیرید، ‌نظر ‌ثابت‌در ‌‌را ‌نتیجه xکه‌شود‌میگاه x K ‌ ،‌ازای‌هربنابراین‌به.

x x‌ ‌این. ‌‌‌xرو،‌از ‌زنجیر ‌بالای ‌و‌Zیک‌کران ‌‌dBاست ‌ماکسیمال ‌عنصر ‌نشان‌mدارای ‌که دهد‌می‌است،

( ) { }B m K m  و‌‌m d K .‌

یک‌Bچنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌باشد‌Vیک‌زیر‌مخروط‌محدبKپیوسته‌و‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید. 51لم 

mو‌‌Vمجموعه‌اسکات‌بسته‌محدب Bکه‌طوری‌بهباشد‌‌‌( ) { }B m K m  ‌.صورت‌در‌این‌‌

 (  ( {0})) .\B m K   ‌ 

b B
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌515دار‌های‌نرم‌فلپس‌در‌مخروط‌-بیشاب‌ۀقضی

‌کنید .اثبات )فرض ( \{0}))x B m K  ‌ ‌‌آن. k\{0}گاه K‌‌ ‌دارد ‌mکه‌طوری‌بهوجود k x‌ از‌.

‌mرو،‌این k B ‌.بنابه‌فرض‌داریمm k m 0،‌بنابراینk که‌غیر‌ممکن‌است‌،.‌

در‌حقیقت،‌چون‌.‌باز‌و‌محدب‌است‌‌Bۀ،‌مجموعBمحدب‌‌ۀازای‌هر‌مجموع‌به،‌Vپیوسته‌‌دار‌نرمدر‌یک‌مخروط‌

 x BB x  بنابراین‌،Bیک‌مجموعه‌باز‌است‌و‌بنابه‌(96.‌2 Lemma 96]از‌)]Bمحدب‌‌ۀیک‌مجموع

‌.است

‌را‌با‌توپولوژی‌اسکات‌در‌نظر‌بگیرید‌و‌فرض‌کنید‌که‌دار‌نرممخروط‌‌‌‌‌.51مثال 

 B 1: , 0 .x y x y     

 B دهد‌مجموعه‌نقاط‌اتکاء‌می‌که‌نشان‌است‌Bبا‌توپولوژی‌اسکات،‌برابر‌خود‌مجموعه‌‌Bمرز‌مجموعه‌‌صورت‌در‌این

که‌برابر‌مجموعه‌ 1: , 0x y x y  در‌‌است‌Bاسکات‌چگال‌است‌.‌

‌.کنیم‌می‌فلپس‌را‌بیان‌و‌اثبات‌-بیشاب‌‌ۀقضی‌99و‌96 یها‌کار‌بستن‌لم‌هبا‌ب‌

دار‌اسکات‌بسته‌‌یک‌مجموعه‌کران‌Bباشد‌و‌‌SWBپیوسته‌با‌ویژگی‌‌دار‌نرمیک‌مخروط‌‌Vفرض‌کنید‌‌‌. 59 ۀقضی

‌صورت‌در‌این.‌کند‌می‌را‌تولید‌Vباشد‌که‌‌Vمحدب‌ناتهی‌در‌

‌باشد‌و‌‌Vآل‌یکه‌‌ایده‌Uفرض‌کنیم‌(‌الف

 1 1 2 1 2B : 0 , : , .cx B y B y B y y x U           

1xازای‌هر‌عنصر‌گاه‌به‌آن B0و‌ نقطه‌اتکاء‌m ۀاز‌مجموع‌‌Bکه‌طوری‌بهوجودارد‌‌m x k و‌k .‌

‌.چگال‌است‌Bمرز‌-در‌اسکات‌Bمجموعه‌نقاط‌اتکاء‌(‌ب

‌ج ‌پیوسته‌به( ‌تابعک‌خطی ‌هر f:ازای V ‌ ‌تابعک‌اتکاء ،h‌‌ ‌‌Bبرای ‌دارد ‌یک‌‌که‌طوری‌بهوجود روی

0داریم‌Vزیرمخروط‌ h f .‌

0فرض‌کنید (الف‌ .اثبات 1x B0و‌‌‌.گاه‌‌آنc

oy B0که‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌ 0y x U که‌،Uآل‌ایده‌

A: 0مجموعه‌.‌است‌Vیکه‌ y چون‌.‌یک‌مجموعه‌اسکات‌باز‌محدب‌ناتهی‌است‌Bپایینی‌محدب‌‌ۀیک‌مجموع‌

Aکند‌و‌‌می‌را‌تولید‌Vکه‌ B بنابراین‌تابعک‌خطی‌پیوسته‌،:f V ازای‌هر‌‌به‌که‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌

b Bهر‌‌ aو A‌ ،( ) ( )f b f a‌ ‌تابع‌fچون. ‌است، ‌کراندار ‌‌fنرم ‌که‌‌توانیم‌میرا ‌کنیم ‌انتخاب طوری

1f ‖ ‖‌.‌

bازای‌هر‌‌به‌رو،‌از‌این B،0( ) ( )f b f y‌.‌95ۀگزاربنابه‌‌،m Bکه‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌‌‌

( ) { },B m K m   ‌ 0 ( , ).m x K f    

‌:‌داریم‌99بنابه‌لم‌  \ ( {0})B m K  ‌.قرار‌دهید : ( {0 }\ )D B m K  ‌ۀبا‌استفاده‌از‌قضی‌.

g:جداسازی،‌تابعک‌خطی‌پیوسته V ازای‌هربه‌که‌طوری‌بهدارد‌ وجود‌b Bو‌d D‌،( ) ( )g b g d.‌

bازای‌هر،‌بهSWBحال‌با‌توجه‌به‌ویژگی‌  B{0}و‌ \k Kداریم‌( ) ( ) ( )g b g m g k ‌.{0}اگر \z K‌،

0ازای‌هر‌گاه‌به‌آن ‌،\{0}z K  ازای‌هر‌و‌بنابراین‌به‌b B‌، 

( ) ( ) ( ).g b g m g z   
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bازای‌هر‌‌در‌نتیجه،‌به‌ B،( ) ( )g b g mو‌‌mاتکاء‌‌ۀیک‌نقط‌B0چون‌.‌است‌m x K بنابراین‌،k K‌

‌0mکه‌طوری‌بهوجود‌دارد‌ x k و‌‌‌

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .k f k f m f x f y f x f        

دهیم‌اگر‌‌می‌ابتدا‌نشان(‌ب
0  \x BB ،0گاه‌‌آن‌xاتکاء‌برای‌مجموعه‌ۀیک‌نقط‌Bکه‌‌با‌توجه‌به‌این.‌است‌

0B x این‌ ‌‌از f:تابعکرو، V ‌ ‌است ‌هر‌به‌که‌طوری‌بهموجود bازای Bو‌
0y x‌،

( ) ( )f b f y‌ ‌ویژگی‌. ‌بهVمخروط‌‌SWBبنابه ،‌ bازای‌هر B، . 0( ) ( )f b f x
 

یک‌‌0xبنابراین‌

 .است‌اتکاء‌ۀنقط

‌نشان‌ ‌‌می‌حال ‌اتکاء ‌نقاط ‌مجموعه ‌مجموع‌Bدهیم ‌خود ‌است‌‌Bۀدر ‌چگال 0xفرض‌کنیم. Bو‌U یک‌‌

اگر‌.‌باشد‌0xاسکات‌باز‌دلخواه‌شامل‌‌ۀمجموع
0x B0،‌آنگاه‌xفرض‌کنید‌.‌است‌یک‌نقطه‌اتکاء‌

0x B.از‌‌

‌0yرو،‌این B‌0که‌طوری‌بهموجود‌است‌‌ 0x y‌.مجموعه‌جزئاً‌مرتب
0xوضوح‌هر‌زنجیر‌‌هب.‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌

در‌
0xدارای‌کران‌بالا‌در‌‌

0x‌‌ بنابه‌لم‌زورن‌مجموعه‌‌رو،‌از‌ایناست،
0xدارای‌عنصر‌ماکسیمال‌مانند‌‌m‌

چون‌.‌است
0m x0رو‌از‌این‌x m‌ نتیجه‌گرفت‌که‌توان‌‌می.‌است‌نیز‌ Bیک‌عنصر‌ماکسیمال‌برای‌mنقطه‌.

m Bصورت‌این‌،‌زیرا‌در‌غیرy Bکه‌‌که‌طوری‌بهموجود‌است‌‌m yبنابراین.‌و‌این‌یک‌تناقض‌است‌m ‌

‌.است‌نیز‌mشامل‌رو،‌‌از‌ایناست‌‌‌0xیک‌مجموعه‌بالایی‌شامل‌نقطه‌‌ Uچون.‌است‌ Bاتکاء‌برای‌ۀیک‌نقط

f:فرض‌کنید(‌ج V 0یک‌تابعک‌خطی‌پیوسته‌باشد‌و‌‌ 1 ‌.مخروط‌( , )K f را‌در‌نظر‌بگیرید‌‌.

m،‌عنصر‌99و‌‌96ی‌ها‌لم‌هبناب Bکه‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌‌‌

( ( , ) {0 ) .\ }B m K f     

‌قضی‌ ‌پیوسته‌ۀبنابه ‌خطی ‌تابعک :جداسازی، Vh ‌‌ ‌دارد ‌هربه‌که‌طوری‌بهوجود bازای Bو‌‌

( , \) {0}c K f ،( ) ( )h b h m c ‌ ‌نشان. ‌‌می‌این ‌که ‌‌بیشینۀ‌hدهد ‌روی ‌را ‌و‌‌می‌Bخود گیرد

( ) ( )h c f c h  ‌ .‌ ‌‌عدد ‌تابع ‌‌می‌را‌hو ‌که ‌انتخاب‌کرد ‌طوری (c)توان ( )h f c‌ بنابراین‌روی‌یک‌.

V‌،0زیرمخروط‌ h f کند‌می‌که‌اثبات‌را‌کامل‌.‌

‌.رسانیم‌می‌اساسی‌فوق‌به‌پایاناین‌بخش‌را‌با‌یک‌مثال‌‌در‌خصوص‌قضیه‌

‌فرض‌کنید‌.21مثال 

1 {( ) : }.,i i i i

i

x x x     

واضح‌است‌که‌مجموعه
1: {( ) : 1}i i i

i

U x x  توان‌می.‌است‌1دار‌اسکات‌بسته‌در‌‌یک‌مجموعه‌کران‌‌‌

‌که ‌کرد *بررسی

1( ) ‌ .‌ ‌کنید ‌به‌zفرض :متعلق {( ) : 1}i iD x U x  ‖ ‌دهید .باشد‌‖ قرار

: (1,1,1,...)e  ‌،صورت‌در‌این‌eیک‌تابعک‌اتکاء‌و‌‌zیک‌نقطه‌اتکاء‌برای‌‌Uرو،‌ازاین.‌است‌Dۀمجموع‌‌

‌.است‌Uنقاط‌اتکاء‌

‌

‌

‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

16
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.2

.6
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
05

 ]
 

                             8 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.165
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.2.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2605-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌513دار‌های‌نرم‌فلپس‌در‌مخروط‌-بیشاب‌ۀقضی

 گزاری سپاس

‌به‌ۀاز‌آقای‌دکتر‌اصغر‌رنجبری‌عضو‌هیأت‌علمی‌دانشکد نظرات‌و‌پیشنهادات‌‌دلیل‌علوم‌ریاضی‌دانشگاه‌تبریز،

‌.کنیم‌میارتقا‌کیفی‌این‌پژوهش‌تشکر‌‌برایمفید‌

 منابع

1. Abramsky S., Jung A., "Domain theory, In S. Abramsky, D. M. Gabbay, and T. S. E. 

Maibaum, editors, handbook of logic in computer science", Clarendon Press 3 (1994) 1-168. 

2. Aliprantis C. D., Border K. C., "Infinite dimensional analysis: A hitchhiker's guide", 

Springer; 3rd edition (2007). 

3. Bishop E., Phelps R. R., "The support functionals of a convex set", Convexity, Proc. 

Sympos. Pure Math, Amer. Math. Soc., Providence, R. I. 7 (1963) 27-35. 

4. Cobzas S., "Functional analysis in asymmetric normed spaces", Birkhäuser (2013). 

5. Fabian M., et al., "Banach space theory: The basis for linear and nonlinear analysis", 

Springer (2010). 

6. Fletcher P., Lindgren W. F., "Quasi-Uniform spaces", Marcel Dekker (1982). 

7. García-Raffi L. M., Romaguera S., Sánchez-Pérez E. A., Valero O., "Metrizability of the unit 

ball of the dual of a quasi-normed cone", Boll. Unione Mat. Ital. Sez. B Artic. Ric. Mat. 7-B 

No. 2 (2004) 483-492. 

8. Klee V., "Extremal structures of convex sets", Math. Z. 69 (1958) 98. 

9. Valero O., Oltra S., "Isometries on quasi-normed cones and bicompletion", New Zealand 

Journal of Mathematics, 33 (2004) 83-90. 

10.  Romaguera S., Sánchez-Pérez E. A., Valero O., "Dominated extensions of functionals and 

v-convex functions on cancellative cones", Bull. Austral. Math. Soc. 67, No. 1 (2003) 87-94. 

11.  Romaguera S., Sánchez-Pérez E. A., Valero O., "Quasi-normed monoids and quasi-

metrics", Publ. Math. Debrecen 62, No. 1-2 (2004) 53-69. 

12.  Romaguera S., Sánchez-Pérez E. A., Valero O., "Duality and dominating extension 

theorems in noncancellative normed cones", Bol. Soc. Mat. Mexicana 12, No. 3 (2006) 33-

42. 

13.  Romaguera S., Sánchez-Pérez E. A., Valero O., "A characterization of generalized 

monotone normed cones", Acta Math. Sin. (Engl. Ser.) 23 (2007) 1067-1074. 

14.  Romaguera S., Schellekens M., "Quasi-metric properties of complexity spaces", Topol. 

Appl., 98 (1999) 311-322. 

15.  Sadeqi I., "Support functionals and their realation to the Radon-Nikodym property", 

IJMMS, 16 (2004) 827-832. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

16
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.2

.6
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
05

 ]
 

                             9 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.165
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.2.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2605-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌514
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

16.  Selinger P., "Towards a semantics for higher-order quantum computation", In Proceedings 

of the 2nd International Workshop on Quantum Programming Languages, Turku, Finland. 

TUCS General Publication, No. 33 (2004) 127-143. 

17.  Valero O., "Quotient normed cones", Proc. Indian Acad. Sci. Math. Sci. 116 (2003) 175-

191. 

18.  Valero O., "Closed graph and open mapping theorems for normed cones", Proc. Indian 

Acad. Sci. Math. Sci. 118, No. 2 (2008) 245-254. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

16
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.2

.6
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
05

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            10 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.165
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.2.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2605-fa.html
http://www.tcpdf.org

