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 چکیده
انتشار معادله اینمقاله می-در نظر در کسریرا مشتقمرتبه گیریمهمرفتبا دستآوردنیکروشبرایبه.

تعاریفگرانوالد از استفاده با معادله در مشتقاتکسریموجود لتنیکوفانتقال-عددی، شوندگزینمیجاییافته  برای.

کرانک متناهی روشتفاضل با را معادله مشتقاتجزئی شده، ارائه روشعددی گسسته-بهبود کسری سازینیکلسون

،سازشرطپیشسپسبامعرفییکماتریس.صورتغیرمشروطپایداراستدهیماینروشبهچنیننشانمیهم.کنیممی

یافروشکم تعمیم GMRES)تهترینمانده معادلاتجبریپیش( برایحلدستگاه را شده دستآمدهبهشرطساز

راآزمایششرطسازشدهپیشGMRESدرپایانباهدفتأییدنتایجنظری،باارائهیکمثالروش.معرفیخواهیمکرد

.کنیممی

  .شدهسازشرطپیشGMRESیافته،لتنیکوفانتقال-گرانوالدنیکلسونکسری،-همرفتکسری،کرانک-انتشارۀمعادل:کلیدیهای  واژه


 مقدمه

مشتق انتگرالاستکه حسابدیفرانسیلو تعمیمیاز انتگرالمحاسباتکسری، و دلخواهها مرتبه از آن هایدر

دیفرانسیلیبامشتقاتجزئیکهمشتقاتدرآنازمرتبهکسریباشند،معادلهدیفرانسیلبامشتقاتۀبهمعادل.باشند

امروزهدربسیاریازعلوم،معادلاتدیفرانسیلبامشتقاتجزئیکسریکاربردیگسترده.شودجزئیکسریگفتهمی

،[1]،[1]،الکترمغناطیسونظایرآناشارهکردبررسیجریانسیالدریکمایعتوانبهعنوانمثالمیبه.یافتهاست

محیطیبادقتبالاازدیگرهایزیستسازیمسائلفیزیکی،شیمیایی،دستگاهچنینتوصیفومدلهم.[5]،[4]،[9]

[2]شودکاربردهایمهمحسابانکسریمحسوبمی توجهبهکاربردهایبسیارگستردهدرسال[.9]، با هایاخیر

لازمبهذکراستبرایحلاینگونهمعادلاتهمیشهجوابتحلیلی.ددارزیادیهااهمیتنهمعادلات،حلآنگواین

میهایعددیبرایحلآنهمیندلیلازروشبهونیستموجود استفاده شودها کهدرنهایتباحلیکدستگاه.

 تنکروبرو ابعادبزرگو شویممیمعادلاتخطیبا ،مذکورهایدستگاهحلبرایمستقیمهایروشنگرفتکاربه.

گونهمعادلاتکههایتکراریکلاسیکنیزبرایایناستفادهازروش.محاسباتیزیادیرابههمراهخواهدداشتۀهزین

گاوس نمونه-روشژاکوبی، تخفیفمتوالی فوق و ازسایدل پیآنای در را مشکل این هستند، تعدادداردها که

هایزیرفضایدرراستایمرتفعساختناینمشکلاتروش.ددارنیزیاددقتوجوابیافتهالگوریتمافزایشتکرارهای

استکهبرایحلGMRESهایشناختهشدهزیرفضایکرایلوفروشتکرارییکیازروش.اندکرایلوفمعرفیشده

تنکبسیاردستگاه بزرگو ابعاد با استهاینامتقارن مفید و کارامد معادلاتخطی. Axدستگاه = bنظر در را
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Aدرآنکهگیریممی
n n

ومقادیراستنامنفردn
b وn

x ایمشخصهماتریسچندجمله.هستند A

[1]باشد . کیلیطبق -قضیه داریم q(A)همیلتون = 0 . بودن نامنفرد میAاز )اگر گیریمنتیجه )q ،

0a = det(A) 0،روازاین:

1 1 2

1 1

0

1
A = - (A + a A +…+a I)

a

n n

n

  

  

:داریمراجوابدقیقدستگاهدرنظربگیریم،xبنابرایناگر

1 1 2 2 1

1 1

0

1
x = A = - (A + a A +…+a ) span{b,Ab,A b,…,A b}

a
b b b bn n n

n

   

   

nبردارازایبه:تعریف
b وماتریسA

n n
زیرفضایکرایلوف ،k-0بعدیk (A, r )kب تعریفصورتدینرا

:کنیممی
2 1

0k (A, r ) = span{b,Ab,A b,…,A b}, k =1,2,…,n.
k

k

  

:هایزیرفضایکرایلوفمستقلخطیاستزیراتواننتیجهگرفتبردارچنینمیهم

1 1 2 2 1

1 1

0

1
A = - (A + a A +…+a ) span{b,Ab,A b,…,A b}

a
b b b bn n n

n

   

   

2پسهرجوابدستگاهدر 1
span{b,Ab,A b,…,A b}

nتواننوشتمیرو،ازاین.واقعاست:
1

0 1 1
0

α A b 0 (α ,α ,…,α ) 0
n

j

j n
j






    

می نشان شده حاصل استنتیجه خطی مستقل کرایلوف زیرفضای دهد، . روشkxمحاسبۀبرای تکراریاز های

می کنیمزیرفضایکرایلوفاستفاده باشد0xفرضکنید. دستگاه اولیه یکجوابتقریبی جوابGMRESروش.

0رادرزیرفضایkxتقریبی k 0x + k (A, r :کندکهایپیدامیگونهبه(


0 0

2
(A,r )

min .
kx x K

b Ax
 

                                                     (1)  

0بنابراین.کمینهشود k 0x x + k (A, r )نوشتصورتدینتوانب،رامی:
k-1

j

0 j 0
j=0

x = x + α A r ,                                             (1)  

:ونتیجهگرفت
k-1

j+1

0 j 0
j=0

r = b - Ax - α A r ,                                 (9)  

kpایدرگامبعدیچندجمله (t)کنیمصورتتعریفمیدینراب:
1

1

k 0 k

0

p (t) = (I - )r p (0) = 1,
k

j

j

j

t






  

:شودسپسنتیجهمی

k 0= p (A)r ,r

kpکهطوریاستبهkایحداکثرازدرجهیکچندجملهkpکهدرآن (0) = هایقبلازمحاسباتقسمت.است1

:شودنتیجهمی


k k

k k k 0 k 02 2 2 2
p (t) P

r = b - Ax = p (A)r p (A)rmin .


                          (4)  

kدرآن kp PوkrماندهتکراربردارباقیkامروشGMRESروش[.3]استGMRESجوابتقریبیkxرادر

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
1.

39
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.1
.5

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-0

1-
31

 ]
 

                             2 / 14

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.1.39
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.1.5.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2612-en.html


 04همرفتکسری-برایحلمعادلهانتشارپیششرطسازشدهتعمیمیافتهکمترینماندهروش

 فضای 0زیر k 0x + k (A, r میگونهبه( ایپیدا که کمکند 1)ترینمربعاتخطیمسئله شود( کمینه فرض. ابتدا

:کنیمماتریسمی

k 1 2Q = [q ],,q , ,qk                                                 (5)  

kکرایلوفزیرفضایبراییکهمتعامدپایهیکشدهمحاسبه[12]1الگوریتمآرنولدیوسیلۀبههایآنکهستون 0k (A, r )

kروبرایهربردارازاین.باشد 0 k 0x - x k (A, r )بردارk

ky شودکهاییافتمی:

 k 0 k kx = x + Q y ,                                         (2)  

رابطۀآرنولدیفرآیندچنینهم
1 1,k k k kAQ Q H 0کهفرضاینبا.دهدمینتیجه راr 1,0)و, ,0)  

 :داریم

 0 k k 0 k k2 2
y y

b - A(x + Q y ) = r - AQ ymin min
k k 

 

1, k 2
y

- H ymin .
k

k k 



                                   (9)  

اساسرابط می(9)ۀبر بردارمشاهده که kشود

ky کم استترینمربعاتخطیجوابمسئله با. اکنون

توانگفتسرعتدرواقعمی.دستآوردهرابkyراحلکردهوبردار(9)ۀتوانمسئلاستفادهازروشهایمختلفمی

بنابراینبرای.ثیرعددحالتماتریسضرایباستأدستگاهمعادلاتخطیتحتتهایتکراریبرایحلگراییروشهم

هم سرعت روشتسریع زیرفضایگرایی ماتریسمیکرایلوفهای از توان کردسازشرطپیشهای ماتریس.استفاده

تریدحالتکمکندکهازعدارزیتبدیلمیماتریسیاستکهدستگاهمعادلاتخطیرابهدستگاههمسازشرطپیش

کسریۀرفتکسریبامشتقمرتبهم-انتشارۀدراینمقالهمعادل.[11]،[11]نسبتبهدستگاهاولیهبرخوردارباشد

بااستفادهازتعاریفگرانوالدشدرویمکانبررسی ابتدا وسپسباروشتفاضل[14]،[19]1یافتهلتنیکوفانتقال-،

ادامهپایداریوسازگاریسازیمیگسسته[15]کسری9نیکلسون-متناهیکرانک در روشتفاضلمتناهیبرشود،

ازنمقالهیدرا.است[15]کهمشابهروشدادهشدهدر،شدهاستیافتهبحثلتنیکوفانتقال-تعاریفگرانوالدۀپای

ب[11]انددهکریمعرفیانتشارکسرۀحلمعادلینوهمکارانشبرایرانگلکهیسازشرطشیسپیماتر حلیرا،

همرفتکسرۀمعادل میانتشار میکنیاستفاده معادلاتسازشرطپیشGMRESروش. دستگاه حل برای شده،

بهجبری مطرح [12]شودمیدستآمده ارائ. با نظری، نتایج هدفتأیید با پایان GMRESیکمثالروشۀدر

سازشرطپیش آزمایش را کنیممیشده میو شودملاحظه روش کارایی از نشان عددی نتایج GMRESکه

.سازشدهدارندشرطپیش

 هم رفت کسری - معادله انتشار

:مرزیدادهشدهدرنظربگیرید-راباشرایطاولیههمرفتکسرییکبعدیزیر-معادلهانتشار

  

α α

+ -α α

+ -

L

0 L

L R

u(x, t) u(x, t) u(x, t) u(x, t)
= -v(x, t) + d (x, t) + d (x, t)

t x x x

+s(x, t), x x x , t > 0,

u(x,0) = u (x), x x x ,

u(x , t) = 0, u(x , t) = 0, t  0,

R

R

   


   


 



  



                  (1)  

 

                                                           
1.Arnoldi  

2. Shifted Grünwald-Letnikov 
3. Crank-Nicholson 
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,s(xکهدرآن t)،1منشأاولیه   ،d (x, t) 0 ضرایبانتشاروv(x, t) 0واستراندگیازفرایند

0u (x)،
Lu(x , t)،

Ru(x , t)ترتیبشرایطاولیهومرزیهستندبه.

:ترتیببرابراندبابهαلتنیکوفازمرتبه-گرانوالدچپراستومشتقکسری


+

x -x
α

h
(α)

kα α
h 0 k=0

-

u(x, t) 1
= lim g u(x + kh, t),

x h

R 
 
 







                             (3)  


+

x-x
α

h
(α)

kα α
h 0 k=0

+

u(x, t) 1
= lim g u(x - kh, t),

x h

L 
 
 







                            (12)  

کهدرآن h طولگام،  . تابعجزءصحیحو (α)

kg صورتتعریفدینندکهبهستلتنیکوف-ضرایبگرانوالد

:شوندمی  
k

(α)

k

-1
g = α(α -1)…(α - k +1); k =1, 2, .

k!

( )
                              (11)  

(α)ضرایب

kgصورتقابلمحاسبههستندطوربازگشتیبدینبه:

(α) (α) (α)
k k-10

α +1
g = 1, g = (1- )g

k
.                                 (11)  

تعاریفهمیندلیلازبه.کنددریکروشتفاضلمتناهیناپایداریایجادمی(12)و(3)یکبرشمستقیمازروابط

:کنیمصورتاستفادهمیدینیافتهبلتنیکوفانتقال-گرانوالد
α n+1

(α) mn m
k n-k+1α α

k=0+

u(x , t ) 1
= g u + O(h)

x h
,




                                         (19)  

α N-n+1
(α) mn m
k n+k-1α α

k=0-

u(x , t ) 1
= g u + O(h)

x h
.




                                       (14)  

1فرضکنید :4لم  2 و(α)

jgصورتدراین.تعریفشدهباشد(11)ۀبااستفادهازرابط:

(α)(الف (α)(α) (α)
0 1 32

g = 1, g = -α 0< > >, g g …> 0,

(ب
n

(α) (α)

j j

j=0 j=0

g g< 0 0, = ,


 برای, n 1

(α)(ج -(α+1)

j.g = O(j )

(α)بااستفادهاز:[49] برهان j

j

α
g = (-1)

j

 
 
 

:واضحاستکه

(α) (α)

0 1g = 1, g = -α.                                   (15)  

:تواننتیجهگرفتمی(11)بازگشتیۀچنینبااستفادهازرابطهم
(α) (α)

2 3g g> >…> 0  

(α)ضرایب

jg1)عنوانضرایبیازسریتوانبرایتوانندبهمی z)


درنظرگرفتهشوند(12)صورتبه:

α j j (α) j

j
j=0 j=0

α
(1- z) = (-1) z = g z

j
.

 

 
 
 
 

                          (12)  

1zاگر گاهداریمباشد،آن:
(α)

j
j=0

g = 0.


                                                             (19)  
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:ازطرفی  


n

(α) (α) (α) (α)

j j j
j=0 j=n+1 j=

n

j
j=0 0

< g + g = gg .
 

                             (11)  

:تواننتیجهگرفتمی(19-11)ازروابط


n

(α)

j
j=0

g 0.                                           (13)  

:[13]بااستفادهازفرمولاسترلینگ(ج
x -x

Γ(x +1) 2πx x e , ~  
و

(α)

j

Γ(j - α)
g =

Γ(-α)Γ(j+1)
,  

:داریم
(j-1-α) -(j-1-α)

j -j

2π(j -1- α)(j -1- α) eΓ(j - α)

Γ(j+1) 2πjj e
~  

(j-1-α)
1

j

j -1-α (j -1- α)

j
,

j
e


  

:درنتیجه
(j-1-α)

α+1 j α+1 1

j

(j -1-α) α +1 j
= (1- ) ( )

j j j -1-α
j ,e

   

:خواهیمداشت


Γ(j - α) -α-1

j .
Γ(j+1)

~                                             (12)  

.شودبنابرایناثباتکاملمی

 نیکلسون کسری - روش تفاضل متناهی کرانک

ۀباز L Rx , xرابه Nباطولگاممکانیۀزیربازhۀوباز 0,TرابهMباطولگامزمانیۀزیربازΔt

:بنابراینداریم.کنیمافرازمی

 R Lh = x = x + nh; n = 0,1, 2,…,N.
N

x - x
, Ln           (11)  

و


T

Δt = t = mΔt; m = 0,1, 2,…,M.m
M

,            (11)  

nراکهعبارتاستازمذکورشبکهعمومینقاط m(x , t دیفرانسیلرادراینشبکهنقاطۀگیریمومعادلدرنظرمی(

:کنیمبرایآسانیکارفرضمی.سازیمگسستهمی
(m) (m)

±,n ± n mn n m= u(x , t ), d = d (x , t ),u                                  (19)  
1(m+ ) (m)2

n n mn n m m+1s = s(x , (t + t ) / 2), v = v(x , t ).                     (14)  

سازیمشتقاتجزئیبرایگسسته
u u

,
t x

 

 
رونسبتبهمکانوتقریبتفاضلترتیبازتقریبتفاضلپسبه
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مرکزیباگامزمانی
Δt

2
:کنیم،یعنینسبتبهزماناستفادهمی


(m) (m)

n m n n-1u x , t u - u
= + O(h),

x h

( )


                                        (15)  


(m+1) (m)

n m+1 2 2n n
u x , t u - u

= + O( t) .
t

( )

t




 
                                  (12)  

:صورتاستدینشکلکلیمعادلهتفاضلمتناهیب(1)ۀبرایمعادل



n 1m+
2 n m

n m+1

n 1m+
2

u(x, t) 1 (x, t) (x, t) (x, t)
= -v(x, t) + d (x, t) + d (x, t)-+(x ,t )t 2 x x x (x ,t )

1 (x, t) (x, t) (x, t)
+ -v(x, t) + d (x, t) + d (x, t)-+

2 x x x (x ,t )

+ s(x, t)
(x , t )

u u

u u

.

u

u

 

 

 

 

 

 

   

   

  

  

 
 
 

 
 
 

     

(19)

 

وصرفنظرکردنازخطایبرشیمعادلهتفاضلیحاصل(11-19)و(15-12-19)بنابراینبااستفادهازروابط

:صورتاستدینب



(m+1) (m+1)(m+1) (m) (m+1) (m+1)
n+1 N-n+1

+,n -,n(m+1) (m+1) (α) (m+1) (α) (m+1)n n n n
n-1 n j n- j+1 j n+ j-1α α

j=0 j=0

(m) (m)(m) (m)
n+1

+,n -,n(m) (m) (α) (m)n n
n-1 n j n- j+1α

j=0

d du - u v v1
+ - u + u - g u - g u =

Δt 2 h h h h

d dv v1
- - u + u - g u -

2 h h h h

 



 
 
 

N-n+1 1(m+ )(α) (m) 2
j n+ j-1 nα

j=0

g u + s .
 
 
 

( )28

 

اگر


1 1 1 1(m+ ) (m+ ) (m+ ) (m+ )(m) (m) (m) (m) T T2 2 2 2

1 2 N-1 n 1 2 N-1u = (u ,u ,…,u ) , s = (s ,s ,…,s ) ,       (13)
 

(m)و
DL  

(m)و
DRماتریسهاییقطریباشند:

(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)

+,1 +,2 +,N-1 -,1 -,2 -,N-1D = diag(d ,d ,…,d ), D = diag(d ,d ,…,d ).L R  

(m)،وN-1ۀماتریسیواحدازمرتبIچنینهم
RوαGصورتدینلیتزبهایدوقطریپایینوتاپترتیبماتریسبه

[.11]،[12]باشند
(α) (α)(m)
1 01

(α)(m) (α)(α)(m)
22 012

(m)(m) (α) (α)
(m) 33 2 1

α

(α)(α)(α)
01N-2

(m) (m) (α) (α)(α) (α)
N-1 N-1 2 1N-1 N-2

g g0 0 000 0 0v …

00 0 0 gv gg…-v

0 0…v-v g g0
G =

0

0 ggg0 0

… -v v… g g0 0 g g

0

,R 

 
 
 
 
 
 
 
 
   


 
 
 
 
 
 
 
 



 

:نوشت(92)صورتماتریسیتوانبهرامی(11)ۀرابط
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(m+1) (m+1) (m+1)1
I + A u = b

2
,

 
 
 

                                     (92)  

کهدرآن


L

(m+1) (m+1) (m+1) (m+1) T

α R αα

Δt Δt
A = ( R - (D G + D G )),

h h
                            (91)  

و
1

(m+ )
(m+1) (m) (m) 2

1
b = (I - A )u +Δts

2
,                           (91)  

(m+1)هایماتریسدرایه.است
Aبرایi, j =1,2,…,N  :شوندتعریفمی(99)صورتبه1-

(m+1) (m+1) (m+1) (α)

i i i 1

(m+1) (m+1) (α) (m+1) (α)

i i 2 i 0

(m+1) (m+1) (α) (m+1) (α)

i, j i 0 i 2

(m+1) (α)

i i- j+1

(m+1) (α)

i j-i+1

r - (ξ - η )g j = i,

-r - (ξ g - η g ); j = i -1,

a = -ξ g - η g j = i +1,

j i -1,<

>

-ξ g

j i +1.
-η g

;

;

;

;

�









                      (99)  

:یابیمکهدرآنمی
(m+1)

-,i(m+1)

i α

d Δt
η =

h
.

(m+1)

+,i(m+1)

i α

d Δt
=

h
ξ , 

(m+1)
(m+1) i
i

v Δt
r =

h
,  

iواضحاستکهبرای j،(m+1)

i, ja 0.[11]خواهیمداشت(99)ورابطه1بااستفادهازلم:
1

(m+1) (m+1)

i,i i, j
j=0
j 1

i+1 N-i+1
(m+1) (m+1) (m+1) (α) (m+1) (m+1) (α) (m+1) (α)

i i i 1 i i i k
k=0
k 1

(m+1) (m+1) (m+1) (α) (m+1) (m+1) (m+1) (α)

i i i 1 i i i k
k=0
k 1

(m+1) (m+1)

i i

a - a

= r - (ξ + η )g - (r + ξ g + η g )

> r - (ξ + η )g - r - (ξ + η ) g

= r - (ξ +

N

k













 



(m+1) (α) (m+1) (m+1) (m+1) (α)

i 1 i i i 1η )g - r + (ξ + η )g = 0.

            (94)  

روماتریسازاین.یکماتریسقطرغالبسطریاکیداست(92)شودماتریسضرایبدستگاهملاحظهمیکهچنان

.جوابیکتادارد(92)پذیرودستگاهمعکوس

 تحلیل پایداری  
.کنیمهمرفتکسریمطرحواثباتمی-ایرادرراستایپایداریمعادلهانتشاردراینبخشقضیه

.صورتغیرمشروطپایداراستیافتهبهلتنیکوفانتقال-برپایهتعاریفگرانوالد(92)روشتفاضلمتناهی:4 ۀقضی

1وAیکمقدارویژهماتریسفرضمیکنیم:برهان 2 1( , , , )NV v v v اگر.بردارویژهمتناظرباآنباشد

1 1
maxk i

i N
v v

  
گاهفرضشودآن:


N-1

j=0, j 1
kk kj j ka a V V



                                 (95)  

:داریم(95)قدرمطلقازرابطۀگرفتنبا

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
1.

39
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.1
.5

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-0

1-
31

 ]
 

                             7 / 14

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.1.39
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.1.5.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2612-en.html


هایریاضیپژوهش1931بهاروتابستان،1،شماره5جلد04
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

    
N-1 N-1

j=0, j 1 j=0, j 1

1kk kj j k j k kk kja a v v v v a a 
 

                               

:روازاین
N-1

(m+1) (m+1) (m+1) (α)

i i i 1
j=0, j 1

a r - (ξ + η )g ,kj


                               (92)  

:شودهایقبلنتیجهمیهایقسمتهازمحاسب  
(m+1) (m+1) (m+1) (α)

i i i 10 2(r - (ξ + η )g ),   

(α)کهباتوجهبهاین

1g < >گیریماست،نتیجهمی0 1(1 2).1بنابراین
1+ λ(1 2)( 2) 1  .رو،ازاین

شعاعطیفی
-1

A A
I + I -

2 2

   
   
   
صورتغیرمشروطپایداربه(92)ترازیکاستدرنتیجهروشتفاضلمتناهیکم

 .است

تواننتیجه،سازگارباشدبنابراینمی(15-12)و(19-14)دانیمروشسازگاراستاگرهریکازروابطمی:تبصره

2گرفتاینروشسازگاربایکخطایبرشیموضعی
O(h + (Δt) بنابراینبر.دلخواهاستΔtوhبهازایهر(

.همگرااست(92)متناهیشودروشتفاضلنتیجهمی] 19[ارزیلکساساسنظریههم



 ساز  شرط پیشماتریس 

برای.[11]انددهکرکهرانگلینوهمکارانشمعرفییاستسازشرطپیشدراینبخشهدفمعرفیماتریس

راαGهاییازماتریسرسیدنبهاینهدفویژگی
 

 .کنیممطرحواثباتمی

A ماتریس: [3] تعریف = (a )
n n

ij


، 

L-ازایشوداگربهماتریسگفتهمیi =1,2, , nۀرابطa > 0iiازایوبهi jۀرابطa 0ij ،برقرارباشد 

M-شوداگرماتریسگفتهمیL-1ماتریسینامنفردبا
A 0


باشد. 

.ماتریساست–MیکG-ماتریس:4 لم

Eفرضکنید: برهان = -G.وضوحماتریسبهEنوشت(93)صورتتوانبهرامی: 
1

1

E = D - (D - E) = D(I - (I - D E)),

B = I - D E,




                               (93)  

:کهباتوجهبهاین.استG-بخشقطریماتریسDکهدرآن
-1

(I - D E)x = λx (D-E)x = λDx ,                      (42)  
رو،ازاین  

 
N-1

(α) (α) (α)

1 i 1 i j j
j=0

λg x = g x - g x i =1,2,…,N -1.;                          (41)  

:بنابراین  
N-1

(α) (α)

j 1 i
j=0, j1

- g x = λg x ,                                         (41)  
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N-1
(α)

jN-1
j=0, j 1(α) (α)

1 j j j (α)
j=0, j 1

1

g

λ g x g x λ
g

,






                            (49)  

:خواهیمداشت1ازلم

( ) ( )

1
0,

>
n

j
j j i

g g
 

 

  

1شودنتیجهمی.اکیداستیکماتریسقطریغالبسطریEبنابراین
ρ(I -D E) 1<



ρ(B)یا  < :داریم1

(44)-1 -1
I - D E = B I - B = D E,

(45)-1 -1 -1 i

i=0

(D E) = (I - B) = B 0,


 

(42) 
1 -1

I - B E D 0.

 

:دهدنشانمی(42)ۀرابط

(49)-1
E = -G 0. 

کهازاین α-GیکL–ماتریسو 
-1

α-G 0گیریمکهیکاست،نتیجهمیM -ماتریساست.

آوردنیکدست،برایبه[14]هااستماتریس-Mبادرنظرداشتناینکهماتریسقطرییکانتخابمناسببرای

:[11]کنیمتجزیهمی(41)صورترابهG،سازشرطپیشماتریس

(41)α α,k α α,kG = G + (G - G ),
:داریمکهدرآن

(α)(α)

01

(α)(α)
01

(α)

k
α,k (α)

k+1

(α)

0

(α)N-1(α) (α)
j=k+1 jk 1

gg 0

0gg

g
G = +

g

g

gg g

.



   
   
   
   
   
   
   
   
     



α,kGمجموعیازیکماتریسباپهناینوار k+1شاملقطرهایمرکزیازαGطوربه.ویکماتریسقطریاست

:[11]تواننشاندادمشابهمی

.ماتریساست-Mیکα,kG(الف

.یکماتریسقطریغالبسطریاکیداستα,kG(ب

(α)از(ج -(α+1)

kg = O(k :تواننتیجهگرفتمی(
-α

α α,kG - G = O(k )


. 

(m+1)بنابراینماتریس
Aتوانبهدوبخشزیرتجزیهکردرامی:

(43)
   

(m+1) (m+1) (m+1)

k kA = A + B ,

:یابیمکهدرآنمی

L

(m+1) (m+1) (m+1) (m+1) T (m+1) (m+1) (m+1)
k kα,k R α,kα

Δt Δt
A = ( R - (D G + D G )), B = A - A .

h h
k (50)

(m+1)اگرماتریس

k(I - A (m+1)تقریبیازماتریس(
(I - A :خطاینسبیآنعبارتاستاز.باشد(
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L

(m+1) (m+1) T(m+1) (m+1)
L α α,k R α α,kαk

(m+1)
(m+1) (m+1) T

α R αα

Δt
D (G - G ) + D (G - G )(I - A ) - (I - A )

2h = O(k ).
Δt(I - A ) D G + D G

2h

 




  

(m+1)شودخطاینسبیبینمشاهدهمی
(I - A (m+1)و(

k(I - A بهاندازهکافیبزرگباشد،خیلیکوچکk،وقتی(

(m+1)بنابراین.است (m+1)

kP = (I - A )kکارادرنظرگرفتسازشرطپیشعنوانیکماتریستوانبهرامی.

 

 شرط ساز شده پیش GMRESروش   

.]15[هایزیرفضایکرایلوفارائهشدعنوانیکیازروشبه1سعدوشولتزوسیلۀبهGMRESروش1312درسال

(m+1)ضرایبیعنیهایتکراریبهعددحالتماتریسکهگفتهشدسرعتهمگراییروشچنان (m+1)
C = (I - A )

بستگیدارد (m+1)اگر.
C ممکناستسرعتهمگراییروشکندبوده، ازاینبدوضعباشد، برایافزایشسرعترو،

شرطسازیاستفادهکرداینامرباعثافزایشسرعتهایپیشتوانازروشهایزیرفضایکرایلوفمیهمگراییروش

همگراییخواهدشد استفادهازروش. شرطسازهایپیششرطسازیبهدستگاههایپیشدستگاهمعادلاتخطیبا

توانهامیترینآنوجودداردکهازمهمهادستگاهاینشرطسازیهایمتفاوتیبرایپیشروش.شوندشدهتبدیلمی

بهدینب که کرد راسترتیبپیشصورتاشاره میشرطسازیاز چپنامیده و دوطرفه بنابراینبهت، جایحلشود

:کنیمیکیازسهدستگاههمارززیرراحلمی(91)دستگاهمعادلات

(51)(m+1) (m+1) -1 (m+1) (m+1) (m 1) (m+1) -1 (m 1)

k kC (P ) = b (P ), ,v u v
 



(51)(m+1) 1 (m+1) (m+1) 1 (m+1) (m+1) (m 1) (m+1) 1 (m 1)

k k k(P ) C (P = b (P )) , .L R Rv u v
    


(m+1) -1 (m+1) (m+1) (m+1) -1 (m+1)

k k(P ) C u = (P ) b . (53)

 نیازیبه (m+1)ماتریسۀمحاسببایدتوجهداشتکه -1 (m+1)

k(P ) Cنیست (m+1)کافیاست.، (m+1) (m+1)

k(P )x = rرا

کنیمحل روش. GMRESاکنوناز 59)برایحلدستگاه می( کنیماستفاده الگوریتماینروشبراییافتناین.

:[12]صورتخواهدبوددینجوابب

 ساز شده شرط  پیش GMRESالگوریتم روش 
(m+1)

0

(m+1) (m+1) (m+1) (m+1) 0
0 k 0 12

(m+1) -1 (m+1)

k jj

T

ij i j+1

ij+1 j+1

ij j+1
2

j+1

j+1

j, j+1

1. u = u

r
2. compute r = p (b - C u ), β = r ,and q =

β

3. For j =1,2,…,k

4. q = (p ) C q

5. For i = 1: j

6. h = q q

7. q = q - hq

8. end

9. h = q

q
10. q =

h

 

                                                           
1 Saad and Schult 
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   k+1,k ij k+1 k k+1

(m+1) (m)

k 1 k+1,k 0 k k2

11. end

12. Define the (k +1)× k Hessenberge Matrix H h and Q = Q ,q

13. Compute y , the minimizer of βe -H y , and u = u +Q y

 

 

 نتایج عددی

 روش کارایی اثبات انتشارشرطپیشGMRESبرای معادله برای را روش این شده، کسریهم-ساز رفت

.بریمکارمیبهصورتدینب

αرابا(1)رفتکسریهم-انتشارۀمعادل :4مثال  :وضرایبانتشارچپوراست1.8=
1.8 1.8

+ -d (x, t) = Γ(1.2)x , d (x, t) = Γ(1.2)x ,  

باز ۀدر Lمکانی R(x , x ) = باز(0,2) و ۀ زمانی   0,T = منش0,1 اولیهأ،با شرط و فرایند از راندگی اولیه،

:گیریمصورتدرنظرمیبدین
-t 2 2 2 2

3 3 4 4

s(x, t) = -32e [x + (2 - x) + 0.125x (2 - x) ,

25
-2.5(x + (2 - x) ) + (x + (2 - x) )],

22

 

2 2

0

v(x, t) = 0.25x,

u (x) = 4x (2 - x) .
 

:جوابدقیقاینمعادلهعبارتاستاز
-t 2 2

u(x, t) = 4e x (2 - x) .  

 core(TM)i3-4000 M CPU, 2.40بامشخصاتmsiتاپرویلپMATLABR2010aنتایجبااستفادهاز

GHz , 4.00 RAMIntel(R)ازایمقادیرمختلفدستگاهحاصلرابه.دستآمدهاستبه Nو M روشGMRES

درجدول.ایمدرجشدهاست،دستیافته9و1،1سازشدهآنحلکردهوبهنتایجمطلوبکهدرجدولشرطوپیش

دستآمدهدرآخرینگامنشاندادهشدههایدقیقوعددیبهخطایبینجواببیشینۀمیانگینتعدادتکرارهاو1

است نشاندادهشده(59)و(92)اتریسضرایبدستگاهعددحالتم9زمانمحاسباتودرجدول1درجدول.

بردارصفروشرطتوقفرابردار.است 6-اولیهرا

kr 10  ایمفرضکرده نمودارمنحنی1و1چنیندرشکلهم.

6ازایبهPGMRESوGMRESنمایشهمگرایی
N = 5و2

M = .نشاندادهشدهاست2

هم رفت کسری - انتشار ۀمیانگین تعداد تکرارهای لازم برای همگرایی معادل. 4جدول 

N M GMRES PGMRES Error

4 32 2 15 3 4 / 2818e - 4
5 42 2 28 / 33 3 1/ 6619e - 5
6 52 2 43 / 84 4 1/ 2505e - 5
7 6 68 / 3 4 /11 1/1906e - 52 2
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هم رفت کسری - انتشار ۀزمان لازم برای همگرایی معادل. 4جدول



N M GMRES PGMRES

34 22 0/ 22 0/018
5 4 1/ 23 0/0822 2
6 5 1/ 26 0/ 692 2

16 / 98 10/ 827 62 2



هم رفت کسری - انتشارعدد حالت ماتریس ضرایب برای معادله . 9جدول
N M κ(A ) κ((P ) A )(1) (1) -1 (1)

8

34 22 17 / 2422 1/0147
5 4 37 /1943 1/04292 2
6 5 73 / 8062 1/07282 2

138 / 8064 1/10177 62 2



























Nبه ازای  GMRESنمودار همگرایی روش . 4شکل  =
Mو 62 =

52 
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Nبه ازای  PGMRESنمودار همگرایی روش . 4شکل =
Mو 62 =

52.

 

 گیری نتیجه

انتشار معادله مقاله این -در بررسی کسری رفت شدهم گرانوالد. تعاریف از آن عددی حل لتنیکوف-برای

سپسروش-متناهیکرانکیافتهوروشتفاضلانتقال کردیم، برایحلمعادلهGMRESنیکلسونکسریاستفاده

شددستآمدهمطرحجبریبه هایجدول. شرطسازپیشGMRESروشکهدهندنتیجهمیمربوطبهمثالبالا،

شرطدهندکهاستفادهازپیشچنیننتایجعددینشانمی،همکاراومفیداستهاینامتقارنشدهبرایحلدستگاه

اتکاهشیافتهوسرعتترودرنتیجهتعدادتکرارهاوزمانمحاسبسازباعثشدهعددحالتماتریسضرایبکوچک

.همگراییافزایشپیداکند
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