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 ها  حلقه نهشتی خطی روی برخی های معادلات هم حل دستگاه

 ها هایی از مدول کمک تجزیه به
 

‌4*امیر‌هاشمی‌،3،‌علی‌مرادزاده‌دهکردی2،‌شادی‌عسگری9محمود‌بهبودی

‌اصفهان‌،دانشکده‌علوم‌ریاضی،‌دانشگاه‌صنعتی‌اصفهان.‌9‌،4

‌تهران‌،ریاضیات‌ۀپژوهشکد،‌های‌بنیادی‌پژوهشگاه‌دانش.‌‌2

‌شهرضا،‌علوم‌پایه‌ۀدانشکد،‌آموزش‌عالی‌شهرضا‌مرکز‌.3

‌97/92/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌22/22/16دریافت‌

 چکیده

‌استجایی‌‌ههای‌جاب‌حلقه‌-CFنهشتی‌خطی‌روی‌های‌معادلات‌هم‌هدف‌اصلی‌این‌مقاله‌حل‌دستگاه فرض‌کنید‌.

Rیک‌CF-جاب‌ ‌‌هحلقه ‌از)جایی ‌تولید ‌متناهی ‌مستقیم ‌مجموع ‌هر ‌صورت‌‌مدول-Rیعنی، ‌یک ‌دارای ‌دوری های

,1و‌(‌باشد‌9متعارف , nI Iهایی‌از‌حلقه‌‌ایدآل‌Rنهشتی‌خطی‌‌ما‌دستگاه‌معادلات‌هم.‌باشند‌ 
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ij,را‌که ia b Rو‌( : )j i iji j
I I a


1،‌برای‌هر ,i j n هایی‌‌راستا،‌تکنیکدر‌این‌.‌کنیم‌می،‌بررسی‌

در‌.‌پردازیم‌ها‌به‌حل‌دستگاه‌بالا‌می‌عنوان‌کاربردی‌از‌این‌تکنیک‌کنیم‌و‌به‌نهشتی‌را‌معرفی‌می‌های‌هم‌ماتریس‌ۀاز‌نظری

‌2های‌گربنر‌پایه)های‌جبر‌محاسباتی‌‌پایان‌کاربردی‌از‌تکنیک ‌در‌حالت‌خاصی‌که( ‌Rدر‌این‌زمینه، ‌ ‌بررسی‌، را

‌.‌کنیم‌می

 .های‌گربنر‌نهشتی‌خطی،‌عملیات‌حذفی‌گاوسی،‌پایه‌های‌هم‌دستگاه: های کلیدیواژه

‌92P93و‌‌‌20C93(:0232)بندی ریاضی رده

 مقدمه . 3
‌دستگاه‌ۀنظری‌أسرمنش ‌هم‌حل ‌معادلات ‌می‌های ‌را ‌خطی ‌ریاضی‌نهشتی ‌کارهای ‌در ‌سون‌توان ‌چینی ‌3زی‌دان

مانده‌چینی‌و‌‌باقی‌ۀکه‌در‌قرن‌اول‌میلادی‌به‌چاپ‌رساند،‌قضی“‌4یکردۀحساب‌"عنوان‌با‌او‌در‌کتابی‌.‌دکرمشاهده‌

‌آن‌برای‌حل‌دستگاه ‌از ‌مطرح‌‌های‌هم‌استفاده ‌دکرنهشتی‌خطی‌را هایی‌دارای‌‌توجه‌کنید‌که‌حل‌چنین‌دستگاه.

‌در‌این‌مقاله،‌به.‌دکراشاره‌‌غیرهها،‌رمزنگاری‌و‌‌توان‌به‌پردازش‌سیگنال‌که‌از‌آن‌جمله‌می‌استکاربردهای‌فراوانی‌

نهشتی‌روی‌برخی‌‌پردازیم‌که‌روابط‌هم‌ها‌می‌حلقه‌-CFنهشتی‌خطی‌روی‌های‌هم‌تر‌از‌دستگاه‌بررسی‌یک‌شکل‌کلی

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌‌‌amir.hashemi@ipm.irنویسنده مسئول*

1. Canonical form 

2. Gröbner bases  

3. Sun Zi 
4. Arithmetical classic 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌311
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌بررسینهشتی‌را‌تعمیم‌داده‌و‌از‌آن‌برای‌‌جبرخطی‌هم‌ۀمنظور،‌نظریبرای‌این‌.‌های‌حلقه‌تعریف‌شده‌است‌از‌ایدآل

‌کنیم‌نهشتی‌خطی‌استفاده‌می‌های‌هم‌تر‌دستگاه‌شکل‌کلی ‌نتایج‌جبری‌ب. ‌برخی‌از ‌این‌راستا ‌ۀدست‌آمده‌زمین‌هدر

CF-کنیم‌یها‌بنا‌شده‌است‌را‌مرور‌م‌کرد‌این‌مقاله‌بر‌اساس‌آن‌ها‌که‌روی‌حلقه‌. 

،‌Rحلقه‌-CF،‌یک[92]طبق‌.‌ها‌یکانی‌هستند‌دار‌و‌تمامی‌مدول‌جایی‌و‌یک‌هها‌جاب‌حلقه‌همۀ‌در‌این‌پژوهش

یک‌شکل‌)باشد‌‌متعارفهای‌دوری‌دارای‌یک‌شکل‌‌مدول‌-Rای‌است‌که‌هر‌مجموع‌مستقیم‌متناهی‌تولید‌از‌‌حلقه

صورت‌بهتجزیه‌،‌یک‌Mمدول‌-Rبرای‌‌متعارف
1/ / nM R I R I  که‌‌است‌

1 nI I R  ‌.)هر‌

CF-حلقه‌برابر‌با‌یک‌حاصل‌ضرب‌مستقیم‌از‌CF-چنین‌هم.‌است‌0ناپذیرهای‌تجزیه‌حلقه‌CF-های‌تجزیه‌حلقه‌

دارای‌یک‌‌R.2باشد،‌‌6یک‌حلقه‌حسابی‌R.9:‌چهار‌خاصیت‌صدق‌کننداین‌هستند‌که‌در‌‌Rهای‌ناپذیر‌دقیقاً‌حلقه

.4باشد‌و‌‌7قابل‌مقایسه‌Rبا‌هر‌ایدآل‌دیگر‌‌Pهر‌ایدآل‌مشمول‌در‌.3باشد،‌‌Pفرد‌به‌‌ایدآل‌اول‌مینیمال‌منحصر

/R Pیک‌دامنه‌‌‌h-(.شود‌[92]‌‌9ۀتر‌به‌قضی‌برای‌جزئیات‌بیش)باشد‌‌ موضعی‌ 

‌می‌-FGCرا‌Rیک‌حلقه ‌تمامی‌حلقه ‌اگر ‌به‌مدول‌-Rنامند ‌تولید، ‌متناهی ‌از‌های ‌مستقیمی ‌جمع صورت

‌[92]‌،[3]های‌دوری‌باشند‌‌مدول ‌حلقه‌این‌حلقه. ‌متناهی‌از ‌تعداد ‌حاصل‌ضرب‌مستقیمی‌از ‌دقیقاً های‌ارزیاب‌‌ها

صراحت‌مشخص‌‌هایی‌را‌به‌که‌ساختار‌چنین‌حلقه‌99های‌تورچ‌و‌حلقه‌92ماکسیمالهای‌بزوی‌تقریباً‌‌،‌دامنه1یمالسماک

اثبات‌این‌.‌جایی‌به‌اثبات‌رسیده‌است‌هبا‌استفاده‌از‌مفاهیم‌توپولوژیکی‌و‌جبر‌جاب،‌9176این‌حقیقت‌در‌سال‌.‌کند‌می

ای‌تفسیری‌‌،‌که‌اکثر‌مراحل‌اثبات‌در‌مقالهاست‌سال‌گذشته‌وابسته‌بوده‌32دست‌آمده‌در‌‌هساختاری‌به‌نتایج‌ب‌ۀقضی

 .گردآوری‌شده‌است‌[93]‌92از‌ویگاند

‌‌93کاپلانسکی ‌‌تجزیه‌بررسیبه ‌تجزیه‌متعارفهای ‌که ‌داد ‌نشان ‌و ‌‌پرداخت ‌وجود‌‌متعارفهای ‌صورت در

،‌دارای‌تجزیه‌Rحلقه-FGCروی‌یک‌M،‌هر‌مدول‌متناهی‌تولید[3]از‌‌‌10ۀبنابر‌قضی.‌[92]‌فرد‌هستند‌به‌منحصر

کند‌‌های‌آبلی‌بیان‌می‌اساسی‌برای‌گروه‌ۀچنین،‌قضی‌هم.‌استحلقه‌-CFحلقه‌یک-FGCبنابراین‌هر.‌است‌متعارف

‌دامن ‌هر ‌اصلی‌ۀکه ‌‌-FGCیک‌94ایدآل ‌استحلقه ‌قضی. ‌که ‌کنید ‌گروه‌ۀتوجه ‌برای ‌منظر‌‌اساسی ‌از ‌آبلی های

‌بیان‌تکنیک ‌جبرخطی ‌دامن‌Aتولید‌متناهی‌مدول‌یک‌که‌کند‌می‌های ‌یک ‌اصلی‌ۀروی ‌تجزی‌ایدآل ۀدارای

1= / / nA R Rd R Rd که‌است‌idۀها‌عناصر‌غیریکه‌از‌حلقR1هستند‌و‌‌ 2|d d‌,1 2 3| , , |n nd d d d‌.

 .نامند‌می‌متعارف‌ۀها‌این‌تجزیه‌را‌تجزی‌حلقه‌ۀدر‌حالت‌کلی‌در‌نظری

aو‌‌‌Rۀاز‌حلق‌Iبرای‌یک‌ایدآل.‌حلقه‌باشد‌-CFیک‌Rفرض‌کنید‌ Rداریم‌:‌ 

( : ) ={ : }.I a r R ra I   

,1فرض‌کنید‌ , nI Iۀهای‌حلق‌یک‌دنباله‌از‌ایدآل‌‌Rنهشتی‌خطی‌ما‌دستگاه‌معادلات‌هم.‌باشند‌ 

                                                           
5. Indecomposable 

6. Arithmetical 
7. Comparable 

8. h -local domain 

9. Maximal valuation  

10. Almost maximal Bezout domains  
11. Torch 

12. Wiegand 

13. Kaplansky 
14. Principal ideal domain 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌311ها‌هایی‌از‌مدول‌کمک‌تجزیه‌ها‌به‌حلقه‌نهشتی‌خطی‌روی‌برخی‌های‌معادلات‌هم‌حل‌دستگاه
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1را‌که،‌برای‌هر‌ ,i j n ‌،,ij ia b Rکنیم‌میبررسی‌‌. 

.‌دهیم‌نهشتی‌خطی‌تعمیم‌می‌های‌معادلات‌هم‌منظور‌حل‌دستگاه‌های‌معمولی‌را‌به‌های‌ماتریس‌برخی‌از‌تکنیک

1ها‌در‌حالتی‌برقرار‌است‌که‌برای‌هر‌‌این‌تعمیم ,i j n داشته‌باشیم‌‌،( : )j i iji j
I I a


‌.علاوه،‌در‌این‌‌به

R=هایی‌در‌حالتی‌که‌منظور‌حل‌چنین‌دستگاه‌های‌گربنر‌را‌به‌پایه‌‌تکنیک‌،مقاله Zهای‌گربنر‌‌پایه.‌بریم‌کار‌میبه‌

‌[4]‌90دکتری‌بوخبرگر‌ۀاین‌مفهوم‌در‌رسال.‌شود‌جبری‌محاسباتی‌محسوب‌می‌ۀیک‌مفهوم‌الگوریتمی‌مهم‌در‌هندس

‌این‌رساله‌یک‌الگوریتم‌برای‌محاسب‌9160در‌سال‌ ‌در ‌او ‌دکرآن‌نیز‌طراحی‌‌ۀمعرفی‌شد‌و های‌گربنر‌‌روش‌پایه.

ها،‌حل‌‌رابری‌ایدآلمانند‌عضویت‌ایدآل،‌ب)ها‌‌ای‌ایدآل‌چندجمله‌ۀوسیعی‌از‌مسائل‌در‌نظری‌ردۀعملی‌برای‌حل‌‌یابزار

ریزی‌‌مانند‌برنامه)های‌تحقیقاتی‌علوم‌و‌مهندسی‌‌چنین‌در‌بسیاری‌از‌زمینه‌هم.‌است(‌ای‌و‌غیره‌های‌چندجمله‌دستگاه

‌بررسیخواننده‌را‌برای‌.‌کاربرد‌فراوان‌دارد(‌های‌دیجیتال،‌رباتیک‌و‌غیره‌کامپیوتری،‌پردازش‌سیگنال‌‌خطی،‌گرافیک

لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌برای‌اولین‌.‌دهیم‌ارجاع‌می‌[9]های‌گربنر‌و‌کاربردهایش‌به‌‌پایه‌ۀنظری‌تر‌در‌مورد‌جزئیات‌بیش

.‌[0]کردند‌مطرح‌‌97و‌تراورسو‌96کونتی‌راهای‌خطی‌روی‌اعداد‌طبیعی‌‌های‌گربنر‌و‌حل‌دستگاه‌بار‌ارتباط‌بین‌پایه

با‌این‌حال،‌در‌.‌دهیم‌ارجاع‌می‌[9]از‌مرجع‌‌‌927ۀتر‌در‌مورد‌این‌موضوع‌خواننده‌را‌به‌صفح‌برای‌کسب‌جزئیات‌بیش

‌دستگاه ‌تنها ‌نویسندگان ‌مراجع، ‌‌این ‌بررسی ‌را ‌خطی ‌دستگاه‌دهکرهای ‌بررسی ‌و ‌مطالعه ‌به ‌و ‌هم‌اند نهشتی‌‌های

 .اند‌نپرداخته

‌ب ‌مقاله ‌این ‌است‌دینساختار ‌بخش‌‌:شرح ‌9در ‌و ‌معرفی ‌به ‌تکنیک‌بررسی، ‌از ‌ماتریس‌برخی ‌نظریه های‌‌های

‌پردازیم‌نهشتی‌می‌هم ‌این‌تکنیک‌به. ‌برداری‌از ‌روی‌ماتریس‌هم‌منظور‌بهره ‌نهشتی‌ها  ijA a‌(2‌.9تعریف‌)‌،

 ‌متعارف‌ریختی‌درون‌-Rتوان‌یک‌‌دهیم‌که‌می‌شبیه‌جبرخطی‌معمولی،‌نشان‌می

1 2 1 2: / / / / / /n nR I R I R I R I R I R I         

1تعریف‌کرد‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌هر‌‌Aوابسته‌به‌ ,i j n داشته‌باشیم‌‌،( : )j i iji j
I I a


‌.به‌2در‌بخش‌‌،

‌کاربردهایش‌به‌Aنهشتی‌‌پذیری‌ماتریس‌هم‌وارونبررسی‌ ‌‌و ‌بالا ‌در ‌بحث‌شده ‌حل‌دستگاه ‌پردازیم‌میمنظور در‌.

نهشتی‌‌منظور‌حل‌یک‌دستگاه‌خطی‌از‌معادلات‌هم‌ای‌به‌های‌جبرخطی‌پیمانه‌،‌یک‌روش‌مبتنی‌بر‌تکنیک3بخش‌

های‌‌ی‌با‌درایه‌ها‌ای‌برای‌انجام‌حذف‌گاوسی‌روی‌ماتریس‌برای‌این‌منظور،‌روش‌حذفی‌گاوس‌پیمانه.‌کنیم‌مطرح‌می

‌4های‌قبلی‌در‌بخش‌‌های‌مرتبط‌با‌بخش‌برخی‌از‌مثال.‌دهیم‌ائه‌مییک‌عدد‌صحیح‌داده‌شده‌را‌ار‌ۀصحیح‌به‌پیمان

‌است ‌شده ‌آورده ‌‌هم. ‌چنین ‌فصل ‌0در ‌به ‌تکنیک‌بررسی، ‌از ‌دستگاه‌کاربردهایی ‌حل ‌در ‌محاسباتی ‌جبر های‌‌های

‌Rنهشتی‌خطی،‌در‌حالتی‌که‌معادلات‌هم Zپردازیم‌می‌.‌

 نهشتی ی جبرخطی هممبان.  0
=1یک‌حلقه‌و‌‌Rفرض‌کنید‌ ( , , )nI Iهای‌یک‌دنباله‌از‌ایدآل‌Rهایی‌‌در‌این‌بخش‌ما‌به‌بیان‌تکنیک.‌باشد‌

 نهشتی‌خطی‌‌های‌هم‌برای‌حل‌دستگاه

                                                           
15. Buchberger 

16. Conti 
17. Traverso 
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1پردازیم‌که‌در‌آن،‌برای‌هر‌‌می‌ ,i j n داریم‌‌،( : )j i iji j
I I a


. 

های‌جبرخطی‌مد‌نظر‌ما،‌ابتدا‌چند‌تعریف‌و‌نتیجه‌برای‌نمایش‌ماتریسی‌دستگاه‌بالا‌بیان‌‌منظور‌ارائه‌تکنیکبه 

nهای‌مجموعه‌ماتریس.‌کنیم‌می mروی‌حلقه‌Rرا‌با‌نماد‌( )n mM Rدهیم‌نمایش‌می‌. 

)روی‌‌ۀرابط.‌یک‌حلقه‌باشد‌Rفرض‌کنیم‌‌ 3. 0تعریف  )n mM Rبرای.‌کنیم‌صورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب‌‌

( )n mM R ، = ( )ijA a و‌‌ = ( )ijA a   در ‌

ij ij iA A a a I      

=ارزی‌از‌‌هم‌ردۀارزی‌است‌و‌یک‌‌هم‌ۀیک‌رابط‌‌ۀکه‌رابط‌استواضح‌ ( )ij n mA a 
‌با‌نماد‌ ‌را  ijaنمایش‌‌

‌.‌دهیم‌می

‌می  ‌قرار دهیم‌حال   
1

|1 , i in
R a i n a R


   ‌ Rواضح‌است‌که. یک‌‌R-جمع‌معمولی‌و‌‌‌ مدول‌با

 ضرب‌

: R R R     

      
1 1

,  i in n
r r 

 
 

چنین،‌نگاشت‌هم.‌است
=1: /n

i iR I R   ۀبا‌ضابط‌‌‌

    1 1 2 2 1
,  ,  ,  n n i n

r I r I r I r


      

1ازای‌هر‌‌برای‌راحتی‌به.‌مدولی‌است‌-Rریختی‌یک‌یک i n داریم‌:‌ 

= (0, ,0,1 ,0, ,0).i ie I  
فرض‌کنیم

=1 =1: / /n n

i i i iR I R I  یک‌R-بنابراین‌عناصر.‌باشد‌ریختی‌درون‌
ijaاز‌حلقه‌Rبه‌است‌موجود‌

)1=که‌طوری ) = n

j i ij ie a e .ما‌‌[ ]ماتریس‌با‌را‌    ij
n n

a


هر‌برای‌.دهیم‌می‌نمایش‌
jx I،داریم‌‌

=1 = 0n

i ij ixa e‌ .‌ ‌هر ‌برای 1بنابراین ,i j n ‌‌ ]ماتریس ]‌‌ ‌خاصیت )در : )j i iji j
I I a


صدق‌‌‌

‌‌.کند‌می

‌‌‌ ‌کنید ‌فرض )برعکس، )ij n na 
‌‌ ‌در ‌ماتریس )یک )n nM Rباشد‌‌ .‌ :نگاشت R R  ‌‌ ‌با ‌ۀضابطرا

     1
1

(( ))    i n i
n

r A r 


زیر‌را‌داریم‌ۀحال‌گزار.‌کنیم‌تعریف‌می‌.‌

)خوش‌تعریف‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌نگاشت‌  0 .0گزاره  : )j i iji j
I I a


1برای‌هر‌‌ ,i j n ‌.‌،در‌نتیجه

)ماتریس )ij n na 
از‌متعارف‌ریختی‌درون‌-Rیک‌‌

=1 /n

i iR Iمی‌‌ ‌‌القا ‌برای‌هر ‌اگر ‌تنها ‌و ‌اگر 1کند ,i j n ‌

)داشته‌باشیم‌ : )j i iji j
I I a


‌.‌

‌. اثبات ‌کنید ‌و‌فرض ‌باشد ‌تعریف خوش
j jI ‌ 1اگر. 1 1 1( ) ( )k n k nb c جایی‌ ‌هر، ‌برای  که

k i،1 1=1=i ib c‌،
1 =j jc ‌،1 = 0kbو‌برای‌هر‌‌,k i j‌،1 = 0kc‌.بنابراین‌ 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )ij n n k n ij n n k na b a c     

 کند‌که‌‌و‌این‌ایجاب‌می
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‌بررسی‌سطر ‌با ‌داریم-iحال ام،
ij j ia I ‌ ‌هر. ‌برای 1بنابراین، j i n  ،داریم‌‌( : )j i ijI I a،‌‌ ‌رو،‌ایناز

( : )j i iji j
I I a


‌.استاثبات‌برعکس‌ساده‌. 

=فرض‌کنیم  1 .0لم  ( )ijA aو‌‌= ( )ijA a دو‌ماتریس‌در‌‌( )n nM Rکه‌باشند‌به‌طوری‌‌A A ‌.اگر‌برای‌هر‌

,i j،‌‌( : )j i iji j
I I a


گاه‌‌،‌آن( : )j i iji j

I I a


‌.‌

‌هر. اثبات ‌برای ‌فرض، iبنابر jداریم‌ ،
ij ij ia a I و‌

ij j ia I I‌ ‌می‌‌چنین،‌هم. ‌نتیجه ‌روابط ‌که‌‌این دهد

( )ij ij j ia a I I کند‌‌که‌این‌ایجاب‌می‌
ij j ia I I و‌لذا‌‌( : )j i iji j

I I a


.‌

=فرض‌کنید‌  1 .0نتیجه  ( )ij n nA a 
=و‌‌ ( )ij n nB b 

)دو‌ماتریس‌در‌‌ )n nM Rکه‌طوری‌باشند‌به‌‌

( : )j i iji j
I I a


‌.اگر‌A B1و‌‌ 1 1 1= ( ) ( ) =i n i nX Y  ‌،گاه‌‌آن‌AX BY‌.‌

‌.دهیم‌تعریف‌زیر‌را‌ارائه‌می‌حال‌بر‌اساس‌بحث‌بالا،‌‌‌

‌1ۀمجموع  1 .0تعریف  2( ; , , , )n nM R I I Iها‌در‌‌نهشتی‌با‌درایه‌های‌هم‌ای‌از‌ماتریس‌را‌مجموعه‌Rۀو‌به‌پیمان‌‌

1, , nI Iاقعدر‌و.‌کنیم‌تعریف‌می‌:‌

      1 2;  ,  ,  ,    : ,1  i,  j n:j i ij

i j

n n ij I aM R I I I a I



 

    
 

 

1دهد‌که‌‌می نشان‌‌‌‌2‌.6ۀگزار 2( ; , , , )n nM R I I Iدهد‌با‌جمع‌و‌ضرب‌ماتریسی‌تشکیل‌حلقه‌می‌.‌

‌1ۀمجموع  1 .0گزاره  2( ; , , , )n nM R I I Iدهد‌‌با‌جمع‌و‌ضرب‌زیر‌تشکیل‌حلقه‌می‌‌

                 ,        ij ij ij ij ij ij ija b a b a b c     

که‌جایی
=1

=
n

ij ik kjk
c a b‌.‌

برای‌این‌.‌پذیر‌است‌دهیم‌و‌بررسی‌بقیه‌خواص‌به‌سادگی‌امکان‌ما‌فقط‌خوش‌تعریفی‌عملگر‌ضرب‌را‌نشان‌می. اثبات

‌فرض‌کنید‌‌منظور،     'ij ija aو‌‌     'ij ijb bجایی‌که‌‌‌

             1 2,  , ' , ' ; , , ,  .ij ij ij ij n na b a b M R I I I   

‌بنابراین‌کافی‌است‌نشان‌دهیم     'ij ijc cکه‌جایی‌
=1

=
n

ij ik kjk
c a bو‌‌

=1
=

n

ij ik kjk
c a b  ‌.برای‌راحتی‌

11تنها‌ 11 1c c I داریم.‌آید‌دست‌می‌هکنیم‌و‌بقیه‌موارد‌مشابه‌با‌آن‌ب‌را‌چک‌می‌‌: 
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‌این که‌از     'ij ija aمی‌ ‌نتیجه ‌که‌، 1گیریم 1 1k ka a I بنابراین‌‌ 1و 1 1 1( )k k kb a a I هر‌‌‌ برای

1 k n ‌.چنین،‌از‌هم‌     'ij ijb b1گیریم‌که‌برای‌هر‌‌نتیجه‌می‌ k n داریم‌‌
1 1k k kb b I ‌.اگر‌

=1kگاه‌‌،‌آن
11 11 11 1( )a b b I  ‌.صورت،‌‌در‌غیر‌این

1 1 1( )k k k ka b b I  زیرا‌‌،
1 11

( : )k kk
I I a


‌.‌،بنابراین

11 11 1c c I . 

M‌،Eها‌از‌ریختی‌درون‌-Rتمام‌‌ۀمجموع‌،‌Mمدول‌-Rکنیم‌که،‌برای‌یک‌‌یادآوری‌می‌‌ ( )Rnd Mتشکیل‌‌،

‌مییک‌ ‌دهد‌حلقه ‌حالتی. ‌‌در 1که = = = 0nI Iحلق‌ ‌1ۀ، 2( ; , , , )n nM R I I I‌‌ )با )n nM Rبا‌‌یک‌‌ ‌و سان

=1E ( )n

R ind Rدهد‌این‌نتیجه‌را‌برای‌حالت‌غیربدیهی‌تعمیم‌می‌‌‌2‌.7ۀقضی.‌استریخت‌‌یک‌.‌

ها‌داریم‌حلقهریختی‌‌عنوان‌هم‌به  1 .0قضیه 
1 2 =1( ; , , , ) E ( / )n

n n R i iM R I I I nd R I ‌‌.‌‌

فرض‌کنید‌‌. اثبات
=1 =1: / /n n

i i i iR I R I  یک‌‌R-باشد‌و‌نگاشت‌‌ریختی‌درون‌ 

=1 1 2: E ( / ) ( ; , , , )n

R i i n nnd R I M R I I I    

‌با‌ضابط )‌ۀرا ) = [ ]  کنیم‌تعریف‌می‌‌ ‌ای‌است‌ریختی‌حلقه‌یک‌یک‌کنیم‌که‌نگاشت‌‌ادعا‌می. نشان‌‌‌ابتدا،.

‌‌می ‌خوش‌تعریف‌است‌‌،دهیم‌که فرض‌کنیم‌.
=1E ( / )n

R i ind R I ‌ ‌این. ‌‌از }1که , , }ne eۀیک‌مجموع‌‌

‌برای مولد
=1 /n

i iR Iآن‌‌ ‌هر‌است، ‌برای )j،‌‌=1گاه ) = n

j i ij ia e eجایی‌‌‌ که
ija R‌ ‌هر. ‌برای ‌‌،jاگر

=1( ) = n

j i ij ia e eجایی‌‌‌ که
ija R آن‌ 1=گاه‌، =1( ) = 0 /n n

i ij ij i i ia a R I  e‌ ‌هر‌. ‌برای بنابراین،

1 ,i j n داریم‌‌،
ij ij ia a I رو،‌،‌از‌این‌‌( ) ( )ij n n ij n na a 

‌.‌،بنابراین‌2ۀخوش‌تعریف‌است‌و‌بنابر‌گزار‌.‌

2‌،
1 2[ ] ( ; , , , )n nM R I I I .‌

فرض‌کنید.‌ای‌است‌ریختی‌حلقه‌یک‌هم‌دهیم‌که‌حال‌نشان‌می‌‌
1 2 =1, E ( / )n

R i ind R I   ‌.صورت‌در‌این

ik,عناصر‌ kja a R 1که،‌برای‌هر‌طوریموجودند‌به‌ ,k j n ‌،
1 =1( ) = n

k i ik ia e e2و‌‌ =1( ) = n

j k k j ka e e‌.

1برای‌هر‌ j n ،‌‌ 

1 2 1 2 1 =1 =1 1

=1 =1 =1 =1

( )( ) = ( ( )) = ( ) = ( )

          = ( ) = ( ) .

n n

j j k kj k k kj k

n n n n

k kj i ik i i k ik kj i

a a

a a a a

       
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e e e e

e e
 

‌بنابراین‌

              1 2 1 2 1 21    
[ ]   . 

n

ik kj ij ijk n n n nn n

o o a a a a        
  

      

1وضوح‌‌به‌‌چنین،‌هم 2 1 2( ) = ( ) ( )       و‌‌( ; , , , )E ( / ) 1 2=1

(1 ) =1n M R I I Ind R I n nR i i




. 

 زیرا‌اگر‌‌‌یک‌به‌یک‌است،‌چنین،‌‌هم.‌پوشا‌است‌ای‌‌ریختی‌حلقه‌،‌هم‌2‌.‌2ۀکمک‌گزار‌به  

1 2( ) = ( )     
1کهجایی =1( ) = n

j i ij ia e e2و‌ =1( ) = n

j i ij ia e e،‌(1 j n )،گاه‌آن‌
1 2[ ] = [ ]  بنابراین‌و‌‌

     'ij ij
n n n n

a a
 
‌.رو،‌از‌این

ij ij ia a I 1=و‌‌( ) = 0n

i ij ij ia a  e‌.1کند‌که‌‌این‌ایجاب‌می 2= . 

 :‌را‌در‌نظر‌بگیرید(‌9)نهشتی‌خطی‌‌دستگاه‌هم.‌حلقه‌باشد‌-CFیک‌‌Rفرض‌کنید‌‌‌
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11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

(m  )

(m  )
 

                                     

(m  )

n n

n n

n n nn n n n

a x a x a x b od I

a x a x a x b od I

a x a x a x b od I

   
    


    

                          ‌(9)  

ij,‌‌یک‌عدد‌صحیح‌مثبت،‌nکه‌جایی ia b Rو‌‌( : )j i iji j
I I a


‌(1 ,i j n .)‌

1که‌‌حالتی‌توان‌به‌را‌می‌(9)نهشتی‌خطی‌‌دهیم‌که‌حل‌دستگاه‌هم‌در‌ادامه‌نشان‌می‌‌ 2 nI I I  محدود‌‌

=فرض‌کنید‌‌برای‌این‌منظور،.‌نمود ( )ijA aماتریس‌2.‌2ۀکمک‌گزاربه.‌نمایش‌ماتریس‌ضرایب‌دستگاه‌بالا‌باشد‌‌، 

A،‌

R-ریختی‌درون‌‌‌

1 2 1 2: / / / / / /n nR I R I R I R I R I R I         

‌ ‌القا ‌کند‌میرا ‌[92]بنابر‌‌‌چنین،‌هم. ،R-1مدول‌‌ 2/ / / nR I R I R I  است‌متعارفدارای‌یک‌صورت‌‌‌.

 ریختی‌‌بنابراین‌یک

1 2 1 2: / / / / / /n nR I R I R I R J R J R J         

1و‌‌Rیک‌ایدآل‌از‌‌iJکه‌طوریموجود‌است‌به 2 nJ J J  ‌.گیریم‌‌بنابراین،‌نمودار‌زیر‌را‌در‌نظر‌می 

1 2 1 2

1

1 2 1 2

/ / / / / /

            

/ / / / / /

n n

h

n n

R I R I R I R I R I R I

R J R J R J R J R J R J



  

      

 

      

 

h=1که‌‌جایی  ‌.‌2.‌2ۀکمک‌گزار‌بنابراین،‌به‌،R-ریختی‌درون‌‌hیک‌ماتریس‌مانند‌‌= ( )ijC cکند‌‌القا‌می‌

)که‌در‌شرط‌ : )j i iji j
J J c


کند‌صدق‌می‌.‌

 :‌کنیم‌را‌حل‌می‌(2)نهشتی‌خطی‌‌،‌ابتدا‌دستگاه‌هم(9)نهشتی‌خطی‌‌حال‌برای‌حل‌دستگاه‌هم‌‌

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

(m  )

(m  )

                                     

(m  )

n n

n n

n n nn n n n

c x c x c x d od J

c x c x c x d od J

c x c x c x d od J

   
    


    

‌‌‌(2)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌‌جایی 1که 1 2 2 1 1 2 2( , , , ) := ( , , , )n n n nd J d J d J b I b I b I     ‌ ‌‌1بنابراین،. 2( , , , )nx x xیک‌‌

1اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌است(‌2)جواب‌از‌دستگاه‌ 2( , , , )ny y yکه‌‌طوری‌باشد‌به(‌9)یک‌جواب‌از‌دستگاه‌‌ 

1

1 1 2 2 1 1 2 2( , , , ) = ( , , , ).n n n nx J x J x J y I y I y I         

‌ ‌این‌رو، ‌از ‌کافی‌است‌تنها ‌مباحث‌بالا، ‌به ‌توجه ‌شرط‌‌های‌هم‌دستگاهبا ‌با 1نهشتی‌خطی 2 nI I I  را‌‌

هایی‌‌نهشتی‌را‌برای‌حل‌چنین‌دستگاه‌های‌جبرخطی‌هم‌هدف‌ما‌در‌بخش‌بعدی‌این‌است‌که‌تکنیک.‌بررسی‌کنیم

‌.تعمیم‌دهیم

 نهشتی های هم پذیری ماتریس وارون.  1

1پذیری‌در‌وارونمفهوم‌‌‌این‌بخش،‌در 2( ; , , , )n nM R I I Iجایی‌‌ 1که‌را 2 nI I I  بررسی‌‌‌ تعریف‌و

 .کنیم‌مینهشتی‌خطی‌استفاده‌‌های‌هم‌از‌این‌مفهوم‌برای‌حل‌دستگاه‌‌علاوه،‌به.‌کنیم‌می

1یک‌حلقه‌و‌‌Rفرض‌کنید‌ 3 .1تعریف  2 nI I I  های‌سره‌‌یک‌زنجیر‌از‌ایدآل‌Rفرض‌‌‌چنین،‌هم.‌باشد‌

‌کنید    1 2; , ,  , ij n nA a M R I I I  .‌‌ ‌‌Aدترمینان ‌نماد ‌با dرا ( )et Aب‌‌ ‌و ‌تعریف‌‌‌دیننمایش صورت
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 ‌:شود‌یم

1 (1) 2 (2) ( )d ( ) ( )  (  )n n n

S
n

et A sgn a a a mod I  






   

که‌جایی
nSروی‌گشت‌تمام‌جای‌ۀنمایش‌مجموع‌‌ ‌‌nها )و )sgn نمایش‌علامت‌

nS باشد‌‌ ‌‌‌بنابراین،. ‌اگر

)گاه‌‌آن‌‌زوج‌باشد، ) =1sgn و‌اگر‌‌‌،گاه‌‌آن‌‌فرد‌باشد( ) = 1sgn  ‌.‌

‌ 0 .1ذکر ت ‌کنید ‌‌Rفرض ‌و ‌باشد ‌حلقه 1یک 2 nI I I  ایدآل‌‌ ‌از ‌زنجیر ‌باشد‌Rهای‌یک ‌اگر.

     ij ijA a b B  ‌‌ ‌در ‌ماتریس دو
1 2( ; , , , )n nM R I I I‌‌ ‌به‌آن‌باشند، ‌می‌گاه ‌که‌‌راحتی ‌دید توان

d ( ) = d ( )et A et B‌.بنابراین‌تعریف‌بالا‌خوش‌تعریف‌است.‌‌

‌‌1 .1تعریف  1ماتریس 2( ; , , , )n nA M R I I I‌‌ ‌در 1را 2( ; , , , )n nM R I I Iمی‌وارون‌‌ هرگاه‌‌‌نامیم،‌پذیر

1ماتریس‌ 2( ; , , , )n nB M R I I Iکه‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌AB Iکه‌جایی‌Iماتریس‌همانی‌است‌.‌‌

در‌.‌فرد‌باشد‌‌به‌منحصر‌‌ماکسیمالهرگاه‌دارای‌یک‌ایدآل‌‌‌نامیم،‌می‌موضعیرا‌‌‌Rۀکنیم‌که‌یک‌حلق‌یادآوری‌می

‌‌جا‌این ،a ( )d j A‌‌ ‌مربعی ‌ماتریس ‌یک ‌از ‌الحاقی ‌ماتریس nنمایش n‌ ،‌Aاست‌‌ ‌می. ‌جبرخطی ‌که‌از ‌دانیم

     detAadj A adj A A A I که‌‌جایی‌Iماتریس‌همانی‌است‌.‌

‌کنیم‌ 1 .1 ۀقضی ‌حلق‌Rفرض ‌ماکسیمال‌ۀیک ‌ایدآل ‌با ‌‌Mموضعی 1و 2 nI I I  از‌‌‌ ‌زنجیر یک

‌‌ایدآل ‌باشد‌Rهای ‌ماتریس‌. ‌صورت ‌این 1در 2( ; , , , )n nA M R I I Iعنصر‌‌وارون‌‌ ‌اگر ‌تنها ‌و ‌اگر ‌است پذیر

u Rکه‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌d ( ) 1 (  )et A u mod M‌.‌

‌‌. اثبات ‌باشد‌وارون‌Aفرض‌کنید ‌پذیر ‌ماتریس‌. 1بنابراین 2( ; , , , )n nB M R I I Iاست‌به‌‌ که‌‌طوری‌موجود

AB I‌ .‌ ‌تعریف ‌‌‌،3.‌9بنابر dداریم ( )d ( ) 1 (  )net A et B mod Iمی‌‌ ‌ایجاب ‌این ‌که‌‌و کند

d ( )d ( ) 1 (  )et A et B mod M،که‌‌از‌این‌‌nI M.‌

‌‌‌برعکس،   ‌عنصر ‌کنید uفرض Rبه‌‌ ‌باشد ‌‌طوری‌موجود dکه ( ) 1 (  )et A u mod M‌ ‌‌بنابراین،.

1 d ( )et A u M ،این‌رو‌ ‌از ،‌d ( ),et A u Mگزار‌‌ ‌بنابر ‌‌u،[2]‌‌90.90ۀو dو ( )e t A‌‌ ‌در ‌یکه ‌Rعناصر

‌هستند ‌می. ‌ایجاب ‌عنصر‌این ‌که lکند Rبه‌‌ ‌است ‌که‌طوری‌موجود .  1lu det A .این‌‌ ‌که‌از

   detAadj A A Iگیریم‌که‌‌،‌نتیجه‌می‌

     .det .A lu adj A lu A I I   

  .پذیر‌است‌وارون‌Aبنابراین‌ماتریس‌‌

R‌(1یک‌ایدآل‌از‌‌‌‌iIیک‌حلقه،‌Rفرض‌کنید‌‌ 1 .1گزاره  i n )1باشد‌و‌‌‌ 2( ; , , , )n nA M R I I I‌.اگر‌

‌ iuعنصر Rبه‌‌ ‌باشد ‌‌طوری‌موجود ‌هر ‌برای 1که، i n ‌ ،d ( ) 1  (  )i iet A u mod Iآن‌ ‌ماتریس‌، ‌Aگاه

‌چنین،‌هم.‌پذیر‌است‌وارون   1

1 2d ,  ,  ,  nA adj A iag u u u  ‌

‌قرار‌دهید‌. اثبات   1 2,  ,  ,  nB adj A diag u u u ‌.گاه‌‌آن‌

       1 2 1 2

1 2

. ,  ,  ,  det  d ,  ,

= d (d ( ) ,d ( ) , ,d ( ) .

  , 

)

n n

niag et A u et A

AB A adj A diag u u u A I

u et

iag u u u

A u

   
 

 با‌توجه‌به‌فرض‌‌‌چنین،‌هم

1 2d (d ( ) ,d ( ) , ,d ( ) )niag et A u et A u et A u I  

ABو‌بنابراین‌ I‌.لذا‌Aپذیر‌است‌و‌وارون‌‌   1

1 2d ,  ,  ,  nA adj A iag u u u  . 

‌.آید‌دست‌می‌هب‌‌3‌.‌0ۀوضوح‌از‌گزار‌بعدی‌به‌ۀنتیج‌‌
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‌‌ 1 .1نتیجه  ‌کنید ‌‌Rفرض ‌و ‌حلقه یک
1 2 nI I I  ایدآل‌‌ ‌از ‌زنجیر ‌‌یک ‌و‌‌Rهای باشد

1 2( ; , , , )n nA M R I I I‌.اگر‌عنصر‌u R1که‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌d ( ) 1 (  )et A u mod I،گاه‌ماتریس‌‌آن‌‌

Aپذیر‌است‌وارون‌‌.‌

پذیری‌ماتریس‌ضرایب‌از‌یک‌‌وارونکمک‌‌دهیم‌که‌چگونه‌به‌دهیم‌و‌نشان‌می‌در‌پایان‌این‌بخش‌یک‌مثال‌ارائه‌می‌‌

‌.دست‌آورد‌ههای‌دستگاه‌را‌ب‌توان‌جواب‌نهشتی‌خطی‌می‌دستگاه‌هم

 نهشتی‌خطی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌‌دستگاه‌هم‌‌1 .1مثال 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 6 26  (  36 )

9 4 3 6   10  (  18 )

2 3  2  5   (  6 )

        2   (  3 ).

x x x mod

x x x x mod

x x x x mod

x x x x mod

   
    


   
    

 

4دهیم‌می‌قرار

1 2 6 0

9 4 3 6
= ( ;36 ,18 ,6 ,3 )

2 3 1 2

1 1 1 1

A M

  
 
 
 
 
 

‌که‌کنید‌توجه‌و‌،

36 18 6 3Z Z Z Z  ‌.چنین،‌هم‌‌d ( ) = 7et Aو‌‌ 

d ( )( 5) 1 (  36 )et A mod   

d ( )( 5) 1 (  18 )et A mod   

d ( )(1) 1 (  6 )et A mod  

d ( )(1) 1 (  3 ).et A mod  

‌پذیر‌است‌و‌‌وارون‌A،‌ماتریس‌‌3‌.‌0ۀکمک‌گزاربنابراین‌به

   1

5 4 18 60 5 0 0 0

3 1 15 36 0 5 0 0
5,  5,1  ,1  ,

3 1 8 22 0 0 1 0

11 6 41 125 0 0 0 1

A adj A diag

   
  

 
     
  
  
    

 

 دهد‌‌که‌نتیجه‌می

1

11 16 18 12

3 5 3 0
.

3 1 2 2

1 0 1 2

A 

 
 

 
 
 
 
 

 

اگر‌

1

2

3

4

=

x

x
X

x

x

 
 
 
 
 
 

1گاه‌‌،‌آن

26 20

10 13

5 0

2 2

X A 

   
   
    
   
   
   

 بنابراین،‌.‌

1

2

3

4

20 36

13 18

6

2 3

k

k

k

k

 
 


 
 
 

 
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که‌‌باشد‌جایی‌می‌نهشتی‌خطی‌بالا‌جواب‌کلی‌از‌دستگاه‌هم
1 2 3 4, , ,k k k k ‌.‌

 

 نهشتی های جبرخطی هم تکنیک.  1
‌اساس‌تکنیک ‌بر ‌یک‌روش‌جدید ‌این‌بخش‌ارائه ‌دستگاه‌هدف‌از ‌خاصی‌از های‌‌های‌جبرخطی‌برای‌حل‌نوع

حلقه‌و‌‌-CFیک‌‌Rفرض‌کنیم‌.‌استنهشتی‌خطی‌‌معادلات‌هم
1 2 nI I I  های‌یک‌دنباله‌از‌ایدآل‌R‌

‌باشد ‌بخش،. ‌این ‌معادلات‌هم‌‌در ‌دستگاه ‌بررسی ‌می‌به ‌مجموع‌نهشتی ‌به ‌متعلق ‌ماتریس‌ضرایب‌آن ‌که ‌ۀپردازیم

1 2( ; , , , )n nM R I I Iباشد‌‌ های‌‌توان‌از‌تکنیک‌دهند‌چگونه‌می‌در‌ادامه‌سه‌مثال‌ارائه‌خواهیم‌داد‌که‌نشان‌می.

‌هم ‌معادلات ‌دستگاه ‌یک ‌حل ‌برای ‌‌جبرخطی ‌استفاده ‌دکرنهشتی .‌ ‌که ‌را ‌حالتی ‌اول، ‌مثال و‌‌R=در

1 2 nI I I  ها‌به‌شکل‌زنجیر‌نیستند‌و‌‌کنیم‌که‌ایدآل‌ا‌بررسی‌میحالتی‌ر‌‌در‌مثال‌دوم،.‌کنیم‌بررسی‌می‌

=کنیم‌که‌‌در‌مثال‌آخر‌حالتی‌را‌بررسی‌می [ ]R R tها‌به‌شکل‌زنجیر‌نیستند‌و‌ایدآل‌. 

‌روش‌حذفی‌گاوسی‌پیمانه‌‌ ‌از ‌اول، ‌مثال ‌عملیات‌حذفی‌گاوسی‌روی‌ماتریس‌در ‌انجام ‌برای ‌درایه‌ای ‌با های‌‌ها

نویسندگان‌به‌بحث‌‌‌ها،‌در‌این‌مقاله.‌[1]‌،[ ]‌،[7].‌کنیم‌داده‌شده‌استفاده‌می‌nصحیح‌به‌پیمانه‌یک‌عدد‌صحیح‌

ها‌در‌‌ها‌با‌درایه‌ای‌روی‌ماتریس‌در‌مورد‌جبرخطی‌پیمانه
n

یک‌عدد‌اول‌و‌یا‌توانی‌از‌یک‌عدد‌اول‌‌n،‌جایی‌که‌

‌پردازند‌می‌‌،است ‌ۀماند‌باقی‌ۀتوان‌با‌استفاده‌از‌قضی‌می‌‌ای‌نباشد،‌یک‌چنین‌عدد‌صحیح‌nتوجه‌کنید‌هنگامی‌که‌.

ها‌‌های‌گربنر‌روی‌حلقه‌گزین‌با‌استفاده‌از‌پایه‌برای‌یک‌روش‌جای.‌کار‌برد‌ای‌را‌به‌چینی،‌روش‌حذفی‌گاوسی‌پیمانه

توان‌به‌‌در‌پایان‌توجه‌کنید‌که‌نتایج‌این‌بخش‌را‌می.‌را‌مشاهده‌کنید‌[99]مرجع‌(‌nمانند‌)با‌مقسوم‌علیه‌صفر‌

ها‌در‌یک‌‌ها‌با‌درایه‌تر‌در‌مورد‌نظریه‌ماتریس‌جزئیات‌بیش‌بررسیبرای‌.‌های‌ایدآل‌اصلی‌تعمیم‌داد‌راحتی‌برای‌دامنه

 .شودمراجعه‌‌[4]جایی‌به‌‌هحلقه‌جاب

‌نرم ‌که ‌است ‌ذکر ‌‌شایان ‌برای ‌بسته ‌یک ‌میپل ‌پیمانهافزار ‌فر‌جبرخطی ‌میای ‌سازد‌اهم ‌بست‌به. ‌در ‌‌ۀعلاوه،

[Modular]LinearAlgebraتابع‌،‌RowReduceیک‌ماتریس‌‌ۀموجود‌است‌که‌شکل‌سطری‌پلکانی‌کاهش‌یافت‌

‌درایه ‌به‌پیمانه‌یک‌عدد‌صحیح‌داده‌شده‌محاسبه‌می‌با ‌کند‌های‌صحیح‌را ‌ادامه،. ‌یک‌دستگاه‌هم‌‌در نهشتی‌که‌‌ما

‌1ۀآن‌به‌مجموعماتریس‌ضرایب‌ 2( ; , , , )n nM I I Iجایی‌که‌،=i m
i

I‌1و‌ 2 nI I I  ،تعلق‌داشته‌‌

‌بررسی‌می ‌‌1بنابراین، .کنیم‌باشد 2 1| , , |n nm m m m‌ ‌می‌‌برای‌یک‌چنین‌دستگاهی،. ‌‌ما 1nتوانیم دستگاه‌‌

=ازای‌دیگر‌به , ,2i nدست‌آوریم‌و‌یک‌دستگاه‌جدید‌شامل‌هب‌iمعادله‌اول‌از‌دستگاه‌اصلی‌به‌پیمانه‌imرا‌‌

‌کنیم ‌بررسی ‌هر. =برای , ,2i n‌ ‌ب، ‌برای ‌مجهول‌هما ‌آوردن ‌می-iدست ‌استفاده ‌متناظر ‌دستگاه ‌از .‌کنیم‌ام

یک‌جواب‌از‌دستگاه‌اولیه‌‌‌های‌جدید،‌دستگاه‌ۀکه‌هر‌جواب‌مشترک‌از‌هم‌کردتوان‌مشاهده‌‌راحتی‌می‌به‌‌چنین،‌هم

‌.توانیم‌دستگاه‌اولیه‌را‌نیز‌حل‌کنیم‌گاه‌می‌ها‌را‌حل‌کنیم،‌آن‌بنابراین،‌اگر‌این‌دستگاه.‌و‌بالعکس‌است

‌نهشتی‌خطی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌‌دستگاه‌معادلات‌هم  3 .1مثال 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

25 3 18 36 48 (  72 )

 7 4  6 12    21 (  24 )

 2 3    2     3 (  4 )

              1 (  2 ).

x x x x mod

x x x x mod

x x x x mod

x x x x mod

   
    


   
    

(9)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

‌ۀاگر‌این‌دستگاه‌را‌در‌پیمان 2 :‌داریم‌‌در‌نظر‌بگیریم،‌  
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1 2

1

2 3

1 2 3 4

                0 (  2 )

                       1 (  2 )

                1 (  2 )

   1 (  2 ).

x x mod

x mod

x x mod

x x x x mod

 
 


 
    

 

)  1کند‌که‌‌این‌ایجاب‌می‌‌  2 )ix mod1,2,4=برای‌‌iو‌‌
3 0  (  2 )x mod‌.بنابراین‌= 2 1i ix z ‌

و‌‌1,2,4i=برای‌
3 3= 2x z‌.گزینی‌‌با‌جای

1 2 3 4, , ,x x x xدست‌‌هب‌(2)،‌دستگاه‌(9)نهشتی‌خطی‌‌در‌دستگاه‌هم‌

‌:آید‌می

1 2 3

1 2 3

1 2 3

50 6 36 56   (  72 )

 14 8  12 22   (  24 ) 

 4 6   2 0    (  4 ).

z z z mod

z z z mod

z z z mod

  


  
   

                          ‌(2)  

 :‌داریم‌‌در‌نظر‌بگیریم،‌4را‌در‌پیمانه‌(‌2)حال‌اگر‌دستگاه‌

1 2

1

2 3

 2 2   0  (  4 )

2            2  (  4 )

2 2 0  (  4 ),

z z mod

z mod

z z mod

 



  

 

‌ایجاب‌می ‌‌که ‌که )  1کند  2 )iz mod1,2,3=برای‌‌i‌ =بنابراین،. 2 1i iz u ‌‌ ‌1,2,3i=برای ‌این. ‌رو،‌از

= 4 3i ix u جایی‌‌‌ ‌‌1,2i=که 3و 3= 4 2x u ‌ ‌جای. ‌با ‌‌حال 1گذاری 1= 4 3x u ‌ ،2 2= 4 3x u ‌،

3 3= 4 2x u 4و‌‌ 4= 2 1x z داریم(‌9)نهشتی‌‌در‌معادلات‌اول‌و‌دوم‌از‌دستگاه‌هم‌‌: 

1 2

1 2

28 12 36 (  72 )
 

4 16 12 (  24 ).

u u mod

u u mod

 


 
‌‌(3)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

 :‌داریم‌‌در‌نظر‌بگیریم،‌24را‌در‌پیمانه‌(‌3)حال‌اگر‌دستگاه‌‌‌

1 2

1 2

4 12 12 (  24 )

4 16 12 (  24 ).

u u mod

u u mod

 


 
 

 آوریم‌که‌‌دست‌می‌های،‌ب‌با‌استفاده‌از‌عملیات‌حذفی‌گاوس‌پیمانه‌و

1 23  (  6 ),  0  (  6 ).u mod u mod   

1بنابراین‌ 1= 6 3u v 2و‌‌ 2= 6u v‌.1گذاری‌‌با‌جای‌رو،‌از‌این 1= 24 15x v ‌،2 2= 24 3x v ‌،3 3= 4 2x u و‌‌

4 4= 2 1x z داریم(‌9)نهشتی‌‌اول‌از‌دستگاه‌هم‌ۀدر‌معادل‌‌: 

1600 336 0  (  72 )v mod   

124کند‌که‌‌که‌ایجاب‌می 24  (  72 )v mod‌ 1بنابراین‌. 1  (  3 )v modاز‌این‌‌ ‌1رو،‌، 1= 3 1v w ‌ بنابراین‌.

1 39  (  72 )x mod‌.فرد‌‌به‌دارای‌جواب‌منحصر(‌9)کند‌که‌دستگاه‌‌این‌ایجاب‌می‌

‌

39

3

2

1

X

  
  
  
  
   
  

 

‌.‌است

,1های‌‌و‌ایدآل‌R=در‌مثال‌بعدی‌ما‌در‌مورد‌حالتی‌که‌ , nI Iکنیم‌دهند‌بحث‌می‌تشکیل‌زنجیر‌نمی‌.‌

‌نهشتی‌خطی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌دستگاه‌معادلات‌هم  0 .1مثال 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌311
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

 

 

 
1 2

1 2 3

2 3

5 2            4        8

    3 5 6 3       1  2

    1       2

*

  .

x x mod

x x x mod

x x mod

  


  
  

 

‌دهیم‌قرار‌می  
1 2 38 ,    12 ,    2I I I  ‌.گاه‌‌آن‌

 3 3  1 2 3

5 2 0 4

3 5 6 ;  , , ;  3 .

0 1 1 1

A M I I I b

    
    

       
    
    

 

‌این ‌‌از که
1I‌ ،

2I‌‌ و
3Iنمی‌‌ ‌زنجیر ‌‌تشکیل ‌‌دهند، ‌یک‌زنجیر 1ابتدا nJ J ایدآل‌‌ ‌‌از یابیم‌‌می‌های

‌مدول‌‌طوری‌به 1که 2 3= / / /M I I I مدول‌‌ =1با / / nN J J باشدریخت‌‌یک‌‌ وضوح‌‌به.

‌های‌زیر‌را‌بررسی‌کنیم‌‌کافی‌است‌ایدآل

1 2 324 ,    4 ,   2 .J J J    

:،‌فرض‌کنیم‌2با‌استفاده‌از‌نمادهای‌بخش‌  M M نمایش‌نگاشت‌متناظر‌با‌‌Aریختی‌‌در‌زیر‌یک.‌باشد‌

: M N طوری‌می‌‌ ‌نگاشت‌را h:‌یابیم‌که N N‌‌ ‌با 1برابر باشد‌‌ ‌فرض‌کنید‌‌برای‌این‌منظور،.

8 3 4 2: ( )M    1ۀضابط‌با‌ 2 3 1 2 2 3( , , ) = ( , , , )a a a a a a aو‌

8 3 4 2: ( ) N    ‌1ۀبا‌ضابط‌ 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) = (3 8 , , )b b b b b b b b ‌ توان‌گفت‌که‌‌وضوح‌میبه.

‌‌ ‌هستند‌ریختی‌یک‌و ‌طبیعی ‌های .‌ =اگر آن‌ ،‌‌ :گاه M N یک‌‌ ‌ضابط‌یک ‌با ‌ۀریختی

1 2 3 1 2 2 3( , , ) = (3 8 , , )a a a a a a a بنابراین‌ماتریس‌متناظر‌با‌.‌است‌مولد‌استاندارد‌از‌‌ۀنسبت‌به‌مجموع‌Mو‌‌

Nعبارت‌است‌از‌‌: 

3 8 0

[ ] = 0 1 0 .

0 0 1



 
 
 
 
 

 

1ریختی‌‌طور‌مشابه،‌یک‌یکبه : N M  کنیم‌‌تعریف‌می.‌آوریم‌دست‌می‌هب‌ 

8 3 4 2: ( )N      

‌1ۀبا‌ضابط 2 3 1 1 2 3( , , ) = ( , , , )c c c c c c c8و‌‌ 3 4 2: ( ) M    ‌‌

‌1ۀبا‌ضابط 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) = ( ,4 3 , )d d d d d d d d ‌.وضوح‌بهو‌‌ریختی‌هستند‌یک‌‌.‌

1اگر‌ = 1گاه‌‌،‌آن : N M  ‌1ۀریختی‌با‌ضابط‌یک‌یک‌

1 2 3 1 1 2 3( , , ) = ( ,4 3 , )c c c c c c c  است‌‌.

1بنابراین‌ماتریس‌متناظر‌با‌ مولد‌استاندارد‌از‌‌ۀنسبت‌به‌مجموع‌Nو‌‌Mعبارت‌است‌از‌‌: 

1

1 0 0

[ ] = 4 3 0 .

0 0 1

 

 
 
 
 
 

 

h=1اگر‌  گاه‌ماتریس‌متناظر‌با‌‌،‌آنhعبارت‌است‌از‌‌: 

1

3 8 0 5 2 0 1 0 0 223 138 48

= [ ] [ ] = 0 1 0 3 5 6 4 3 0 = 23 15 6 .

0 0 1 0 1 1 0 0 1 4 3 1

B A  

     
     
     
     
     

 

 :‌چنین‌داریم‌منظور‌بازنویسی‌دستگاه‌جدید،‌همبه
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1

2

3

3 8 0 4 36

= = [ ] = 0 1 0 3 = 3 .

0 0 1 1 1

d

d d b

d



      
      
      
      
      

 

‌اما‌با‌استفاده‌از‌این‌حقیقت‌که،‌

 3 3 1 2 3

7 18 0 12

3 3 2 ; ,  ,  ;   3

0 1 1 1

B M J J J d

    
    

       
    
    

 

‌عبارت‌است‌از‌dو‌‌Bدستگاه‌جدید‌متناظر‌با‌

 

 

 

 
1 2

1 2 3

2 3

7 18 12  24

  3 3 2   3  4 **

    1   2 .

y y mod

y y y mod

y y mod

  


  
  

 

‌با‌حل‌دستگاه **‌ ‌جواب‌دستگاه ، *آید‌دست‌می‌هب‌‌ ‌برای‌حل‌دستگاه. **به‌پیمان‌ ‌را ‌این‌دستگاه ‌ابتدا ‌ۀ،

3 = 2Jماتریس‌تکمیل‌شده‌از‌این‌دستگاه‌جدید‌عبارت‌است‌از‌.‌کنیم‌حل‌می‌‌

‌
1 0 0 0

1 1 0 1

0 1 1 1

  
  
  
  
  

 

‌ ‌تابع ‌از ‌استفاده ‌میپ‌RowReduceبا ‌ماتریس‌باز ‌عملیات‌حذف‌گاوسی، ‌اعمال ‌انجام ‌از ‌بعد تبدیل‌‌صورت‌‌‌دینل،

‌‌:شود‌می

1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 0

  
  
  
  
  

 

بنابراین     1 2 30   2 ,    1   2  ,    0   2y mod y mod y mod  1گاهآن‌ 1 2 2 3 3. 2 ,    2 1 ,    2y z y z y z   با‌‌

1گذاری‌‌جای 2 3, ,y y yدر‌معادلات‌اول‌و‌دوم‌دستگاه‌‌ **داریم‌‌، 

 

 
1 2

1 2

14 12    18          24

 2 2       0           4 .

z z mod

z z mod

 


 
 

‌2ۀاین‌دستگاه‌را‌به‌پیمان‌‌حال، = 4Jبرای‌این‌منظور،‌ماتریس‌تکمیل‌شده‌از‌این‌دستگاه‌عبارت‌.‌کنیم‌حل‌می‌

‌:است‌از‌

.
2 0 2

2 2 0

  
  
  

 

‌‌:آید‌دست‌می‌هماتریس‌باین‌‌‌اگر‌اعمال‌حذفی‌گاوس‌را‌روی‌این‌ماتریس‌انجام‌دهیم،

2 0 2

0 2 2

  
  
  

 

‌بنااااابراین   1 22 2    4 ,  2 2    4z mod z mod ‌.رو،‌از‌ایاااان   1 21    2 ,   1    2z mod z mod ‌،یعناااای‌

1 1 2 2. 2 1  ,   2 1z u z u   ‌1بنابراین‌ 1 2 24 2 ,    4 3y u y u   ‌ چناین‌‌هم، 2 3   4y mod‌.گااه‌باا‌‌‌‌آن

‌اول‌دستگاه‌ۀدر‌معادل‌2yو‌‌1yگذاری‌‌جای **،داریم‌‌‌ 

1 1 14 16 (m 24) 4 (m 6) 18 (m 24)u od u od y od      
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‌بنابراین‌دستگاه **فرد‌‌به‌دارای‌جواب‌منحصر‌
18

3

0

  
  
  
  
  

‌1رو،‌از‌این.‌است‌

18

[ ] 3

0

 

 
 
 
 
 

که‌با‌‌
2

9

0

  
  
  
  
  

‌‌ارز‌است،‌هم‌

‌فرد‌دستگاه‌به‌جواب‌منحصر *است‌‌.‌

=در‌مثال‌بعدی‌ما‌در‌مورد‌حالتی‌که‌ [ ]R t1های‌‌و‌ایدآل‌, , nI Iکنیم‌دهند‌بحث‌می‌تشکیل‌زنجیر‌نمی‌.‌

=فرض‌کنیم‌  1 .1مثال  [ ]R tمگیری‌میدستگاه‌را‌در‌نظر‌این‌.‌دباش‌ها‌با‌ضرایب‌در‌‌ای‌چندجمله‌ۀ،‌حلق:‌
2

1 2 3

1 2

2

1 2 3

( 1) 2( 1) 2( 1) (m ( 1) )

( ) ( 1) 0 (m ( 1) )

2 1 (m ).

t x t t x t x t od t t R

t x tx od t t R

t x t x x t od t R

       


   
     

 

 ‌:مدهی‌میقرار‌

2 2

1 2 3. = ( 1) , = ( 1) , =I t t R I t t R I t R   

‌این که‌از
1I‌ ,

2I‌ ,
3Iنمی‌‌ ‌زنجیر ‌ایدآل‌تشکیل ‌از ‌یک‌زنجیر ‌ابتدا ‌‌دهند، 1های nJ J ‌‌ ‌که‌‌می‌Rاز یابیم

1 2 3= / / /M R I m R I R I 1با‌‌= / / nN R J R J برای‌این‌منظور‌کافی‌.‌ریخت‌باشد‌یک‌

 ‌:است‌قرار‌دهیم
2 2

1 2 3= ( 1)( 1) , = , = .J t t t R J t R J tR   

:،‌فرض‌کنیم‌2با‌استفاده‌از‌نمادهای‌بخش‌ M M نمایش‌نگاشت‌متناظر‌با‌‌Aریختی‌‌در‌زیر‌یک.‌باشد‌

: M N طوری‌می‌‌ ‌نگاشت‌‌را h:یابیم‌که N N‌‌ ‌با 1برابر باشد‌‌ فرض‌کنید‌‌‌برای‌این‌منظور،.

: M L ‌1ۀبا‌ضابط‌ 2 3 1 2 2 3( , , ) = ( , , , )f f f f f f fکه‌‌جایی‌‌
2 2= / ( 1) / ( 1) / /L R t t R R t R R tR R t R      

:و L N 2ۀبا‌ضابط‌

1 2 3 4 1 2 4 3( , , , ) = (( 1) ( 1) , , )g g g g t g t t g g g   ‌ و‌‌توان‌گفت‌که‌وضوح‌میبه.

هستند‌ریختی‌یک‌‌ ‌طبیعی ‌های .‌ =اگر آن‌ ،‌‌ ::گاه M N ضابط‌‌ ‌با ‌یکریختی ‌ۀیک
2

1 2 3 1 2 3 2( , , ) = (( 1) ( 1) , , )f f f t f t t f f f   است‌‌ ‌با. ‌متناظر ‌ماتریس ‌مجموع‌بنابراین ‌به مولد‌‌ۀنسبت

 :‌عبارت‌است‌از‌Nو‌‌Mاستاندارد‌از‌

21 ( 1) 0

[ ] = 0 0 1 .

0 1 0

t t t



  
 
 
 
 

 

1ریختی‌یکطور‌مشابه،‌یک‌‌به : N M  ریختی‌هم.‌آوریم‌دست‌می‌هب‌: N L ۀبا‌ضابط‌‌ 

1 2 3 1 1 3 2( , , ) = ( , , , )p p p p p p p  

:ریختی‌‌و‌هم L M ۀبا‌ضابط‌‌ 

1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) = ( , ( 1) , )q q q q q tq t q q    

1اگر‌.‌ریختی‌هستند‌یک‌و‌‌وضوحبه.‌کنیم‌را‌تعریف‌می = 1گاه‌،‌آن : N M  ریختی‌با‌‌یک‌یک‌

‌1ۀضابط

1 2 3 1 1 3 2( , , ) = ( , ( 1) , )p p p p tp t p p   1بنابراین‌ماتریس‌متناظر‌با‌.‌است‌ مولد‌‌ۀنسبت‌به‌مجموع‌

 :عبارت‌است‌از‌Mو‌Nاستاندارد‌از‌

1

1 0 0

[ ] = 0 1 .

0 1 0

t t 

 
 


 
 
 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

4.
2.

13
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

97
.4

.2
.3

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
04

 ]
 

                            14 / 20

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.4.2.133
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1397.4.2.3.0
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2617-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌311ها‌هایی‌از‌مدول‌کمک‌تجزیه‌ها‌به‌حلقه‌نهشتی‌خطی‌روی‌برخی‌های‌معادلات‌هم‌حل‌دستگاه

)ماتریس‌ضرایب‌دستگاه‌‌Aاگر‌ =1باشد‌و‌‌( [ ] [ ]B A  گاه‌‌،‌آن‌
2 2 2

3 3 1 2 3

( 1) 2( 1) ( 1)

1 ( ; , , ).

1 0 0

t t t t t

B t t M R J J J

      
  

   
    

 

چنین‌اگر‌‌هم
2( 1)

= 0

2 1

t

b

t

 
 
 
   

 گاه‌‌،‌آن

2

1

2

3

2( 1)

= = [ ] 2 1 .

0

d t

d d b t

d



   
   

     
    
    

 

]و‌‌Bدستگاه‌متناظر‌با‌ ]bعبارت‌است‌از‌‌ 

2 2 2 2

1 2 3 1

1 2 3 2

1 3

( 1) 2( 1) ( 1) 2( 1) (m )

( ) 2 1 (m )

0 (m ).

t t y t y t t y t od J

ty y ty t od J

y od J

       


    
  

 

‌ )با‌حل‌دستگاه )‌ ‌جواب‌دستگاه ،( ‌آید‌دست‌می‌هب‌( .‌ )برای‌حل‌دستگاه ‌به‌پیمان( ‌را ‌این‌دستگاه ‌ابتدا ‌ۀ،

3 =J tRماتریس‌تکمیل‌شده‌از‌این‌دستگاه‌جدید‌عبارت‌است‌از.‌کنیم‌حل‌می‌:‌ 

3 4 3 3 3

0 2 0 2

0 1 0 1 ( ; , , ).

1 0 0 0

M R J J J

  
  

  
    

 

1گاه‌با‌انجام‌اعمال‌سطری‌مقدماتی‌‌آن 3 1 1 3 2 3, , 2r r r r r r r  داریم‌:‌ 

0 2 0 2 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

      
      

      
            

 

1و‌بنابراین‌ 3 2 30 (m ), 1 (m )y od J y od J 3و‌‌y3خواه‌در‌پیمانه‌‌یک‌متغیر‌دل‌Jگاه‌‌آن.‌است‌

1گذاری‌‌با‌جای 1=y tz2و‌‌ 2= 1y tz اول‌و‌دوم‌دستگاه‌‌ۀدر‌معادل‌(  :داریم‌(

2 2 2 2 2

1 2 3 1

2

1 2 3 2

( 1) 2( 1)( 1) ( 1) 2( 1) (m )

1 2 1 (m ).

t t z t tz t t y t od J

t z tz ty t od J

        


     
 

‌2ۀاین‌دستگاه‌را‌در‌پیمان‌‌حال،

2 =J t Rماتریس‌تکمیل‌شده‌از‌این‌دستگاه‌عبارت‌.‌کنیم‌حل‌می‌‌ برای‌این‌منظور،

‌‌:است‌از

0 2 4
.

0 2

t t t

t t t

  
  

  
 

1بنابراین‌با‌انجام‌اعمال‌سطری‌مقدماتی‌ 2 2 1 2 1 2 1 2 2, 2 , ,r r r r r r r r r r   داریم‌،: 

.
0 2 4 0 0 2

0 2 0 0 0

t t t t t

t t t t

       
      

      
 

2بنابراین‌ 2

2 32 (m ), 0 (m )tz t od t R ty od t R  ‌.‌

‌این ‌2رو،‌از 32 (m ), 0 (m )z od tR y od tR  ‌ ‌یعنی، ،2 2 3 3= 2, =z tu y tu‌ ‌با‌. بنابراین

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

4.
2.

13
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

97
.4

.2
.3

.0
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
04

 ]
 

                            15 / 20

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.4.2.133
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1397.4.2.3.0
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2617-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌311
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

گذاری‌‌جای
1 1=y tz‌،2

2 2= 2 1y t u t و‌‌
3 3=y tuاول‌دستگاه‌‌ۀدر‌معادل‌( ‌:داریم‌‌،(

2 2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

1

2 2

1

2 2

1

2

1

2

1

( 1) 2( 1)( 2 1) 2( 1) (m ( 1) )

( 1) 4 ( 1) (m ( 1) )

( 1) 4( 1) (m ( 1) )

( 1 2) 4( 1) (m ( 1) )

2 4( 1) (m ( 1) )

2( 1) (m ( 1) ).

t t z t t t od t t R

t t z t t od t t R

t z t od t R

t z t od t R

z t od t R

z t od t R

       

     

     

      

    

    

 

2بنابراین‌

1 = ( 1) ( ) 2( 1)z t f t t   ‌،رو،‌از‌این‌ 

2 2 2

1 = ( 1) ( ) 2 ( 1) (m ( 1) )y t t f t t t od t t R      

)که‌جایی )f tخواه‌از‌‌یک‌عنصر‌دل‌Rبنابراین‌دستگاه‌.‌است‌(  دارای‌جواب‌‌(

2( 1) ( ) 2 ( 1)

2 1

0

t t f t t t

t

     
  

   
  
  

 

 ‌رو،‌از‌این.‌است

2

1

( 1) ( ) 2 ( 1)

[ ] 2 1

0

t t f t t t

t 

     
  

   
  
  

 

2( 1) ( ) 2 ( 1)

0

2 1

t t f t t t

t

     
  

   
     

 

)های‌دستگاه‌‌تمام‌جواب ‌.است‌(

‌

 نهشتی های هم های گربنر و دستگاه پایه.  1
برای‌.‌پردازیم‌نهشتی‌خطی‌می‌های‌معادلات‌هم‌های‌گربنر‌در‌حل‌دستگاه‌در‌این‌بخش‌به‌کاربرد‌جدیدی‌از‌پایه

های‌‌ها‌در‌حل‌دستگاه‌کاربرد‌این‌پایههای‌گربنر‌را‌بیان‌و‌به‌‌این‌منظور،‌ابتدا‌برخی‌تعاریف‌و‌نتایج‌اصلی‌مرتبط‌با‌پایه

 .کنیم‌خطی‌روی‌اعداد‌طبیعی‌نیز‌اشاره‌می

=1فرض‌کنیم‌ [ , , ]nP K x xها‌روی‌میدان‌‌ای‌چندجمله‌ۀحلق‌K2با‌متغیرهای‌‌ 1, , ,nx x xباشد‌‌ فرض‌.

=1کنیم , , kI f f یک‌ایدآل‌P1ایهای‌باشد‌که‌توسط‌چندجمله‌, , kf f Pشود‌تولید‌می‌‌ چنین‌فرض‌‌هم.

fکنیم Pۀای‌روی‌حلق‌جمله‌یک‌ترتیب‌تک‌و‌‌‌Pای‌جمله‌تکترین‌‌در‌این‌صورت‌بزرگ.‌باشد‌f‌(نسبت‌به‌

)نامیم‌و‌با‌‌می‌fروی‌ای‌پیش‌جمله‌را‌تک(‌ )LM fضریب‌.‌دهیم‌نمایش‌می‌( )LM fدر‌fروی‌‌را‌ضریب‌پیش‌

fنامیم‌و‌با‌‌می‌( )LC fضرب‌‌حاصل.‌دهیم‌نمایش‌می‌( ). ( )LM f LC fروی‌پیش‌ۀرا‌جمل‌fنامیم‌و‌آن‌را‌‌می‌

)با‌ )LT fای‌جمله‌ایدآل‌تک.‌دهیم‌نمایش‌می‌( ) = ( ) |LT I LT f f I  روی‌پیش‌ۀرا‌ایدآل‌جمل‌Iنامیم‌می‌‌.

}=1متناهی‌ۀیک‌زیر‌مجموع , , }tG g g Iگربنر‌ۀرا‌یک‌پای‌Iنامیم‌هرگاه‌‌می‌نسبت‌به‌‌ 

1( ) = ( ), , ( ) .kLT I LT g LT g   

 .شودمراجعه‌‌32صفحه‌‌]9[های‌گربنر‌به‌‌تر‌راجع‌به‌پایه‌توضیحات‌بیش‌برای
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ij,حال‌فرض‌کنیم‌ ia b 1=که‌‌, ,i mو‌‌. = 1, ,j nهای‌گربنر‌جواب‌‌خواهیم‌با‌استفاده‌از‌پایه‌می‌

1( , , ) n

n  را‌برای‌دستگاه‌‌ 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

   n n

m m mn n n

a a a b

a a a b

  

  

   


    

‌(3)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

کنیم‌و‌سپس‌‌ای‌تبدیل‌می‌های‌چندجمله‌ایدآل‌ۀمعادل‌در‌نظری‌ۀبرای‌حل‌این‌دستگاه،‌آن‌را‌به‌مسال.‌دست‌آوریم‌هب

معرفی‌‌نام‌‌برای‌این‌منظور‌یک‌متغیر‌جدید‌به.‌کنیم‌های‌گربنر‌حل‌می‌جدید‌را‌با‌استفاده‌از‌تکنیک‌پایه‌ۀاین‌مسال

‌ایدآل‌‌می ‌به‌Jکنیم‌و صورت‌‌را
1= 1mJ x x   می‌‌ ‌نظر ‌گیریم‌در .‌ ‌عضو )1برای‌هر , , ) m

i mia a با‌‌

 :‌صورت‌نوشت‌دینتایی‌را‌ب‌mتوان‌این‌‌های‌منفی،‌می‌لفهؤم

1 1( , , ) = ( , , ) ( 1, , 1)i mi i mi ia a a a       

)1که‌در‌آن , , ) m

i mia a  و‌‌i N ‌.دقت‌کنیم‌که‌اگر‌برای‌هرjداشته‌باشیم‌‌ija گاه‌آن‌. = 0i‌

 :‌داریم‌iبنابراین‌برای‌هر

1 1
1 1=
a a a a

i mi i mi
m mx x J x x J

 
   

 :‌گیریم‌ای‌زیر‌را‌در‌نظر‌می‌حال‌نگاشت‌چندجمله

1 1: [ , , ] [ , , ] /n mK y y K x x J   

1که‌در‌آن‌
1. ( ) =
a a

i mi
i my x x J

 
1کنیم‌فرض‌میچنین‌‌هم‌ 1

1 1. =
b b b b

m m
m mx x J x x J

 
 زیر‌یک‌‌ۀگزار‌

 (.921صفحه‌‌]9[)‌کند‌فراهم‌می(‌3)روش‌الگوریتمیک‌برای‌حل‌دستگاه‌

1یک‌جواب‌طبیعی‌دارد‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌(3)‌با‌استفاده‌از‌نمادهای‌بالا،‌دستگاه‌ 3 .1گزاره 
1

b b
m

mx x J
 

تصاویر‌‌‌

]1ای‌در‌‌جمله‌یک‌تک , , ]nK y yتحت‌نگاشت‌‌علاوه،‌اگر‌‌به.‌باشد‌ 

1 1
1 1= ( )
b b

m n
m nx x J y y

  
 

  

)1گاه‌آن , , )n است(‌3)یک‌جواب‌دستگاه‌‌‌. 

1لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌برای‌تشخیص‌این‌که‌
1

b b
m

mx x J
 

متعلق‌به‌تصویر‌گربنر‌ۀاست‌یا‌خیر‌یک‌پای‌Gرا‌‌

‌برای‌ایدآل‌
11 1 1 1

1 1 1 1= , , , 1
a a a a

m n mn n
m n m mI y x x y x x x x

 
  

   
      

i,ترتیب‌الفبایی‌که‌در‌آن‌برای‌هر‌نسبت‌به j،i jy xحال‌فرض‌کنیم‌.‌کنیم‌محاسبه‌می‌hۀماند‌باقی‌‌

1تقسیم
1

b b
m

mx x 
 ‌‌ ‌باشد‌Gبر .‌ )1اگر , , ) n

n  که‌‌ ‌باشد 1موجود
1= n

nh y y
 این‌صورت‌‌‌ در

1( , , )n 1است‌و‌اگر‌چنین‌(‌3)یک‌جواب‌دستگاه‌‌( , , ) n

n  گاه‌دستگاه‌جواب‌ندارد‌موجود‌نباشد‌آن‌‌.

اصلی‌این‌بخش‌‌ۀدر‌ادامه‌نتیج.‌شودمراجعه‌‌992-927صفحات‌‌]9[‌های‌متنوعی‌در‌این‌زمینه‌به‌مثال‌ۀبرای‌مشاهد

‌بیان‌می‌R=برای‌حالت‌خاص‌(‌9)نهشتی‌‌که‌تعمیم‌این‌گزاره‌برای‌حل‌دستگاه‌هم ‌در‌واقع‌چون‌.‌کنیم‌را

i‌،=iایدآل‌اصلی‌است‌پس‌برای‌هر‌ۀیک‌دامن iI n که‌‌in (‌4)صورت‌‌توان‌به‌را‌می(‌9)و‌در‌نتیجه‌دستگاه‌‌

‌:‌نوشت

11 1 12 2 1 1 1

1 1 2 2

   (m    )

 (m   ).

n n

m m mn n n m

a a a b od n

a a a b od n

  

  

   


    

‌(4)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

1دهیم‌‌قرار‌می‌
1 1= 1, , 1, 1
n n

m
m mJ x x x x     ای‌‌و‌نگاشت‌چندجمله‌ 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌312
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1 1: [ , , ] [ , , , ] /n mK y y K x x J   

1ۀرا‌با‌ضابط
1( ) =
a a

i mi i
i my x x J


 

 
یک‌جواب‌طبیعی‌دارد‌اگر‌و‌(‌4)بنابراین‌دستگاه‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌

1تنها‌اگر‌
1

b b
m

mx x J
 

ای‌در‌‌جمله‌تصویر‌یک‌تک‌
1[ , , ]nK y yتحت‌‌ویژه،‌اگر‌‌هب.‌باشد‌ 

1 1
1 1= ( )
b b

m n
m nx x J y y

  
 

  

‌آن )1گاه , , )n ‌‌ ‌4)یک‌جواب‌دستگاه ‌است( ‌قضی. ‌‌0ۀدر یک‌روش‌الگوریتمیک‌جدید‌برای‌بررسی‌تعلق‌‌2.
1

1

b b
m

mx x J
 

در‌تصویر‌نگاشت‌‌کنیم‌معرفی‌می‌‌. 

 فرض‌کنیم  0 .1قضیه 

11 1 1 1 1
1 1 1 1 1= , , , 1, 1, , 1

a a a a n n
m n mn n m

m n m n mI y x x y x x x x x x
 

  
   

        

i,ای‌الفبایی‌که‌برای‌هر‌جمله‌ترتیب‌تکنسبت‌به‌Iیک‌پایه‌گربنر‌Gو‌ jداشته‌باشیم‌i jy xباشد‌،‌ در‌.

1مانده‌تقسیم‌یک‌جواب‌طبیعی‌دارد‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌باقی(‌4)این‌صورت‌دستگاه‌
1

b b
m

mx x 
 بر‌‌Gای‌‌جمله‌یک‌تک‌

,1برحسب‌ , ny yباشد‌‌ ‌این‌باقیبه. ‌اگر ‌‌علاوه، 1مانده
1

n
ny y

 آن‌‌ ‌‌باشد، )1گاه , , )n یک‌جواب‌طبیعی‌‌

 .‌دستگاه‌است

)1فرض‌کنیم. اثبات  , , ) n

nc c باشد‌‌ ‌دستگاه ‌یک‌جواب .‌ ‌صحیح ‌اعداد ,1بنابراین , mt tکه‌‌‌ ‌دارند وجود

1 1 =i in n i i ia c a c b t n  برای‌هر‌‌.iبنابراین‌دستگاه‌‌ 

11 1 12 2 1 1 1 1

1 1 2 2

   =

=

n n

m m mn n m m m

a a a b t n

a a a b t n

  

  

   


    

 

)1دارای‌یک‌جواب‌طبیعی‌ , , )nc cاست‌‌ mله،‌فرض‌کنیم‌ئبدون‌از‌دست‌دادن‌کلیت‌مس. mt nترین‌مقدار‌‌کم‌

iبین it nدو‌حالت‌برای‌.‌ها‌باشدm mt n0اگر‌:‌ممکن‌است‌m mt n توان‌نوشت‌در‌این‌صورت‌می‌: 

1 1 1 1 1 1( , , ) = ( , , ) ( , , ) ( 1, , 1).m m m m m mb t n b t n b b t n t n           

 های‌‌ای‌چند‌جمله‌وسیلۀ‌بهگربنر‌برای‌ایدآل‌تولید‌شده‌‌ۀیک‌پای‌1Gفرض‌کنیم

11 1 1 1
1 1 1 1,  ,  ,  1

a a a a
m n mn n

m n m my x x y x x x x
 

  
   

    

‌باشد ‌گزار. ‌از ‌استفاده ‌نتیجه‌می‌ۀبا ‌بالا‌یک‌جواب‌طبیعی‌دارد ‌توجه‌به‌این‌که‌دستگاه ‌با ‌ۀماند‌گیریم‌باقی‌قبلی‌و

1تقسیم 1 1
1 1

b b t n t n
m m m

m mx x x x 
   ‌‌ ‌تک‌1Gبر ‌برحسب‌جملهیک ,1ای , ny yاست‌‌ ‌داریم‌. ‌دیگر ‌طرف از

1
n
i

ix I 1تقسیم‌ۀماند‌و‌درنتیجه‌باقی‌
1

b b
m

mx x 
 نسبت‌به‌G1ای‌برحسب‌یک‌تک‌جمله‌, , ny yاست‌‌.

.حال‌فرض‌کنیم‌ < 0m mt nتوان‌نوشت‌‌بنابراین‌می‌ 

1 1 1 1 1 1 1 1( , , ) = ( , , ) ( , ,

,0) ( )( 1, , 1).

m m m m m m m m

m m m m

b t n b t n b b t n t n t n

t n t n

 
      

    
 

 تقسیم‌‌ۀماند‌قبل،‌باقی‌ۀحال‌با‌استفاده‌از‌گزار

1 1 1 1 1
1 1 1=
b b t n t n t n t n t n

m m m m m m m m m
m mu x x x x




      
 


 

, 1ای‌برحسب‌جمله‌یک‌تک‌1Gنسبت‌به , ny y1=برای‌هر‌.‌است, , 1i m دهیم‌‌قرار‌می‌ 

= .
t n t n
i i m m

i is x
 

 

.برابر‌است‌با‌Gبر‌isتقسیم‌ۀماند‌کنیم‌باقی‌ادعا‌می
t n
m m

ix0از‌طرفی‌چون‌it 1،‌از‌
n
i

ix I گیریم‌‌نتیجه‌می‌

1
n t
i i

ix I با‌استفاده‌از‌این‌ادعا،.‌شود‌و‌ادعای‌مورد‌نظر‌اثبات‌می‌uبا‌استفاده‌از‌‌Gبه‌‌ 

1
1 1 1=
b b t n t n t n

m m m m m m m
m mv x x x x




  

  
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1از‌عضویت.‌یابد‌کاهش‌می
n
m

mx I داریم‌. 1
t n
m m

nx I از‌طرفی‌از‌
1 1mx x I گیریم‌که‌‌نتیجه‌می‌

1 1. 1
t n t n t n
m m m m m m

mx x I  نتایج‌‌ ‌این ‌از ‌استفاده 1به‌vبا
1

b b
m

mx x 
 می‌‌ ‌یابد‌کاهش ‌باقی. ‌ۀماند‌چون

‌ ‌برحسب‌جمله‌یک‌تک‌Gبر‌uتقسیم ای
1, , ny yپس‌باقی‌‌ 1تقسیم‌ۀماند‌است

1

b b
m

mx x 
 بر‌‌ یک‌‌Gنیز

‌برحسب‌جمله‌تک ای
1, , ny yشود‌‌ ‌می ‌ثابت ‌نظر ‌مورد ‌حکم ‌و ‌است ‌باقی. ‌کنیم ‌فرض تقسیم‌‌ۀماند‌برعکس،

1
1

b b
m

mx x 
 بر‌‌G1ای‌جمله‌تک‌

1
n

ny y
 از‌تعلق.‌باشد‌

1 1mx x I داریم: 

1 1
1 1 1( ) .
b b

m n
m n mx x y y x x I

   
   

به‌جای‌Iاگر‌در‌ایدآل
iy1قرار‌دهیم‌

1

a a
i mi i

mx x



 آن‌گاه‌‌ 

1 11 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1( ) ( ) 1, 1 .
b b a a a a n n

m m n mn n n n m
m m m mx x x x x x x x

     


       
      

1با‌ضرب‌این‌رابطه‌در‌ 1
1( ) n n

mx x
    داریم‌: 

1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
b b a a a a

m n n m n mn n
m m m m mx x x x x x x x x x

            
  

‌ 1متعلق‌به
1 1, , 1
n n

m
mx x   است‌‌ .‌ ‌دهیم ‌قرار ‌اگر =حال 1

n
i

ixاین‌صورت‌چندجمله‌‌ ‌صفر‌‌در ‌برابر ای‌بالا

 داریم‌‌iخواهد‌شد‌و‌در‌نتیجه‌برای‌هر‌

1 1 1( ) ( )      (m    ).i in n n i ia a b od n             

)1بنابراین‌ , , )n شود‌است‌و‌حکم‌مورد‌نظر‌ثابت‌می(‌4)یک‌جواب‌دستگاه‌‌‌.‌

 گیریم‌‌دستگاه‌زیر‌را‌در‌نظر‌می‌ 1 .1مثال 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5    47 (m    4)

3 7     12 (m    8)

4 2 = 7

od

od

  

  

  

   


  
   

 

 ‌:قرار‌دهیم.‌نیستنهشتی‌‌دقیق‌است‌و‌هم‌ۀآخر‌یک‌معادل‌ۀکه‌در‌آن‌معادل‌

5 7 4 9 3 2 7 2 4 8

1 1 2 2 2 3 3 1 2 1 2 3 1 2= , , , 1, 1, 1 .I y x x y x x y x x x x x x x            

‌ ‌تابع ‌از ‌استفاده ‌‌Basisبا ‌بسته ‌نرم‌Groebnerاز ‌میپل‌در ‌نسبت‌به‌Iبرای‌ایدآل‌Bگربنر‌ۀپایافزار ترتیب‌‌را

3الفبایی‌با‌ترتیب‌ 2 1 3 2 1y y y x x xتوان‌‌از‌طرف‌دیگر،‌می.‌کنیم‌محاسبه‌می‌( 47,12, 7) را‌‌

 :‌صورت‌نوشت‌دینب

( 47,12, 7) = (0,59,40) 47( 1, 1, 1).       

59تقسیم‌ۀماند‌باقی 40 47

2 3x x نسبت‌به‌B9برابر‌است‌با‌‌ 6

1 2 3.y y y(1,9,6)گیریم‌‌با‌استفاده‌از‌قضیه‌قبل‌نتیجه‌می‌‌

 حال‌اگر‌دستگاه‌.‌یک‌جواب‌برای‌دستگاه‌مورد‌نظر‌است

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 = 47

3 7   = 12

4 2 = 7

  

  

  

  


 
   

 

Iقبل‌باید‌ایدآل‌ۀبرای‌حل‌آن‌طبق‌گزار.‌را‌در‌نظر‌بگیریم‌ که‌از‌ایدآل‌دهیمرا‌تشکیل‌‌Iهای‌ای‌با‌حذف‌چندجمله‌‌
4

1 1x ‌‌ 8و

2 1x می‌هب‌‌ ‌آید‌دست .‌ Bاگر گربنر‌ۀپای‌I به‌‌ ‌باقینسبت ‌گاه ‌آن ‌باشد، ‌بالا تقسیم‌‌ۀماند‌ترتیب
59 40 47

2 3x x بر‌B 31ای‌چندجمله‌ 7 39

3 1 2 3x y y y 1ای‌برحسب‌تنها‌‌جمله‌چون‌این‌تک.‌است‌ 2 3, ,y y yنیست‌پس‌‌

‌‌‌.قبل‌این‌دستگاه‌هیچ‌جواب‌طبیعی‌ندارد‌ۀطبق‌گزار

‌

‌
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