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 نازک و کروی ۀهای روی ای بر دقت برآورد اسپلاین مقایسه

 گانهچندبا رگرسیون 
‌

‌؛‌دانشگاه‌الزهرا،‌گروه‌آمارپور،‌مهرنوش‌مختارروشنک‌علی‌محمدی
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 چکیده

‌ۀهای‌روی‌اسپلاین.‌هستندهای‌فضایی‌‌های‌ناپارامتری‌مناسبی‌برای‌تحلیل‌داده‌نازک‌و‌کروی،‌روش‌ۀهای‌روی‌اسپلاین

ها‌به‌گسترش‌یک‌مدل‌آماری‌از‌تغییرات‌‌تحلیل.‌دارندزیادی‌های‌عملی‌کارا‌و‌دقت‌‌حل‌‌های‌فضایی‌راه‌یابی‌نازک‌در‌درون

ساختار‌خطای‌این‌مدل‌دو‌مؤلفه‌دارد‌که‌.‌شوند‌رآورد‌خطا‌در‌نظر‌گرفته‌میعنوان‌ب‌فضایی‌مشاهدات‌بستگی‌دارند‌که‌به

‌انحرافات‌فضایی‌د‌به ‌در‌نظر‌میهای‌ناهمواری‌آن‌‌ها‌و‌موقعیت‌ادهصورت‌جداگانه، میان‌ۀ‌رگرسیون‌پارامتری‌رابط‌گیرد‌را

خطای‌در‌نظر‌گرفته‌و‌ایی‌و‌غیره‌نم‌،‌ای‌چندجملهخطی،‌‌دتوابع‌تعیین‌شده‌ماننصورت‌‌متغیرهای‌توضیحی‌و‌پاسخ‌را‌به

‌به ‌را ‌توان‌برازش ‌مجموع ‌خطا‌صورت ‌دوم ‌می‌های ‌به‌.کند‌محاسبه ‌با ‌پژوهش ‌این ‌استاندارد‌‌در ‌خطای ‌معیار کارگیری

روش‌‌به‌چندگانه‌ نازک‌و‌اسپلاین‌کروی‌با‌روش‌پارامتری‌رگرسیون‌ۀهای‌ناپارامتری‌اسپلاین‌روی‌ها،‌دقت‌روش‌مانده‌باقی

شده‌و‌‌تولید‌Rافزار‌‌در‌نرم‌های‌تصادفی‌هبرای‌این‌منظور‌داد‌.شود‌میعددی‌‌ۀمقایس‌Rافزار‌‌گیری‌نرمکار‌با‌بهسازی،‌‌شبیه

و‌با‌این‌‌ثر‌در‌برازش‌مدلؤمنظور‌بررسی‌عوامل‌م‌بهچنین‌‌هم‌.شده‌است‌مورد‌نظر‌انجامسه‌روش‌‌به‌ها‌داده‌مدل‌به‌برازش

بین‌متغیرها‌های‌مختلف‌‌بستگی‌برتری‌نداشته‌باشد،‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌همگمان‌که‌ممکن‌است‌یک‌روش‌همواره‌بر‌دیگری‌

‌.‌شدبر‌نیکویی‌برازش‌مدل‌بررسی‌نیز‌این‌موارد‌‌تأثیرمتفاوت،‌‌ای‌نمونه‌های‌و‌اندازه

‌های کلیدی واژه :‌ ‌رویگانهچندرگرسیون ‌اسپلاین ‌باقی‌ۀ، ‌استاندارد ‌خطای ‌کروی، ‌اسپلاین ‌کمها‌مانده‌نازک، ‌توان‌، ‌دوم‌‌ترین های

‌.ای‌جریمه

 مقدمه

‌آ     ‌ابزارهای‌مهم ‌تحلیل‌روابط‌بین‌متغیرهایکی‌از ‌و ‌الگویی‌میان‌‌،ماری‌برای‌تجزیه ‌ایجاد ‌با رگرسیون‌است‌که

‌گیرد‌متغیرهای‌توضیحی‌و‌پاسخ‌صورت‌می انجام‌گرفته‌که‌برای‌به‌چندگانه‌پژوهش‌حاضر‌با‌تمرکز‌بر‌رگرسیون‌‌.

میان‌متغیرهای‌توضیحی‌و‌‌ۀرگرسیون‌پارامتری،‌رابط‌.کند‌توضیحی‌استفاده‌میالگو‌درآوردن‌متغیر‌پاسخ‌از‌دو‌متغیر‌

‌به ‌به‌صورت‌خاصی‌از‌توابع‌در‌نظر‌می‌پاسخ‌را ‌مینیمم‌کند‌خطاهای‌دوم‌‌قسمی‌که‌مجموع‌توان‌گیرد، ‌را گاهی‌در‌.

ها‌‌‌ها‌برازش‌چندان‌مناسبی‌ندارد‌و‌روند‌داده‌شویم‌که‌مدل‌حاصل‌از‌این‌روش‌دی‌مواجه‌میمتری‌با‌موارهای‌پارا‌روش

‌نمی‌به‌را ‌بناک‌خوبی‌دنبال ‌یک‌روش‌ناپارامتری‌پیگیری‌می‌ند، ‌با ‌را ‌کنیم‌براین‌کار ‌‌به. ‌رگرسیون‌روشیک‌عنوان

‌   .دارندزیادی‌دقت‌‌نازک‌ۀهای‌روی‌ناپارامتری،‌اسپلاین

بعدی‌‌‌dفضای‌اقلیدسی‌‌  باشد‌که   ϵ(   ,…,  )=  ۀ‌متغیر‌تابعی‌از‌متغیر‌توضیحی‌چند‌fفرض‌کنید‌‌‌‌

‌:شود‌در‌نظر‌گرفته‌می(‌1)‌مدل‌رگرسیونی‌.‌است

 ‌‌‌‌‌‌‌‌r_alimohammadi@alzahra.ac.irنویسندۀ مسئول*
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

                                                             (1)  

‌‌،هستند‌  صفر‌و‌واریانس‌مشترک‌ها‌خطاهای‌تصادفی‌مستقل‌با‌میانگین‌  و‌‌  ‌=‌(   ,…,   )‌بردار‌که‌در‌آن

در‌‌.کار‌می‌رود‌به‌(d=1)نازک‌تعمیم‌روش‌اسپلاین‌همواری‌است‌که‌برای‌حالت‌یک‌متغیر‌توضیحی‌‌ۀاسپلاین‌روی

مینیمم‌(‌2)‌صورت‌بهای‌‌جریمههای‌دوم‌‌بع‌مجموع‌توانالازم‌است‌ت(‌1)‌ۀدر‌رابط‌ fاسپلاین‌همواری‌برای‌برآورد‌تابع‌

‌:.شود

           
                                               (2)  

همواری‌مدل‌را‌نامقدار‌،‌fمشتق‌دوم‌تابع‌‌انتگرالعبارت‌دوم،‌های‌دوم‌خطا‌و‌‌،‌عبارت‌اول‌مجموع‌توان(2)‌ۀدر‌رابط

 ‌[.19]‌شود‌کنترل‌می‌ دهد‌که‌توازن‌بین‌این‌دوبخش‌با‌‌با‌پارامتر‌همواری‌‌نشان‌می

توان‌‌می‌از‌این‌رو،.‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است(‌d=2)‌دو‌متغیر‌توضیحی‌نازک‌برای‌ۀدر‌این‌تحقیق،‌اسپلاین‌روی

‌به ‌عنوان‌متغیرهای‌توضیحی‌در‌نظر‌گرفت‌طول‌و‌عرض‌جغرافیایی‌را مقادیر‌مورد‌نظر‌در‌بینی‌‌این‌روش‌در‌پیش.

‌‌ۀزمین ‌اپیدمیولوژی‌کاربرد‌دارد‌و ‌مهندسی‌معدن‌و ها‌‌نبرای‌نقاطی‌که‌دسترسی‌به‌آ‌بینی‌امکان‌پیشهواشناسی،

‌ند‌که‌ایستگاه‌هواشناسی‌ندارندباشمناطقی‌توانند‌‌میهای‌هواشناسی،‌‌دادهمورد‌این‌نقاط‌در‌‌.کنند‌نداریم‌را‌فراهم‌می

 .شود‌طور‌مبسوط‌بیان‌می‌در‌بخش‌بعد،‌این‌روش‌به‌.[2]،‌[1]

اند،‌‌هشدیابی‌فضایی‌متغیرهای‌سطوح‌آب‌و‌هوایی‌استفاده‌‌ای‌برای‌درون‌طور‌گسترده‌نازک‌به‌ۀروی‌های‌اسپلاین‌

‌‌برخی‌از‌آنکه‌ ‌میانگین‌ماه[3]‌نگین‌بارش‌سالانهشامل‌میاها ‌مدل[9]‌بارش‌ۀان، ‌و‌[5]‌و‌هوا‌آبهای‌‌بندی‌داده‌،

‌.‌است‌[8]‌دمای‌هوا‌ۀهای‌سالان‌دادهو‌‌[7]‌های‌ازون‌به‌داده‌های‌کروی‌برازش‌اسپلاین‌،[6]‌رش‌روزانهیابی‌با‌درون

طول‌و‌عرض‌جغرافیایی‌‌تأثیرهای‌هواشناسی‌بوده‌است‌و‌‌نازک‌برای‌داده‌ۀتحقیق‌پیشین،‌کاربردی‌از‌اسپلاین‌روی

‌میانگین‌رطوبت‌‌به ‌توضیحی‌بر ‌متغیر ‌پاسخ،‌به‌نسبی‌هوا،عنوان‌دو ‌روش‌عنوان‌متغیر نازک‌و‌‌ۀهای‌اسپلاین‌روی‌با

برتری‌اسپلاین‌های‌هواشناسی‌سینوپتیکی‌در‌ایران،‌‌ایستگاه‌از‌‌نمونه‌198با‌این‌تحقیق،‌.‌بررسی‌شد‌کروی‌برازش‌و

‌‌.[19]‌دنتیجه‌دا‌در‌مقابل‌اسپلاین‌کرویرا‌نازک‌‌ۀروی

‌‌ازهدف‌ ‌برازش‌مدلی‌مناسب‌در‌1نازک‌و‌کروی‌ۀروی‌های‌اسپلاین‌بررسیاین‌تحقیق، ‌رگرسیون‌چندگانه‌در ‌با

که‌‌2دهنما‌بر‌معیار‌خطای‌استاندرد‌باقیو‌تکیه‌‌‌Rافزار‌با‌استفاده‌از‌نرم‌منظور‌بدین.‌هاست‌آن‌ۀمقایس‌و‌حالات‌مختلف

‌‌دست‌می‌آزادی‌مدل‌به‌ۀبر‌درج‌های‌دوم‌خطا‌جذر‌مجموع‌توان‌از ‌‌برآورد‌این‌روش‌دقتآید، ‌ۀو‌مقایس‌یدهسنجها

‌ ‌شود‌میعددی ‌به. ‌آمده‌نتایج ‌داده‌دست ‌‌از ‌از‌ستاهایی ‌مات‌که ‌و ‌صفر ‌میانگین ‌بردار ‌با ‌نرمال های‌‌ریستوزیعی

‌اند‌مختلف‌ایجاد‌شده‌های‌بین‌متغیرها‌در‌حالت‌‌بستگیتعیین‌ساختار‌وابرای‌‌متفاوت‌کوواریانس سازی‌این‌‌در‌شبیه.

جلوگیری‌از‌بروز‌هم‌‌منظور‌این‌فرض‌به‌بستگی‌بین‌متغیرهای‌توضیحی‌صفر‌است‌همفرض‌بر‌این‌شده‌که‌‌،ها‌داده

بررسی‌‌در‌این‌پژوهشپاسخ‌که‌هدف‌کار‌متغیر‌ن‌هر‌یک‌از‌متغیرهای‌توضیحی‌با‌ارتباط‌میااما‌‌استخطی‌چندگانه‌

‌است ‌ارتباط ‌این ‌‌،نوع ‌ماتریس ‌تعیین ‌از ‌استفاده ‌تولید‌3کوواریانسبا ‌‌هداد‌در ‌تصادفی ‌دادهای ‌شدهقرار و‌‌ه

‌.ه‌شده‌استنظر‌گرفتدر‌‌،برای‌انجام‌مقایسههای‌متفاوتی‌‌واریانسکو

                                                           
1. Spherical spline 
2. Residual Standard Error 

‌.شود‌بین‌متغیرهای‌توضیحی‌با‌متغیر‌پاسخ‌در‌ماتریس‌کوواریانس‌مشخص‌می‌ۀرابط.‌ 3
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 نازک ۀهای روی اسپلاین

که‌‌برای‌اسپلاین‌همواریای‌‌جریمههای‌دوم‌‌توان‌مجموع‌سازی‌معیار‌مینیمم‌ۀاز‌اید‌‌یتعمیمنازک‌‌ۀاسپلاین‌روی 

‌در‌این‌روش،‌علاوه‌بر‌معیار‌نیکویی.‌است‌یک‌بعد‌تر‌از‌بیش‌بهرود،‌‌‌کار‌می‌برازش‌مدل‌برای‌یک‌متغیر‌توضیحی‌به‌در

شود،‌مقدار‌ناهمواری‌مدل‌‌های‌دوم‌خطا‌حاصل‌می‌سازی‌مجموع‌توان‌که‌در‌رگرسیون‌پارامتری‌بر‌اساس‌مینیمبرازش‌

‌:شود‌تعریف‌می‌(3)‌صورت‌بهای‌‌جریمههای‌دوم‌‌شود‌و‌معیار‌مجموع‌توان‌حاصل‌نیز‌در‌نظر‌گرفته‌می

                  
                                              (3)  

  ،‌(3)‌ۀدر‌رابط
 (f)صورت‌به‌‌:‌

  
 (f)= 

  

       
             

   

       
     

      
   

  

  

  
    

،‌تابع‌اسپلاین‌(2)‌ۀدر‌رابط تغییر‌پارامتر‌همواریبا‌‌.کند‌کنترل‌می‌مدل‌را‌‌مقدار‌نوسانات‌ 0‌λ<پارامتر‌همواری‌و‌‌

 .‌[1]‌تغییر‌کندها،‌تا‌یک‌برازش‌کاملا‌هموار‌‌یابی‌دقیق‌داده‌تواند‌با‌گذر‌از‌تمامی‌نقاط‌و‌درون‌نازک‌می‌ۀروی

‌9روش‌اعتبار‌متقابل‌تعمیم‌یافتهاز‌پارامتر‌همواری‌است‌که‌‌ۀنازک،‌انتخاب‌بهین‌ۀاسپلاین‌روی‌در‌مهم‌ۀلئمسیک‌

که‌با‌‌بینی‌سطح‌برازش‌شدهای‌است‌از‌خطای‌پیش‌اندازهاعتبار‌متقابل‌تعمیم‌یافته،‌ .شود‌استفاده‌میبرای‌این‌کار‌

های‌دوم‌تفاوت‌هر‌مقدار‌داده‌با‌مقدار‌برآورد‌شده‌‌جمع‌بستن‌توانها‌و‌تخمین‌آن‌بر‌اساس‌سایر‌دادهو‌‌حذف‌هر‌داده

‌‌.[11]،‌[19]‌آید‌دست‌میهبا‌وزن‌مناسب‌ب‌آن

 

 های کروی اسپلاین

‌روی‌یک‌سطح‌کروی‌تخمین‌می‌توابع‌اسپلاینی‌که‌داده ‌را ‌نامیده‌‌یااسپلاین‌کروی‌‌زنند،‌ها اسپلاین‌روی‌کره

‌واحد‌است‌ۀکر S شود‌که‌در‌نظر‌گرفته‌می‌ χ=S صورت‌بهها‌‌در‌این‌نوع‌اسپلاین‌تابع‌دامنۀد،‌نشو‌می ‌ xۀهر‌نقط.

‌نماد‌ S روی -)ϕطول‌جغرافیایی‌و‌‌θ(θ≤2π≥0)‌شود‌که‌نشان‌داده‌میx = (θ,ϕ) با
 

 
≤ϕ≤

 

 
عرض‌جغرافیایی‌‌(

‌است ‌اسپلاین‌کروی،. ‌است‌(3)‌ۀکه‌معادل‌عبارت‌دوم‌سمت‌راست‌رابط)‌ناهمواری‌ۀجریم‌در تعریف‌صورت‌‌دینب(

‌:[12]‌شود‌می

J(f) = 
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دهد‌که‌‌واحد‌را‌نشان‌می‌ۀلاپلاس‌سطح‌روی‌کر f∆ گر‌عمل‌است‌وz با‌توجه‌به‌‌ gگر‌مشتق‌نمایان‌     که‌در‌آن

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینب

∆f = 
 

       
    

 

    
           

 :فضای‌مدل‌نیز‌عبارت‌است‌از

  
               

 
            . 

‌

                                                           
4. Generalized Cross Validation (GCV) 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌.مراجعه‌کرد[‌13]‌‌توان‌به‌تر‌در‌مورد‌اسپلاین‌کروی‌می‌بیش‌بررسیبرای‌‌‌

و‌روش‌پارامتری‌رگرسیون‌نازک‌و‌اسپلاین‌کروی‌‌ۀهای‌ناپارامتری‌اسپلاین‌روی‌روش‌کارگیری‌با‌بهی‌در‌بخش‌بعد

ها‌با‌معیار‌خطای‌استاندارد‌‌پردازیم‌و‌دقت‌این‌روش‌می‌‌سازی‌شده‌شبیهفضایی‌های‌‌دادهمدل‌به‌برازش‌چندگانه‌به‌

‌.شود‌میعددی‌‌ۀمانده‌مقایس‌باقی

 

 گانهچند رگرسیون و کروی نازک، ۀروی اسپلاین های روش شبیه سازی مقایسه

های‌تحقیق‌از‌یک‌توزیع‌نرمال‌با‌بردار‌میانگین‌‌برای‌تولید‌داده‌گفته‌شد،‌دادهکه‌در‌قسمت‌مقدمه‌‌چه‌طبق‌آن

‌آمده ‌‌صفر ‌مقایسه،اند ‌انجام ‌برای ‌متفاوت‌کوواریانس‌که ‌آنهای ‌از ‌شد‌ها‌ی ‌گرفته ‌نظر ‌مقایسه‌.در ‌انجام ‌هدف ای‌‌با

نازک‌و‌اسپلاین‌کروی‌در‌برازش‌مدلی‌‌ۀهای‌ناپارامتری‌اسپلاین‌روی‌کاربردی‌میان‌روش‌پارامتری‌رگرسیون‌و‌روش

نازک‌و‌یک‌‌ۀصورت‌جداگانه،‌یک‌مدل‌رگرسیون‌پارامتری،‌یک‌اسپلاین‌روی‌و‌به‌ R افزار‌نرمکمک‌‌ها،‌به‌مناسب‌به‌داده

های‌مورد‌نظر،‌‌بر‌دقت‌روش‌(n)‌نمونه‌ۀانداز‌تأثیربرای‌بررسی‌‌و‌برازانده‌سازی‌شده‌های‌شبیه‌اسپلاین‌کروی،‌به‌داده

‌بر‌درجهای‌دوم‌‌این‌معیار‌مجموع‌توان‌ۀبرای‌محاسب.‌شده‌استمانده‌استفاده‌‌معیار‌خطای‌استاندارد‌باقیاز‌ ‌ۀخطا

تر،‌‌واضح‌است‌که‌مدلی‌با‌خطای‌استاندارد‌کم.‌شود‌تقسیم‌شده‌و‌سپس‌از‌مقدار‌حاصل‌جذر‌گرفته‌میآزادی‌مدل‌

 .دارای‌عملکرد‌بهتری‌است

‌این‌ ‌‌ρ)های‌مختلف‌‌بستگی‌هم‌تأثیرچنین‌‌همتحقیق‌در ‌از‌طریق‌ماتریس( های‌کوواریانس‌مختلف‌‌بین‌متغیرها

ها‌را‌‌ای،‌تکرارهای‌متفاوتی‌از‌تولید‌داده‌دن‌واحدهای‌نمونهن‌برای‌از‌بین‌بردن‌اثر‌تصادفی‌بوچنی‌هم،‌شود‌می‌بررسی

‌.در‌نظر‌گرفتیم

نازک‌و‌‌ۀهای‌ناپارامتری‌اسپلاین‌روی‌روشحاصل‌از‌روش‌پارامتری‌رگرسیون،‌‌مقادیر‌خطای‌استاندارد،‌1جدول‌در

‌.سازی‌محاسبه‌شده‌است‌روش‌شبیه‌به‌ای‌متفاوته‌بستگی‌و‌هم‌نمونهۀ‌سپلاین‌کروی‌برای‌اندازا

‌.در‌نظر‌گرفته‌شده‌است‌(0,0,0) =   ‌ به‌صورت‌های‌موجود،‌بردار‌میانگین‌مقادیر‌نمونه‌همۀبرای‌‌‌‌

‌.است‌آمده‌2تری‌در‌بر‌دارد‌که‌در‌جدول‌‌های‌مختلف‌نتایج‌واضح‌ρازای‌‌و‌به‌‌ nخطا‌برای‌هر‌ۀمقایس

‌مثبت‌به ‌لزوم ‌نرم‌دلیل ‌ماتریس‌کوواریانس‌در ‌بودن ‌داده‌معین ‌تولید ‌شبیه‌افزار ‌مقادیر‌‌های ‌انتخاب ‌در سازی،

‌.شده‌است‌بستگی‌در‌نظر‌گرفته‌مقادیر‌مشخصی‌برای‌هم‌‌2و‌1در‌جداول‌از‌این‌رو،‌ایم‌‌ها‌محدودیت‌داشته‌بستگی‌هم

‌اسپلاین‌روی‌ملاحظه‌می‌1که‌در‌جدول‌‌چنان‌‌‌ ‌دارای‌‌دلیل‌ایجاد‌خطای‌استاندارد‌کم‌نازک‌به‌ۀشود، ‌عمدتاً تر،

‌روش ‌سایر ‌بهتری‌نسبت‌به ‌‌عملکرد ‌در ‌هم‌های‌نمونه‌اندازه‌همۀها، ‌مقادیر ‌و ‌است‌ها‌بستگی‌ای‌ ‌روش‌. ‌آن پس‌از

‌استاندارد ‌خطای ‌دارای ‌چندگانه ‌کمت‌کم‌،رگرسیون ‌معیار ‌طبق ‌و ‌است ‌کروی ‌اسپلاین ‌به ‌نسبت ‌خطای‌‌ری ترین

‌.ها‌داراست‌سایر‌روش‌ترین‌عملکرد‌را‌اسپلاین‌کروی‌نسبت‌به‌استاندارد،‌ضعیف

‌ۀای،‌روی‌عملکرد‌روش‌رگرسیون‌و‌اسپلاین‌روی‌های‌نمونه‌بستگی‌دهد‌که‌بالا‌بودن‌هم‌نیز‌نشان‌می‌2مقادیر‌جدول‌

بوده‌‌تأثیر‌بی‌اما‌در‌مورد‌برازش‌با‌اسپلاین‌کروی‌تقریباً‌(ن‌آوردن‌مقدار‌خطای‌استانداردپایی)مثبت‌داشته‌‌تأثیرنازک‌

بستگی‌برابر‌متغیرهای‌توضیحی‌با‌‌در‌این‌جدول،‌علاوه‌بر‌مقادیر‌هم.‌معکوس‌داشته‌است‌تأثیرو‌گاهی‌حتی‌است‌

 کرد‌که‌وقتی‌حداقل‌‌یکی‌از‌متغیرهای‌توان‌ملاحظه‌های‌نابرابر‌نیز‌در‌نظر‌گرفته‌شد‌و‌می‌بستگی‌متغیر‌پاسخ،‌هم
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‌های ثابت بستگی ها در مقابل هم مانده مقادیر خطای استاندارد باقی .1جدول

بستگی‌هم نمونه‌ۀانداز  ها‌روش   

نازک‌ۀاسپلاین‌روی رگرسیون  اسپلاین‌کروی 

 
 
     = 17/9  

 

      = 17/9  

39 27/13  93/13  69/19  

59 98/17  71/16  5/18  

199 96/29  91/29  53/25  

299 15/31  37/31  79/32  

599 71/59  71/59  35/52  

1999 3/79  12/79  63/77  

 
 
    

 = 25/9  

 

      = 25/9  

39 71/12  1/12  39/8  

59 26/16  75/15  6/18  

199 96/32  37/23  52/25  

299 72/39  95/39  19/33  

599 63/98  63/98  27/63  

1999 29/71  15/71  83/77  

 
 
     = 99/9  

 

      = 99/9  

39 18/1  91/19  39/12  

59 76/19  92/19  61/17  

199 17/29  99/29  2/23  

299 72/26  35/26  17/32  

599 98/92  91/92  72/59  

1999 58/61  55/61  95/73  

 
 
     = 59/9  

 

      = 59/9  

 

 
 

39 18/8  16/1  7/1  

59 993/12  78/11  2/2  

199 991/17  991/17  9/21  

299 95/23  1/22  9/33  

599 35/36  15/36  3/53  

1999 27/53  27/53  96/77  

 
 
     = 17/9  

 

      = 19/9  

39 11/9  9 89/19  

59 97/5  95/5  12/11  

199 65/7  65/7  89/29  

299 32/19  33/19  98/35  

599 23/16  19/16  26/55  

1999 8/23  89/29  17/71  

 
 
     = 59/9  

 

      = 89/9  

39 91/3  38/3  9/5  

59 68/9  68/9  3/18  

199 56/6  56/6  71/29  

299 91/1  91/1  75/35  

599 1/19  91/19  21/55  

1999 62/29  56/29  86/71  

 
 
     = 79/9  

 

      = 79/9  
 

39 78/1  62/1  71/15  

59 31/2  31/2  993/9  

199 35/3  35/3  31/25  

299 55/9  55/9  12/36  

599 15/7  19/7  8/55  

1999 97/19  97/19  12/89  
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌های ثابتnازای  ها به مانده مقادیر خطای استاندارد باقی. 2جدول

نمونه‌ۀانداز ها‌روش   
بستگی‌هر‌یک‌از‌متغیرهای‌توضیحی‌با‌پاسخ‌هم  

17/9و‌‌17/9 25/9و‌‌25/9  99/9و‌‌99/9  59/9و‌59/9  19/9و‌‌17/9  59/9و‌‌89/9  79/9و‌79/9   

39 

27/13 رگرسیون  71/12  18/1  18/8  11/9  91/3  78/1  

اسپلاین‌رویه‌

 نازک

93/13  1/12  91/19  16/1  9 38/3  62/1  

69/19 اسپلاین‌کروی  39/8  39/12  7/1  89/19  9/5  71/15  

59 

98/17 رگرسیون  26/16  76/19  993/12  97/5  68/9  31/2  

اسپلاین‌رویه‌

 نازک

71/16  75/15  92/19  78/11  95/5  68/9  31/2  

5/18 اسپلاین‌کروی  6/18  61/17  2/2  12/11  3/18  993/9  

199 

96/29 رگرسیون  96/32  17/29  991/17  65/7  56/6  35/3  

اسپلاین‌رویه‌

 نازک

91/29  37/23  99/29  991/17  65/7  56/6  35/3  

53/25 اسپلاین‌کروی  52/25  2/23  9/21  89/29  71/29  31/25  

299 

15/31 رگرسیون  72/39  72/26  95/23  32/19  91/1  55/9  

اسپلاین‌رویه‌

 نازک

37/31  95/39  35/26  1/22  33/19  91/1  55/9  

79/32 اسپلاین‌کروی  19/33  17/32  9/33  98/35  75/35  12/36  

599 

71/59 رگرسیون  63/98  98/92  35/36  23/16  1/19  15/7  

رویه‌اسپلاین‌

 نازک

71/59  63/98  91/92  15/36  19/16  91/19  19/7  

35/52 اسپلاین‌کروی  27/63  72/59  3/53  26/55  21/55  8/55  

1999 

3/79 رگرسیون  29/71  58/61  27/53  8/23  62/29  97/19  

اسپلاین‌رویه‌

 نازک

12/79  15/71  55/61  27/53  89/29  56/29  97/19  

63/77 اسپلاین‌کروی  83/77  95/73  96/77  17/71  86/71  12/89  

‌‌بستگی‌پایین‌ر‌متغیر‌دوم‌دارای‌همبا‌متغیر‌پاسخ‌دارند،‌حتی‌اگ‌‌5/9تر‌از‌بزرگبستگی‌‌هم‌توضیحی باشد،‌‌yبا

پاسخ‌متغیر‌با‌‌59/9بستگی‌متوسط‌‌که‌هر‌دو‌متغیر‌هم‌است‌تر‌از‌حالتی‌دقیق‌نازک‌ۀبرازش‌رگرسیون‌و‌اسپلاین‌روی

نظر‌‌بستگی‌بالا‌باشد،‌صرف‌اما‌در‌صورتی‌که‌هر‌دو‌هم‌.در‌رابطه‌با‌اسپلاین‌کروی‌برقرار‌نیست‌نکتهند‌و‌این‌شته‌باشدا

‌.‌هاست‌ای‌نسبت‌به‌سایر‌حالت‌گر‌کاهش‌قابل‌ملاحظه‌رفت‌بیان‌که‌انتظار‌می‌گونه‌از‌نوع‌روش،‌نتایج‌حاصل‌همان

‌این ‌بر ‌‌،علاوه ‌از ‌حاصل ‌می‌‌1جدولنتایج ‌‌نشان ‌در ‌که ‌همدهد ‌‌هر ‌با ‌شدنبستگی، ‌خطای‌‌ۀانداز‌زیاد نمونه،

تری‌‌تر،‌برازش‌دقیق‌بیش‌ۀتعداد‌نموناگر‌چه‌در‌توجیه‌این‌پدیده‌باید‌گفت‌که‌.‌استاندارد‌نیز‌افزایش‌پیدا‌کرده‌است

‌به ‌است‌اما ‌داده ‌محاسب‌ارائه ‌در ‌توان‌دوم ‌جملات،‌خطای‌استاندارد،‌ۀدلیل‌وجود ‌شدن‌تعداد ‌زیاد ‌چنین‌‌با انتظار

‌.شی‌نیز‌وجود‌داشتافزای

ای‌نیز‌‌های‌پایین‌نمونه‌بستگی‌در‌هم‌نازک‌ۀشود‌این‌است‌که‌اسپلاین‌روی‌جا‌دریافت‌می‌دیگری‌که‌در‌این‌ۀنکت

‌حفظ‌نموده‌است‌هم ‌چنان‌برتری‌خود‌در‌مقابل‌روش‌پارامتری‌رگرسیون‌را ‌ۀانداز‌تأثیرحال‌بدون‌در‌نظر‌گرفتن‌.

 .یمکن‌ای‌متفاوت،‌درستی‌این‌مطلب‌را‌بررسی‌می‌نمونههای‌‌بستگی‌نمونه‌و‌با‌احتساب‌هم

‌.های‌مختلف‌برای‌سه‌روش‌برازشی‌در‌نظر‌گرفته‌شده‌است‌بستگی‌هم‌تأثیرتحت‌‌3جدول‌
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نازک‌با‌خطای‌‌ۀ،‌اسپلاین‌روی(به‌جز‌در‌یک‌مورد‌با‌اختلاف‌اندک)ها‌‌بستگی‌دهد‌که‌در‌تمام‌هم‌نشان‌می‌3جدول

ترین‌خطا‌را‌در‌بین‌سه‌‌،‌بیشگیر‌چشمطور‌‌ظاهر‌شده‌و‌اسپلاین‌کروی‌در‌برازش،‌به‌تر‌از‌رگرسیون‌استانداردی‌کم

‌.روش‌داشته‌است

‌بین‌مجموع‌دو‌مقدار‌هم‌چنین‌رابطه‌هم‌3جدول‌ ‌دهد‌ها‌نشان‌می‌بستگی‌و‌مقادیر‌خطای‌استاندارد‌آن‌ای‌را به‌.

‌.‌ایم‌تری‌مواجه‌استاندارد‌کمتر‌باشد‌با‌خطای‌‌ها‌بیش‌بستگی‌این‌صورت‌که‌هرچه‌مجموع‌هم

های مختلف بستگی مقادیر خطای استاندارد سه روش در مقابل هم .3جدول   

 بستگی‌میزان‌هم

‌های‌برازشی‌روش

 اسپلاین‌کروی نازک‌ۀاسپلاین‌روی رگرسیون

           

           
3/35 96/35 1/36 

           

           
1/33 5/33 78/37 

           

           
28/21 16/21 86/39 

           

           
11/25 99/25 1/32 

           

           
26/11 59/11 51/37 

           

           
79/1 71/1 56/36 

           

           
19/9 12/9 52/35 

آورده‌‌1روابط‌میان‌سه‌روش‌برازشی،‌تمامی‌اطلاعات‌حاصل‌در‌نمودار‌چگونگی‌و‌‌ها‌برای‌مشاهده‌عملکرد‌روش

بستگی‌هر‌یک‌از‌متغیرهای‌توضیحی‌با‌پاسخ‌‌و‌محور‌عمودی‌مقادیر‌خطای‌استاندارد‌را‌‌که‌در‌آن‌محور‌افقی‌همشده‌

‌می ‌آن‌دهد‌نشان ‌از ‌همجا‌و ‌مقادیر ‌بنا‌که ‌نیست، ‌یکی ‌لزوما ‌متغیر ‌دو ‌برای ‌مجموع‌برای‌بستگی ‌افقی ‌محور ‌در ن

‌.‌گیریم‌ها‌را‌در‌نظر‌می‌بستگی‌هم

‌ نازک‌‌ۀو‌اسپلاین‌روی(‌خط‌چین)های‌رگرسیون‌‌مشخص‌است‌که‌خطای‌استاندارد‌حاصل‌از‌روش‌1از‌نمودار

تری‌‌بستگی،‌خطای‌استاندارد‌کم‌رفت،‌با‌افزایش‌هم‌این‌دو‌روش،‌چنان‌که‌انتظارمی.‌،‌برهم‌منطبق‌هستند(چین‌نقطه)

و‌خطای‌استاندارد‌(‌خط‌ممتد)‌های‌ایجاد‌شده‌برای‌اسپلاین‌کروی‌‌اما‌با‌توجه‌به‌نوسانات‌و‌ناهمواری.‌دندکر‌ایجاد

‌.‌توان‌به‌عملکرد‌ضعیف‌آن‌نسبت‌به‌دو‌روش‌دیگر‌پی‌برد‌زیاد‌آن،‌تنها‌می
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

طای‌استاندارد‌حاصل‌از‌هر‌مقادیر‌خ‌9جدول‌.‌گیریم‌ای‌در‌نظر‌می‌های‌متفاوت‌نمونه‌ها‌را‌با‌اندازه‌اکنون‌برازش

‌:دهد‌ای‌نشان‌می‌های‌مختلف‌نمونه‌یک‌از‌سه‌روش‌برازشی‌را‌برای‌اندازه

 
 بستگی بر خطاهای استاندارد برازشی هم تأثیر .1نمودار 

‌ای های مختلف نمونه مقادیر خطای استاندارد سه روش در مقابل اندازه .4جدول 

نمونه‌ۀانداز های‌برازشی‌روش   

نازک‌ۀاسپلاین‌روی رگرسیون  اسپلاین‌کروی 
39 77/7  63/7  997/11  

59 37/19  17/19  98/13  

199 66/19  63/19  37/29  

299 97/11  22/11  11/39  

599 81/39  88/39  19/55  

1999 99/95  19/95  11/77  

نمونه،‌این‌‌ۀها‌و‌در‌نظر‌گرفتن‌انداز‌بستگی‌داده‌نظر‌از‌هم‌با‌صرف،‌9طبق‌مقادیر‌خطای‌استاندارد‌حاضر‌در‌جدول‌‌‌‌‌‌

‌.شود‌میبار‌نیز‌مقدار‌خطای‌استاندارد‌برازش‌با‌اسپلاین‌کروی‌همواره‌بیش‌از‌دو‌روش‌دیگر‌بررسی‌

‌،‌از‌کارایی‌اسپلاین(299>)تر‌‌های‌بزرگ‌ازای‌نمونه‌شود،‌به‌که‌ملاحظه‌می‌چنان‌،عملکرد‌دو‌روش‌دیگر‌ۀمقایس‌با‌‌‌‌‌

نیز‌‌های‌بزرگ،‌رگرسیون‌پارامتری‌توان‌گفت‌که‌برای‌نمونه‌کاسته‌شده‌و‌می‌نازک‌در‌مقابل‌رگرسیون‌پارامتری‌ۀروی

‌.روش‌مناسبی‌است

‌‌‌ ‌است‌های‌نمونه‌اندازه‌تأثیرشدت‌تحت‌‌به‌2نمودار ‌گرفته ‌ای‌قرار ‌عمودی. ‌ترتیب‌به‌این‌نمودار‌محورهای‌افقی‌و

‌ .دهستننمونه‌و‌خطای‌استاندارد‌‌ۀندازا‌گر‌بیان

.‌کشد‌تصویر‌می‌این‌تلاقی‌را‌به‌‌2دهد‌و‌نمودار‌نازک‌را‌نشان‌می‌ۀ،‌انطباق‌منحنی‌رگرسیون‌و‌اسپلاین‌روی9جدول

‌فاص‌چنین‌بیان‌هم‌‌2نمودار ‌اسپلاین‌کروی‌به‌لهگر ‌روش‌ایجاد‌‌های‌نمونه‌اندازه‌همۀازای‌‌ای‌است‌که ‌این‌دو ‌با ای،

‌.ده‌استشنمونه‌منجر‌به‌افزایش‌خطای‌استاندارد‌‌ۀها،‌افزایش‌انداز‌این‌برازش‌ۀآخر‌این‌که‌در‌هر‌س‌ۀنکت.‌نموده

‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌73گانه‌چندهای‌رویه‌نازک‌و‌کروی‌با‌رگرسیون‌‌ای‌بر‌دقت‌برآورد‌اسپلاین‌مقایسه

‌
سه روش نمونه بر خطای استاندارد برازش ۀانداز تأثیر .2نمودار   

و‌ناپارامتری‌‌رگرسیون‌پارامتری‌خطای‌استاندارد،‌روش‌رساند‌که‌با‌تکیه‌بر‌معیار‌می‌‌2و‌‌1هاینمودارکلی‌به‌‌نگاهی

‌یم‌به‌اینا‌هالبته‌شاهد‌استثناهایی‌نیز‌بود‌،اند‌دهکرعمل‌‌اسپلاین‌کرویبهتر‌از‌روش‌در‌حالت‌کلی‌نازک‌‌ۀاسپلاین‌روی

تری‌نسبت‌‌اسپلاین‌کروی‌خطای‌استاندارد‌کم،‌59و‌دیگری‌‌39ۀانداز‌های‌کوچک،‌یکی‌صورت‌که‌در‌دو‌مورد‌از‌اندازه

تایی،‌با‌وجود‌برتری‌رگرسیون‌و‌اسپلاین‌‌‌599تر،‌اکثراَ‌های‌بزرگ‌و‌در‌چند‌نمونه‌از‌اندازهبه‌آن‌دو‌روش‌دیگر‌داشته‌

‌.نازک‌نشان‌داده‌است‌ۀتر‌از‌اسپلاین‌روی‌نازک‌در‌مقابل‌اسپلاین‌کروی،‌رگرسیون‌خطای‌استانداردی‌کم‌ۀروی

‌ ‌این‌رو، ‌هماز ‌این‌مقاله، ‌نتایج‌حاصل‌در ‌به ‌توجه ‌اساس‌جدول‌‌با ‌برای‌هم9چنین‌بر های‌مختلف‌همواره‌‌بستگی‌،

‌ۀکارگیری‌اسپلاین‌روی‌های‌کوچک‌و‌متوسط‌به‌اندازهبرای‌.‌دنبرتری‌دار‌دیگر‌‌روش‌بهو‌رگرسیون‌نازک‌‌ۀاسپلاین‌روی

شود‌که‌با‌توجه‌‌ها‌پیشنهاد‌می‌ای‌بزرگ،‌روش‌پارامتری‌رگرسیون‌در‌برازش‌مدل‌به‌داده‌های‌نمونه‌نازک‌و‌برای‌اندازه

‌.‌کاملا‌منطقی‌استشیوه‌کارگیری‌این‌‌به‌،به‌افزایش‌تعداد‌پارامترها‌و‌حجم‌محاسبات

 

 گیری نتیجه

نازک‌و‌کروی‌با‌استفاده‌از‌معیار‌‌ۀهای‌ناپارامتری‌اسپلاین‌روی‌و‌روش‌چندگانهدر‌این‌تحقیق،‌رگرسیون‌پارامتری‌

های‌‌ها‌و‌اندازه‌بستگی‌هممقدار‌‌تأثیرچنین‌‌،‌همشدندی‌عددی‌‌مقایسهسازی‌‌روش‌شبیه‌بهها‌‌مانده‌خطای‌استاندارد‌باقی

‌.شدها‌بررسی‌‌بر‌برازش‌مدل‌‌نمونه

‌مقابل‌این‌داده‌های‌متفاوتی‌برای‌داده‌بستگی‌که‌همهنگامی‌ ‌اسپلاین‌کروی‌در ‌قائل‌شدیم، ‌برازشی‌‌ها ‌روند ها،

ها‌در‌‌بستگی‌داده‌ماند،‌در‌واقع‌میزان‌هم‌تر‌از‌دو‌روش‌دیگر‌باقی‌خاصی‌از‌خود‌نشان‌نداد‌و‌در‌سطحی‌با‌خطای‌بیش

موازات‌بالا‌‌سان،‌به‌یک‌تقریباًنازک‌با‌قابلیتی‌‌ۀسپلاین‌رویاما‌دو‌روش‌دیگر‌رگرسیون‌و‌ا.‌بوده‌است‌تأثیر‌مورد‌آن‌بی

صورت‌که‌هرچه‌مجموع‌‌تری‌در‌برازش‌همراه‌بودند،‌به‌این‌ای،‌با‌خطای‌استاندارد‌کم‌های‌نمونه‌بستگی‌داده‌رفتن‌هم

‌.وجود‌آمده‌است‌ها‌به‌تری‌در‌برازش‌آن‌تری‌بود،‌خطای‌استاندارد‌کم‌بستگی‌دو‌متغیر‌توضیحی‌با‌پاسخ‌مقدار‌بیش‌هم

 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

0 500 1000 1500 

 رگرسیون

 اسپلاین رویه نازک

 اسپلاین کروی

خطای 

 استاندارد

 نمونه ۀانداز

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
1.

75
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.1
.6

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

2-
10

 ]
 

                             9 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.1.75
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.1.6.4
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2646-fa.html


 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1316،‌بهار‌و‌تابستان1،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌74

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 منابع
1. Wahba G., "Spline models for observational Data", University of Wisconsin at Madison, 

Madison Wisconsin (1990). 

2. Gu C., "Smoothing spline Anova Models", Springer, New York, (2002). 

3. Hutchinson M. F., "Interpolation of Rainfall Data with Thin Plate Smoothing Splines, 

Part1:Two Dimensional Smoothing of  Data with short Range Correlation, center for 

Resource and Environmental studies", Australian National University, Canberra, ACT0200, 

(1995). 

4. Hang Y., Nix H. A., Hutchinson M. F., Booth T. H., "Spatial Interpolation of Monthly Mean 

Climate Data for China", Chinese Academy of forestry, Beijing 100091 (2005). 

5. Zheng X., Basher R., "Thin Plate Smoothing Spline modeling of Spatial Climate data"  

(1995-1998). 

6. Tait A., Henderson R., Turner R., Zheng X., "Thin Plate Smoothing Spline Interpolation of 

Daily Rainfall for New Zealand using a climatological Rainfall surface", national Institute of 

water and atmospheric research, private Bag 14-901, Kilbirnie, Wellington New Zealand, 

(2006). 

7. Jie M., Houghton D., Teebagy N., "Global Analysis of Ozone Data based on Spherical 

Spline", Bentley College, United States (1997). 

8. Robeson S. M., "Spherical Methods for Spatial Interpolation Review and Evaluation", 

Cartography and Geographic information systems, Vol. 24, No.1 (1997) 3-20. 

9.  Tibshirani R., Wasserman L., Nonparametric Regression, Statistical Machine Learning, 

(2015). 

10. Green P. J., Silverman B.W., "Nonparametric regression and Generalized linear models: A 

Roughness penalty approach", Chapman Hall (1994). 

11. Keel L., "Semi parametric regression for the social sciences", Wiley (2008). 

12.  Wang Y., "Smoothing Splines methods and applications", University of California (2011). 

13. Buss S., Fillmore J., "Spherical averages and  applications to Spherical Splines", University 

of California, San Diego,  pixel-cafe talk  (2002) 4-5. 

،‌مجموعه‌مقالات‌‌دوازدهمین‌"های‌اسپلاین‌رویه‌نازک‌و‌کروی‌بررسی‌دقت‌روش"مختارپور‌مهرنوش،‌‌،محمدی‌روشنکعلی .19

 .‌179(1313تابستان)،‌کرمانشاه،‌‌کنفرانس‌آمار‌ایران،‌دانشگاه‌رازی

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
1.

75
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.1
.6

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

2-
10

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            10 / 10

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.1.75
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.1.6.4
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2646-fa.html
http://www.tcpdf.org

