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حالت‌‌له‌را‌درئتوان‌مسدر‌پایان‌می.‌دست‌آورد‌اطمينان‌بيز‌تجربی‌ناوردا‌با‌سطح‌اطمينان‌داده‌شده‌به‌ۀدو‌حالت‌یک‌فاصل

‌.نمایی‌تعميم‌داد‌ۀتر‌برای‌خانوادکلی

‌.بيز‌تجربی،‌برآوردگر‌بيز،‌فاصله‌اطمينان‌ناوردا:‌هاي کلیدي واژه

 

 مقدمه

‌EB)‌1روش‌بيز‌تجربی زمان‌چند‌برآورد‌هم‌مسئلۀویژه‌برای‌رود‌که‌بهشمار‌می‌های‌مهم‌آمار‌بهیکی‌از‌شاخه(

‌رودکار‌میپارامتر‌به ‌این‌روش‌. ‌روشدر ‌با ‌روش‌حداکثر‌درستپارامترها مایی‌نهای‌کلاسيک‌مثل‌روش‌گشتاوری‌یا

‌بهبرآورد‌می ‌نتيجه‌توزیع‌پيشين‌برآورد‌شده ‌در ‌استنباط‌به‌شوند‌و ‌میمنظور ‌[6]‌رودکار ‌روش‌. دو‌مسير‌‌EBدر

‌داده ‌بهتصادفی ‌پارامترها ‌و ‌‌ها ‌هم ‌شودمیمربوط ‌داد. ‌کنيد ‌فرض ‌منظور ‌این ‌خانو‌‌Xۀبرای پارامتری‌‌ۀاداز

 ( ) :P f x  است‌و‌پارامترهای‌‌دارای‌توزیع‌پيشين‌  هستند‌(ها‌روی‌خانواده‌توزیع‌

هدف‌استنباط،‌تشخيص‌مقادیر‌(.‌است‌ۀروند‌استنباط‌بستگی‌به‌اطلاع‌داشتن‌از‌خانواد‌از‌این‌رو،.‌است‌‌‌

‌[11]‌دارد ‌اگر‌دليلــی‌برای‌این‌اعتقاد‌که‌‌رایب. ‌مستقل‌و‌همiمثال، ‌یک‌توزیــع‌پيشين‌ها ‌از )توزیع‌و ) ‌

‌پارامترهای‌نامعلوم‌‌مگر‌احتمالا‌ًوقتی‌که‌توزیع‌)هستند‌وجود‌داشته‌باشد‌ ‌معلوم‌باشدبرای‌برخی‌از ‌در‌(، ،

‌می‌پارامتری،‌EBروش‌ ‌توزیع‌کناری‌مشاهدات‌برآورد ‌از ‌استفاده ‌[1]‌شودبا .‌ های‌مختلفی‌شاخهاین‌روش‌در

‌بيمه‌و‌نقشه ‌اقتصاد، ‌تجارت، ‌برداری‌کاربرد‌داردخصوصاً ‌کاربردهای‌روش. های‌بيز‌تجربی‌در‌مسائل‌برای‌آشنایی‌با

‌‌ .تواند‌مفيد‌باشدمی‌[11]و‌[‌6]،‌[1]‌مراجع‌بررسیاستنباط‌آماری‌

‌ۀبرای‌توزیع‌نرمال،‌برای‌ساختن‌فاصلترین‌حالت‌در‌ساده‌EBاطمينان‌‌ۀگذار‌ساختن‌فاصلاولين‌بنيان[‌3]‌کاکس

‌ۀد‌که‌در‌آن‌فاصلکرارائه‌‌[11]موریس‌رادیدگاه‌دیگر‌.‌ها‌را‌توصيه‌کردشرطی‌کردن‌روی‌برخی‌آماره‌،EBاطمينان‌

0بيز‌سلسله‌مراتبیاطمينان‌
 (HB‌)شد‌و‌در‌آخرین‌مرحله‌پارمترهای‌توزیع‌پيشين‌برآورد‌برای‌پارمترها‌ساخته‌می

‌دشمی ‌توجه. ‌موریسبه‌چوله‌با ‌هایی‌صدک‌[11]‌بودن‌توزیع‌پسين، کار‌به‌EBاطمينان‌‌ۀکه‌برای‌ساختن‌فاصلرا

استرپ‌را‌پيشنهاد‌بوت‌EBاطمينان‌‌ۀفاصل‌[1]‌بعد‌از‌آن‌لایرد‌و‌لوئيس.‌صورت‌تقریبی‌محاسبه‌کرد‌شود‌بهگرفته‌می
                                                           

 ‌‌‌‌‌‌‌‌mehdishams@kashanu.ac.irنویسندۀ مسئول*

1. Empirical Bayes 

2. Hierarchical Bayes 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

بر‌اساس‌اصلاح‌اریبی‌‌EBاطمينان‌‌ۀی‌کردن‌فاصلبند،‌درجه[4]‌پيشنهاد‌افرون‌دنبال‌به[‌0]‌کردند‌و‌کارلين‌و‌گلفند

یک‌چارچوب‌[7]‌هيل.‌را‌ارائه‌کردند(‌که‌لزوماً‌آماره‌کمکی‌نيستند)‌ها‌چنين‌شرطی‌کردن‌آن‌روی‌برخی‌آمارهو‌هم

‌برای‌ساختن‌فاصل ‌‌ۀکلی ‌پای‌EBاطمينان ‌حالتی‌که‌شرطی‌کردن‌روی‌برخی‌آماره‌ۀبر ‌در های‌کمکی‌ساخت‌و

‌بر‌فاصله‌اطمينان‌مشاهدات‌و‌توزی برای‌منطبق‌است‌ولی‌او‌‌HBع‌پيشين‌نرمال‌هستند‌نشان‌داد‌این‌فاصله‌دقيقاً

[‌3]‌اصلی‌این‌مقاله‌بر‌اساس‌ترکيب‌روش‌کاکس‌ۀاید.‌مجانبی‌هيچ‌روشی‌پيشنهاد‌نداد‌EBاطمينان‌‌ۀساختن‌فاصل

که‌ناوردا‌نيز‌هستند‌‌EBاین‌فواصل‌اطمينان‌.‌استدر‌حالتی‌که‌مشاهدات‌و‌توزیع‌پيشين‌نرمال‌هستند،‌[‌7]‌و‌هيل

تر‌برای‌مدلی‌که‌مشاهدات‌و‌توزیع‌پيشين‌از‌سپس‌در‌حالت‌کلی.‌شونددر‌دو‌حالت‌شرطی‌و‌غيرشرطی‌ساخته‌می

در‌دو‌حالت‌شرطی‌و‌غيرشرطی‌در‌دو‌‌EBدر‌انتها‌فواصل‌اطمينان‌.‌شودتعميم‌داده‌می‌همسئلخانواده‌نمایی‌هستند‌

‌.ندشو‌سازی‌شده‌مقایسه‌میهای‌شبيهز‌طریق‌دادهحالت‌مختلف‌ا

‌

 بیز براي برآوردگرهاي بیز تجربی ۀمخاطر

سپس‌در‌حالت‌.‌شودمحاسبه‌می‌EBدر‌ابتدا‌با‌ذکر‌یک‌مثال‌برآوردگر‌ميانگين‌مربعات‌خطا‌برای‌برآوردگرهای‌

‌.را‌پيدا‌کرد‌مخاطرۀترین‌‌کم‌توان‌برآوردگر‌بابيز‌برای‌دو‌تابع‌زیان‌معروف‌می‌مخاطرۀتر‌با‌محاسبه‌کلی

1فرض‌کنيد‌ .1 مثال 1,...,k kX X 3که‌‌k متغيرهای‌تصادفی‌مستقل‌با‌توزیع‌‌( , )iN Vباشند‌وقتی‌که‌ 

0 V چنين‌فرض‌کنيد‌توزیع‌پيشين‌‌هم.‌معلوم‌استiدیگر‌مستقل‌هستند‌‌ها‌که‌از‌یک( , )N AT

i
z bباشد،‌که‌‌

0ها‌بردارهای‌رگرسيونی‌ستونی‌معلوم‌و‌با‌بعد‌izدر‌آن‌ 3p k  هستند،‌و‌ b 1یک‌بردار‌معلوم‌rاست‌‌.

Tاگر‌

1 kZ = (z , ..., z )و‌‌( )rank pZنمایی‌و‌توزیع‌پيشين‌داده‌شده‌در‌بالا،‌توزیع‌‌اساس‌درست گاه‌بر،‌آن

‌i پسين ‌توزیع ‌با ‌هم ‌از ‌مستقل ها (1 ) , (1 )iN B X B V B  T

i
z bاست‌‌‌ ‌آن ‌در )که )B V V A ‌‌

(0 1B ضریب‌انقباضی‌ ‌گویند‌1را ‌ميانگين(. ‌رو ‌این ‌از ‌پسين‌یعنی )های‌توزیع )i iE Xبيز‌‌ ‌برآوردگرهای ،

‌[:11]هستند‌

.ˆ (1 ) ; 1,...,BA

i iB X B i k    T

i
z b  

‌EBدر‌یک‌روش‌ ،bو‌A باید‌از‌روی‌توزیع‌کناری‌نامعلوم‌ ‌برآورد‌شوندiXاند‌و ‌با‌iX .ها ‌از‌هم‌مستقل‌و ها

)توزیع , )TN V Aiz b1با‌قرار‌دادن.‌[11]‌هستند‌( ,..., )T

kX XX ،‌آماره‌بسنده‌X براساس‌توزیع‌کناری‌=

) کامل‌برای , )Ab2برابر‌ˆ( , )Sbآید‌که‌در‌آن‌دست‌می‌به‌ˆ T -1 T
b = (Z Z) Z Xو‌یا‌)ترین‌مربعات‌‌،‌برآوردگر‌کم

MLE‌)برایbو‌است‌‌
2

2 2

1

ˆ( )
k

i

i

S X


    T

iX Zb z b . 

‌کناری‌هم ‌توزیع ‌براساس ‌Xچنين ،2ˆ Sb‌‌ ‌توزیع‌b̂و دارای , ( )(N V A T -1b Z Z)2و‌Sتوزیع‌‌‌ دارای

2( ) k pV A  براین‌‌بنا.‌است‌bۀوسيل‌به‌‌b̂شودبرآورد‌می‌‌.MLEبرای‌‌B‌‌ )2minبا ,1)kV Sشود،‌داده‌می‌

‌ۀدرصورتی‌که‌با‌توجه‌به‌رابط 2( 2)E V k p S B  ‌،UMVUEبرای‌B2صورت‌‌به‌ˆ ( 2)jsB V k p S  ‌

‌‌:[6]‌صورت‌است‌دینب‌iعمومی‌برای‌‌ EBیک‌برآوردگر‌رو،‌از‌این.‌[11]‌است

                                                           
1. Shrinking Coefficient 
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2 2ˆ ˆ ˆ ˆ1 ( ) ( ) .i iB S X B S    
 

T

i
z b  

‌کم ‌یعنی‌‌هدف‌یافتن‌برآوردگر ˆترین‌مربعات‌خطا ˆ ˆ( )MSE E  
 

T
θ (θ - θ)(θ - θ)1برای‌

ˆ ˆ ˆ( ,..., )T

k θ‌

‌گرفته‌شده‌است‌θو‌Xاست‌که‌در‌آن‌اميد‌ریاضی‌روی‌توزیع‌توأم‌ ‌قرار‌دادن‌. ˆبا (1 )BA B B  θ X Zb‌

‌:داریم
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( .

E E

E E

E E

   
   

    
   

    
   

T BA BA BA BA T

BA BA T BA BA T

BA BA T BA BA T

(θ -θ)(θ -θ) (θ -θ +θ -θ)(θ -θ +θ -θ)

(θ -θ)(θ -θ) θ -θ )(θ -θ )

θ -θ )(θ -θ) θ -θ)(θ -θ )

 

ˆچون‌.‌شوندهای‌مختلف‌سمت‌راست‌تساوی‌بالا‌محاسبه‌میاکنون‌قسمت ˆ ˆBA BA T
(θ - θ )(θ - θ)اسکالر‌است‌با‌‌

‌:رو‌از‌اینترانهاده‌خود‌برابر‌است‌

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ(

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( ( ) ( 0.

E E

E E

E E

E E E

   
   

 
 

 
 

   
 

BA BA T BA BA T

BA BA T

BA BA T

BA T

(θ -θ)(θ -θ ) (θ -θ )(θ -θ)

θ -θ )(θ -θ) X

(θ -θ X)(θ -θ)

θ θ X X θ -θ)

 

‌:چنين‌هم

 

ˆ ˆ ˆ ˆ(

( )

(1 )

(1 )

E E E

E Var

E V B

V B

   
   

   

 

 

BA BA T BA BA T

k

k

θ - θ )(θ - θ ) (θ - θ )(θ - θ ) X

θ X

I

I

 

‌:و‌بالاخره‌داریم

 

   

  

2 2

2 2

2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) 1 ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) .

BA B B B S B S

B S B B B B B S

B S B B B S B

B S B B

       
 

     

   

  

θ θ X Zb X Zb

X Zb Zb Zb Zb

X Z(b - b Zb

X - Zb Z(b - b)

 

‌استقلال‌ ‌به ‌توجه ‌‌b̂با Xˆو - Zbاین‌که‌‌ ‌iXو ‌دارای‌توزیع )ها , )TN V A
i

z b‌‌ ‌نيز Vهستند‌و
V A

B


‌

‌:داریم

ˆ( ) ( ) (E E  T -1 T T -1 T
b (Z Z) Z X Z Z) Z Zb b , 

ˆ( )

( ( )

( )

( )

Var Var

Var

V A

V A

   



 

 

T -1 T

T -1 T T -1

-1 T -1 T T -1

-1 T -1

b (Z Z) Z X

Z Z) Z X Z(Z Z)

Z (Z ) Z Z(Z Z)

Z Z(Z Z)
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1

( )V A

VB 

 



T -1

T -1

(Z Z)

(Z Z)
 

‌و‌در‌پی‌آن

     2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) (

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ) ) )( 0 0 ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ) ) ( ( )

ˆ( ( ) )

T

E E B S B B B S B B

E B S B B E

E B S B B Var

E B S B

       
    

     
 

   
 

 

BA BA T

T T T

T T

(θ -θ)(θ -θ) X -Zb) Z(b -b X -Zb) Z(b -b)

(X - Zb X - Zb) Z(b - b)(b - b) Z

X - Zb)(X - Zb) Z b Z

(X -
2 1ˆ ˆ

.

B VB

VB

  
 



T T -1 T

T -1 T

Zb)(X - Zb) Z (Z Z) Z

Z(Z Z) Z

 

‌:آیدصورت‌در‌می‌دینب‌MSEبا‌در‌نظر‌گرفتن‌محاسبات‌بالا‌ماتریس‌

.2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) ( ( ) )E V B VB E B S B       
  

T T -1 T T

k(θ - θ)(θ - θ) I Z(Z Z) Z (X - Zb)(X - Zb)  

‌که ‌این ‌به ‌توزیع‌‌‌Xباتوجه ‌دارای , ( )N V A kZb Iهمچنين‌و‌‌ˆZbتوزیع‌‌ ‌‌دارای

 , ( ) TN V A T -1Zb Z(Z Z) Zاست‌‌ ‌خاصيت‌براین‌بنا، ‌به ‌توجه ‌نرمالبا ‌توزیع Xˆ‌های - Zbتوزیع‌‌‌ دارای

 ( )(N V A T -1 T

k0, I - Z(Z Z) Z  ‌از‌این‌رو،و‌‌است‌(

1ˆ ˆ( ) (V A  T -1 T -1 -1

k(X - Zb) I - Z(Z Z) Z ) (X - Zb)  

‌ ‌توزیع 2دارای

1است‌‌ ‌چون‌هم. 1چنين 2( )V A S‌‌ ‌توزیع 2دارای

pk‌‌ ‌رو،است، ‌این توزیع‌‌از
2ˆ ˆ S T

U (X - Zb)(X - Zb)کمکی‌است‌که‌با‌توجه‌به‌‌ۀبراین‌یک‌آمار‌به‌پارامتر‌مجهول‌بستگی‌ندارد‌و‌بنا‌

)ˆ2که‌تابعی‌از‌آماره‌بسنده‌کامل‌)‌2Sباسو‌از‌‌ۀقضي , )Sb2مستقل‌است،‌یعنی‌(‌است‌SU‌.براین‌بنا:‌

       
2 2 2

2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )E B S B E B S B S E B S B S E         
          

T
(X - Zb)(X - Zb) U U  

که‌ E Uشودصورت‌محاسبه‌می‌دینها‌ببا‌توجه‌فرمول‌گشتاور‌نسبت‌: 

 
2

ˆ ˆ

( )

E
E

k pE S

 
 

 


T
T -1 T

k
(X - Zb)(X - Zb) I - Z(Z Z) Z

U  

‌:شودصورت‌ساده‌می‌دینب‌MSEگذاری‌آن‌در‌عبارت‌قبل،‌ماتریس‌‌که‌با‌جای

 

   
2

2 2 1

ˆ ˆ (1 )

ˆ ( ) ( ) .

E V B VB

E B S B S k p 

  

   
  

T T -1 T

k

T -1 T

k

(θ -θ)(θ -θ) I Z(Z Z) Z

I - Z(Z Z) Z

 

2با‌انتخاب .1 نکته 2ˆ ( ) ( 2)B S V k p S  2که‌‌k p از‌برآوردگـر‌جيمز[‌16]‌1اصلاح‌ليندلــی‌-

عبارت[‌8]‌0اشتاین‌انقباضی 
2

2 2ˆ ( )B S B S  
  

دارای‌توزیع‌ 2Sشود‌که‌درآن‌صورت‌ساده‌می‌دیندر‌بالا‌ب‌

1 2

k pVB 

است‌:‌

                                                           
1. Lindley  

2. James – Stein Shrinker 
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 
 

 

 

 

2
2

2
2 2

2

2
1 2

1 2

2

2

2 2

2

( 2)
ˆ ( )

( 2)

( 2)

1
( 2) 2( 2)

( 2) 2( 2) ( ) 2 .

k p

k p

k p

k p

V k p BS
E B S B S E

S

k p V BS
VBE

V BS

k p
VBE

VB k p E k p E

VB k p k p k p VB




















       
    

 

   
 
 
 

   
 
  

   
          

    

        

 

‌:استصورت‌‌دینب‌MSE ماتریس‌از‌این‌رو،‌

  

  

 

1

1 1

1

ˆ ˆ( (1 ) 2( )

( 1) 2( )

2 ( 2)

2
.

E V B VB k p VB

VB B k p

k p k p
VB B

k p k p

k p
V VB

k p



 



    

    

     
    

   

 
 



T T -1 T T -1 T

k

T -1 T T -1 T

k k

T -1 T

k

T -1 T

k k

θ - θ)(θ - θ) I Z(Z Z) Z I - Z(Z Z) Z

I Z(Z Z) Z I - Z(Z Z) Z

I Z(Z Z) Z

I I - Z(Z Z) Z

 

ˆ2برای‌پيدا‌کردن‌هایی‌‌مثال[‌7]‌1تحت‌یک‌چارچوب‌مشابه،‌هيل .2 نکته ˆE S 
 

T
(θ - θ)(θ - θ)مطرح‌شده‌‌

که‌طوری‌است‌به
2

2 ˆS  X - Zbتوزیع‌کناری‌ۀکمکی‌بر‌پای‌ۀیک‌آمار‌Xاست‌‌ .‌ ‌تغييری‌که‌در به‌‌MSEتنها

آید‌این‌است‌که‌در‌عبارت‌وجود‌می 1( )k p  T -1 T

kI - Z(Z Z) Z2اميد‌غيرشرطی‌روی‌‌Sجای‌خود‌را‌به‌‌

‌:‌دهد،‌یعنیمی‌2Sخود‌

 

   

2

2
2 2 1

ˆ ˆ (1 )

ˆ ( ) ( ) .

E S V B VB

B S B S k p 

  

  

T T -1 T

k

T -1 T

k

(θ -θ)(θ -θ) I Z(Z Z) Z

I - Z(Z Z) Z

 

2به‌توابع‌زیان‌نسبت‌‌EBبرآوردگرهای‌بيز‌مخاطرۀ‌اکنون

1(L  θ,a) θ a2و‌( ) ( ) ( )TL   θ,a a θ Q a θ‌

 .شود‌بررسی‌می‌0برای‌این‌منظور‌در‌ابتدا‌مثال‌.‌یک‌ماتریس‌معين‌مثبت‌معلوم‌است‌Qشوند‌که‌در‌آن‌محاسبه‌می

Xفرض‌کنيد‌ .2 مثال θدارای‌توزیع‌‌N p(θ,I )دارای‌توزیع‌‌θو‌‌( )pN A pμ, Iکه‌‌طوریباشد،‌به‌     ،‌

μمعلوم‌و‌Aدر‌این‌صورت‌کناری.‌نامعلوم‌است‌X1دارای‌توزیع‌‌( , )N B 

pμ Iو‌پسين‌‌θ X = xدارای‌توزیع‌

 (1 ) ,(1 )N B B B   px μ Iاست‌‌‌ ‌آن ‌در )1که 1)B A  ‌(0 1B است‌‌ ‌انقباضی ‌ضریب ‌بنا(.

‌ ‌بيز ‌ميانگين‌پسين)براین‌برآوردگر ) صورت‌به( ) (1 )E B B  θ X = x x μ
‌بود‌ ‌خواهد .‌ ‌یک‌روند ،‌EBدر

‌از‌توزیع‌کناری‌برخی‌یا‌تمام‌پارامترهای‌توزیع‌پيشين‌نامعلوم ‌را با‌توجه‌به‌.‌شوندبرآورد‌می‌Xاند‌و‌این‌پارامترها

‌ ‌کناری ‌Xتوزیع ،2
X μآمار‌‌ ‌‌ۀیک ‌توزیع ‌دارای ‌و ‌کامل 21بسنده

pB است‌‌ ‌‌هم. ‌برای p،3چنين ‌

                                                           
1. Hill 
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 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1316،‌بهار‌و‌تابستان1،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌02

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)
2

( 2)p  X μیک‌UMVUE برای‌Bجای‌‌ ‌با ‌از‌است‌که ‌یک‌‌Bگذاری‌این‌برآوردگر ‌بيز ‌برآوردگر در

‌:آیددست‌میبه‌صورت‌‌دینب‌θاز‌‌EBبرآوردگر‌

2 2 2

2 2 2ˆ (1 ) ( )
p p p  

     
  

EBθ X μ X X μ
X μ X μ X μ

 

آن‌تحت‌تابع‌زیان‌ۀهای‌این‌برآوردگر‌این‌است‌که‌مخاطراز‌مزیت‌.[11]‌اشتاین‌معروف‌است-که‌به‌برآوردگر‌جيمز

1Lمخاطرۀاز‌‌‌X2تر‌است،‌ولی‌تحت‌تابع‌زیان‌کوچکLبرای‌اثبات‌این‌حقيقت‌.‌[0]يست‌لزومـاً‌این‌مورد‌برقرار‌ن‌

‌:شودصورت‌عمل‌می‌دینب

1 1

2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )( )

2ˆ( , ) ( ) ( )( )

T

T

E L E L E

p
E L E B

        
     

 
    
 

  

EB B B EB B EB

B

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ X - μ X - μ
X - μ

 

ˆو‌‌است‌θو‌Xاميد‌ریاضی‌روی‌توزیع‌توأم‌‌Eکه‌درآن‌که (1 )B B  Bθ X μ‌.2که‌‌از‌این
X -μۀ‌آمار‌

‌ ‌و ‌کامل بسنده
1

2 21

( )( ) ( )( )T TB

B




X-μ X-μ X-μ X-μ

X-μ X-μ
‌تضمين‌‌ ‌را ‌آماره ‌این‌دو ‌استقلال ‌باسو ‌قضيه ‌ ‌کمکی‌است، آماره

‌کند‌می ‌نسبت‌بنا. ‌گشتاور ‌فرمول ‌توجه ‌با ‌اینبراین ‌و ‌‌ها ‌برای ‌3pکه ،2 1E B pX -μو‌‌
2 1( 2)E B p
  X -μداریم‌:‌

 

1

1

2 12

( )( )( )( )
TT E B

E p
B pE







    
   

  

p

p

X -μ X -μ IX - μ X - μ
I

X - μ X - μ

, 

 
2 1 1

4 2

( )( ) ( )( )
( 2)

( 2)

T T B
E E E p B p

p p

  
   

       
        

p

p

IX - μ X - μ X - μ X - μ
X - μ I

X - μ X - μ
 

‌و‌در‌پی‌آن

 

2 2

1 1 2 4

2 1 1 2 1 1

1

1

( )( ) ( )( )ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )( ) 2 ( 2) ( 2)

ˆ( , ) ( ) 2 ( 2)( ) ( 2) ( 2)

ˆ( ) ( 2)

T T
TE L E L B E B p E p E

E L B B B p p p p p B

E L B B p p

   



   
                 

      

       
 

     
 

EB B

B p p p

B p

X -μ X-μ X -μ X -μ
θ θ θ θ X -μ X -μ

X -μ X -μ

θ θ I I I

θ θ I
1 .pI

 کهاز‌طرف‌دیگر‌از‌این

1 1
ˆ( , ) ( , ( )) ( ) (1 ) (1 )E L E L E E Var E B B                  B p pθ θ θ θ X θ X I I , 

‌شود‌کهنتيجه‌می
1 1

1
ˆ( , ) (1 ) ( 2) ( 2)E L B B B p p B p p          

 EB p p p p pθ θ I I I I I . 

3p‌،11بالا‌و‌از‌این‌که‌برای‌‌ۀذکر‌این‌نکته‌ضروری‌است‌که‌با‌توجه‌به‌رابط ( 2) 1B p p  توجه‌به‌‌با‌و‌

‌این‌که‌

 1( , ) ( )( )TE L E E          p pθ X X θ X θ I I  
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توان‌نتيجه‌گرفت‌که‌می 1 1
ˆ( , ) ( , )E L E L  

 EBθ θ θ X‌.برآوردگر‌‌ۀگر‌این‌است‌که‌مخاطراین‌نامساوی‌بيان

‌.‌تر‌است‌کوچک‌‌Xمخاطرۀاز‌‌SELاشتاین‌تحت‌‌-جيمز

ˆبيز‌‌مخاطرۀبرای‌پيدا‌کردن‌
EBθ2تحت‌تابع‌زیان‌‌Lبا‌توجه‌به‌این‌موضوع‌که‌‌‌‌

 2 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )T T TL tr tr tr L         θ a θ - a Q θ - a θ - a Q θ - a Q θ - a θ - a Q θ a  

‌:داریم

 2 1

1

1

1

1

ˆ ˆ( , ) ( , )

ˆ( ) ( , )

ˆ( ) ( , )

( ) ( 2)

( ) ( 2) ( ).

E L E tr L

E tr L

tr E L

tr B p p

tr B p p tr





   
   

 
 

 
 

    

  

EB EB

EB

EB

p p

θ θ Q θ θ

Q θ θ

Q θ θ

Q I I

Q Q

 

دارای‌توزیع‌θباشند،‌یعنی‌‌سان‌و‌برابر‌‌همگی‌یک‌μفرض‌کنيد‌عناصر‌بردار‌ميانگين‌ ‌0اگر‌در‌مثال .6 مثال

( , )N A p p1 Iبه‌‌ ‌‌طوری‌باشد ‌‌Rکه 0Aو نامعلوم‌‌ ‌دو ‌اندهر .‌ ‌کناری صورت‌‌به‌Xتوزیع
1( , )N B 

p p1 Iاز‌این‌رو،است‌و‌‌‌












p

i

i XXX
1

‌UMVUEبراین‌‌و‌بنااست‌بسنده‌کامل‌‌ۀیک‌آمار‌,)(2

‌ ‌برابر‌به‌Bو‌برای 2و‌Xترتيب

1

( 3) ( )
p

i

i

p X X


 است‌‌ ‌جای. ‌در‌‌با ‌برآوردگرها ‌این گذاری

( ) (1 )E B B  θ X = x x μبرآوردگر‌‌،EBبرای‌θآیددست‌می‌صورت‌به‌دینب‌: 

2 2 2

1 1 1

3 3 3ˆ 1 ( ).

( ) ( ) ( )
p p p

i i i

i i i

p p p
X X

X X X X X X
  

 
   
      
 

   
 

  
EB p pθ X 1 X X 1  

ˆبرآوردگر‌.‌[16]ده‌استکرمطرح‌[‌6]‌ليندلی‌رااشتاین‌‌-این‌تعدیل‌برآوردگر‌جيمز
EBθاهميت‌دارد‌که‌‌رواز‌این‌‌

برای‌اثبات‌.‌تر‌است‌کم‌‌Xمخاطرۀاز‌(‌1Lتحت‌تابع‌زیان)بيز‌آن‌‌ۀکند،‌یعنی‌مخاطرمی‌1غلبه‌Xبر‌‌4pبرای‌

ˆبيز‌‌مخاطرۀاین‌حقيقت‌
EBθ1تحت‌دو‌تابع‌زیان‌‌L2و‌‌Lآیددست‌می‌صورت‌به‌دینب‌: 

1 1
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Tpکه‌‌طوریبه p pJ 1 ˆ،‌1Lو‌تحت‌تابع‌زیان‌‌4pچنين‌برای‌‌و‌هم.‌1
EBθبر‌‌X[6]‌کند،‌یعنیغلبه‌می‌: 

 1 1
ˆ( , ) ( , ) .E L E L  

 EBθ θ θ X  

1براین‌‌بنا 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )( )TE L E L E      

   EB EB EB B EB Bθ θ θ θ θ θ θ θکه‌در‌آن‌‌‌

ˆ (1 )B B  B pθ X 1 . 
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دارای‌توزیع‌ Xکه چنين‌این‌و‌هم 1)(, BpN و‌ است‌X X pX ‌:،‌داریم(باسو‌ۀقضي)‌1
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
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‌:باسو‌داریم‌ۀدوباره‌با‌استفاده‌از‌قضي
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1که‌نيز‌با‌توجه‌به‌اینو‌ 1

)( ( ) ( )TE X X B p      p p p pX 1 X 1 I Jو‌چون‌‌
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i XX
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دارای‌‌)(2

1توزیع 2

1pB 

‌‌،4برای‌هر‌‌از‌این‌رو،استpداریم‌:‌
2 1 1 1 1
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   

   
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ˆبيز‌‌ۀبراین‌مخاطر‌بنا
EBθشودساده‌میصورت‌‌دینب‌:‌
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که‌اینبا‌توجه‌به‌0 مشابه‌مثال 2 1( , ) ( , )L tr QLθ a θ a‌،بيز‌‌مخاطرۀˆ
EBθتحت‌تابع‌زیان‌‌

2Lدست‌نيز‌به‌

‌.آیدمی

)4p‌،1با‌توجه‌به‌این‌که‌برای‌ 3)( 1) ) 0B p p    و‌نيز‌‌ 1( , )E L  pθ X Iداریم‌:‌

 1 1
ˆ( , ) ( , )E L E L  

 EBθ θ θ X . 

‌.‌تر‌استکوچک‌‌Xمخاطرۀاز‌(‌ SELتحت)اشتاین‌-برآوردگر‌تعدیلی‌جيمز‌مخاطرۀبراین‌‌بنا

 غیرشرطی هاياحتمال ۀفواصل اطمینان برپای

Yکه‌در‌آن‌را‌مدل‌بيزی‌  θ2دارای‌توزیــع‌‌( , )mN Iθو‌‌θ2دارای‌توزیــع‌‌( , )mN I باشد‌در‌نظر‌‌

‌ ‌و‌2)بگيرید ‌است )1معلوم ,..., )T

m θ1و‌( ,..., )TmY YY‌ .)‌ ‌بيز ‌برآوردگر ‌توزیع‌)بنابراین ميانگين

‌‌برای‌(‌پسين 1)برابر‌است‌با )B B Y μ1)2که‌درآن‌واریانس‌پسين‌وابسته‌برابر‌‌ )B  mIوقتی‌‌است‌
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2که‌

2 2B 

 
چنين‌متغير‌تصادفی‌کناری‌و‌هم‌Yدارای‌توزیع‌‌

2

( , )mB
N Iμحال‌اگر‌.‌است‌μ‌‌،نامعلوم‌باشد

‌به‌آن ‌معمول‌گاه ‌به‌Yطور ‌‌μبرآوردگر‌‌صورت‌را ‌بگيرید‌که‌برآوردگر ‌نظر ‌نيز‌هست‌θبرای‌‌EBدر فرض‌کنيد‌.

 mμ تحت‌فرضی‌که‌مدل‌‌EBبراین‌در‌روش‌‌بنا.‌ای‌با‌مختصات‌یک‌استمؤلفه‌mیک‌بردار‌‌m1که‌در‌آن‌‌1

‌ ‌ميانگين‌ثابت‌باشد، ‌‌با ‌‌2و ‌کناریهستنامعلوم ‌از ‌دو ‌هر ‌دارای‌توزیع‌‌Yند‌و 2که

( , )
B

N  m m1 I‌‌،است

‌می ‌شوندبرآورد ‌پای. ‌توزیع‌ۀبر ),(این 2SYآمار‌‌ ‌برای‌ۀیک ‌کامل )2بسنده , ) آن‌‌‌ ‌در ‌که است
2 21

1 1
( )

 
 

m

im i
S Y Y‌ ‌مثال. ‌‌0 مشابه ‌عمومی ‌برآوردگر ‌‌EBیک صورت‌به‌θبرای

ˆ ˆ ˆ(1 ( )) ( ) 1EB

mB S Y B S Y   آن‌‌ ˆاست‌که‌در ( )B Sبرای‌‌ -برآوردگر‌جيمز‌[.1]است‌‌Bیک‌برآوردگر

برابر‌است‌با‌‌Bاشتاین‌معمول‌برای‌
2

2

( 3)

( 1)

ˆ m

js m S
B




اشتاین‌-جيمز،‌در‌صورتی‌که‌قسمت‌مثبت‌برآوردگر‌انقباضی‌

صورت‌‌به 
2

2

( 3)

( 1)

ˆ ( ) min ,1
m

m S
B S




یک‌فاصله‌اطمينان‌ هدف‌تعيين.‌است‌EBهای‌برای‌یکی‌از‌مؤلفه‌θ1مثل‌‌‌

‌‌2و‌اگر‌.‌است 1/2معلوم‌باشند،

1 /2(1 ) (1 )B Y B z B    1)100یک‌فاصله‌معتبر‌بيزی‌‌ )%‌

2z/که‌)خواهد‌بود‌ (0,1)ای‌است‌که‌در‌آن‌سطح‌زیر‌نمودار‌نقطه‌N‌‌ /از‌آن‌نقطه‌به‌بعد‌برابر 2است‌‌ در‌.(

‌ ‌اگر ‌که )2صورتی , ) فاصل‌‌ ‌یک ‌نباشد، ‌‌ۀمعلوم ‌برای ‌صورت‌به‌1اطمينان

   
1/2

1 /2
ˆ ˆ ˆ1 ( ) ( ) 1 ( )B S Y B S Y z B S    است‌‌‌ ‌آن ‌در 0ˆکه ( ) 1B S ‌‌ ‌در ‌فاصله ‌این ‌Yکه

ˆ)(1شود‌اگر‌تباهيده‌می SB‌ ‌‌ۀفاصل‌[11]‌موریس. برای‌ميانگين‌و‌‌HBتقریب‌برآوردگرهای‌‌بااطمينان‌بالا‌را

‌ساخت‌θواریانس‌ ‌بنا ‌لوئيس. ‌و ‌استرپ‌غيرشرطی‌بوت‌EBاطمينان‌‌ۀفاصل‌[1]‌لایرد ‌اساس‌تقریب‌موریس‌را بر

را‌‌1Yشرطی‌روی‌‌EBاسترپ‌برای‌فاصله‌اطمينان‌تقریب‌بوت[‌0]‌پيشنهاد‌کردند‌در‌صورتی‌که‌کارلين‌و‌گلفند

‌کردند ‌اساس‌چارچوب‌کاکس .توصيه ‌این‌قسمت‌بر ‌3]‌در ‌‌ۀیک‌فاصل[ ‌اریبی‌ارائه‌‌EBاطمينان ‌اساس‌اصلاح بر

منظور‌بهتر‌کردن‌احتمالات‌پوشش‌غيرشرطی‌‌به‌EBبندی‌برای‌فاصله‌اطمينان‌برای‌این‌منظور‌یک‌درجه.‌شود‌می

‌.شودمجانبی‌معرفی‌می

 که‌به‌1d ترتيب‌تابع‌توزیع‌و‌تابع‌چگالی‌احتمال‌توزیع‌نرمال‌استاندارد‌باشند‌و‌برایبه‌ و‌ اگر‌.1ۀ قضی

m‌‌،بستگی‌ندارد 
2

2

( )

1( 1)

ˆ ( ) min ,
m d m d

d mm S
B S

 


گاه‌برای،‌آنmهای‌بزرگ:‌

. 
2 2

3 2

1 1 2

( ) (6 ) (1 )ˆ ˆ ˆ1 ( ) ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( )
1 2(1 )

d d d

t t d B t B
P B S Y B S Y t B S t O m

m B B


                     

‌

کمکی‌‌ۀبا‌در‌نظر‌گرفتن‌آمار. اثبات 1 /A Y Y S تعریفاین‌چنين‌‌و‌هم‌:‌

B

SABBYBBBt

tZ







 


1

)ˆ()(1ˆ1

)(



 

‌‌:داریم

 
 1 1

1 1 1 1

(1 )
ˆ ˆ ˆ(1 ) 1 ( ) ( )

1

B Y B
P B Y BY t B E P t Z t Y y E t Z t

B

 
 



                            
        (1)  

)در‌نقطه‌‌با‌بسط‌سری‌تيلور‌تابع‌‌.است‌Yروی‌توزیع‌کناری،‌اميد‌ریاضی‌Eکه )t Z tداریم‌:‌‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
1.

57
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.1
.7

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

2-
08

 ]
 

                             9 / 18

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.1.57
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.1.7.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2648-fa.html


 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1316،‌بهار‌و‌تابستان1،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌00

 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

   
( ) 221 1

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .  
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 1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ1 ( ) ( ) 1 ( )TP B S Y B S t B S      
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x β
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 هاي شرطیاحتمال ۀبرپای EBفواصل اطمینان 

را‌‌EBفواصل‌اطمينان‌است‌‌μکه‌تنها‌پارامتر‌مجهول‌در‌توزیع‌پيشين‌است،‌معلوم‌‌‌Bی‌کهدر‌حالت‌،[7]‌هيل

[‌7]‌شرطی‌کردند‌در‌صورتی‌که‌هيل‌1Yمعلوم‌است‌روی‌آماره‌‌2در‌حالتی‌که‌[‌0]‌کارلين‌و‌گلفند.‌محاسبه‌کرد

1Yدر‌این‌حالت‌روی‌آماره‌کمکی Y2در‌این‌بخش‌در‌حالتی‌که.‌شرطی‌کرد‌فاصله‌اطمينان‌مجهول‌است‌‌،EB‌

بر‌اساس‌احتمال‌شرطی‌به‌شرط‌آماره‌کمکی 1 /A Y Y S شوند‌و‌قضيه‌زیر‌رهيافتی‌برای‌رسيدن‌بررسی‌می‌

‌.به‌این‌منظور‌است

‌:داریم‌1 ۀباتوجه‌به‌شرایط‌قضي‌.2 قضیه
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pA(1)که‌برای‌نشان‌دادن‌این‌مطلب‌با‌توجه‌به‌این. اثبات Oداریم‌1 ۀ،‌با‌روندی‌مشابه‌با‌قضي:‌
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‌:و‌سرانجام‌مثل‌قبل‌داریم
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‌:داریم‌(3)‌استفاده‌از‌بسط‌تيلور‌مشابه
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 
ˆ

2
1

2

33 52ˆˆ ˆ( ) 3 23 2
2(1 ) 16 18(1 ) 0

ˆ1 1 (1 ) ( ).
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BB BB B B B
B BB

E B B E x x dx O m

   

 
          

‌:شود‌کهراحتی‌نتيجه‌می‌بالا‌به‌ۀبراین‌با‌توجه‌به‌چهار‌رابط‌بنا
2

3

3 2

3 3 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2( ) 9 (1 ) ( ) ( ) ( ) ( )
AB

p pE Z t A t B O m O m O m O m
 

          
 

        (18)  

‌:داریم (18)تا‌(‌14)و‌در‌پی‌آن‌با‌استفاده‌از‌روابط‌

 1 1

2 2
3 2

2
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( ) ( 3) (1 ) 3
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‌تفاضل‌این‌عبارت‌از‌عبارت‌مشابه‌به مثل‌قضيه‌قبلی‌نتيجه‌مطلوب‌حاصل‌ (11)ۀ‌و‌استفاده‌از‌رابط‌tازایکه‌با

‌.شود‌می

تحت‌شرایط‌گفته‌شده‌در‌این‌مثال‌و‌با‌تعریف‌آماره‌کمکی.‌را‌در‌نظر‌بگيرید‌4مدل‌رگرسيون‌بيزی‌مثال‌‌.7مثال 

 1 1
ˆ /TA Y S x βشود‌کهنتيجه‌می‌:‌

 

 
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‌

‌براي خانواده نمایی EBفواصل اطمینان 

‌این‌بخش‌ دو‌مشاهدات‌و‌توزیع‌پيشين‌هر‌به‌حالتی‌که‌‌هستندحالتی‌که‌مشاهدات‌و‌توزیع‌پيشين‌نرمال‌در

ijفرض‌کنيد.‌شودمتعلق‌به‌یک‌خانواده‌نمایی‌عمومی‌هستند‌تعميم‌داده‌می iX 1ها‌که,...,i k 1,..., ij n  

متغيرهای‌تصادفی‌مستقل‌از‌خانواده‌نمایی‌با‌تابع‌چگالی‌   exp ( ) ( )i i if x x Q R x    اگر‌.‌باشند‌
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i ijn j
X X


 توزیع‌‌ ‌مستقلو ‌پيشين‌مزدوج ‌ های ‌چگالی ‌تابع با  ( ) exp ( )i i i im Q     ‌

 :استصورت‌‌‌دینهای‌پسين‌بگاه‌توزیعباشند،‌آن

  ( ) exp ( )i i i i i i i iX n X m n Q           . 

)ميانگين‌پسين‌با‌استفاده‌از‌تساوی‌ )i iQ صورت‌‌به‌ ,
ˆ ( ) /i B i i i i i iE X n X m n        ‌

‌شودمحاسبه‌می )اگر‌. )T
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0 1 2( )M a a a      ‌‌ ‌همiaو ‌نيستندها ‌صفر ‌‌.زمان ‌‌b̂اگر ‌به‌̂و ‌‌bترتيب‌‌براوردگرهای ‌و

,باشند،‌
ˆ ˆˆˆ /i EB i i i in X m n       

   
ˆˆهستند‌که‌‌iبرای‌‌EBگرهای‌براورد‌ ( )T

i im h x bو‌برای‌‌k‌
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شود‌،‌فرض‌میiبرای‌‌EBاطمينان‌‌ۀبرای‌ساختن‌یک‌فاصل
1
3( )in O k


1که‌‌
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0  ‌.در‌این‌صورت:‌
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‌تيلور ‌بسط ‌از ‌استفاده با
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x b x b x b b x b x bکمک‌‌‌ ‌با و

‌رابط ‌که‌می (18)‌ۀنامساوی‌شوارتز‌و ‌کرد 2توان‌مشاهده
ˆ ( )

r r

i iE m m O k  ‌ ‌به. های‌کارگيری‌نامساویبا

‌:شوارتز‌و‌مارکف
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‌ ‌هر ‌برای ‌بالا ‌نابرابری /که 3r s ‌‌ ‌است‌ۀانداز‌به‌sو ‌بزرگ‌برقرار ‌کافی ‌مثلثی. ‌نابرابری ‌از ‌استفاده ‌با اکنون
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 و‌‌(11)و‌سپس‌با‌استفاده‌از‌
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