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‌66/06/17پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/01/16دریافت‌

 چکیده

‌گیریم‌و‌ساختارکنتاکت‌در‌فضا‌فرم‌ساساکی‌را‌در‌نظر‌می‌ماکسیمالبا‌بعد‌‌CRهای‌کنتاکت‌‌زیرخمینهدر‌این‌مقاله‌

 با‌شرطها‌را‌بررسی‌کرده‌سپس‌ساختار‌این‌زیرخمینه‌ها‌رااین‌زیرخمینه‌کلی

( , ) ( , ) = ( , )h FX Y h X FY g FX Y   

بندی‌‌ها‌را‌ردهاین‌زیرخمینه‌در‌حالت‌کلی‌و‌بررسی‌شده‌است‌را‌،،‌که‌مخالف‌صفر‌استبرداری‌قائمبرای‌میدان‌

 .کنیم‌می

 

‌.،‌زیرخمینهکنتاکت‌ماکسیمالبا‌بعد‌‌‌CRکنتاکت‌فضا‌فرم‌ساساکی،‌زیرخمینه:‌های کلیدی واژه

 

 قدمهم

1nاز‌بعد(‌بند‌هم)ای‌زیرخمینه‌Mفرض‌کنید از‌فضا‌فرم‌ساساکی‌‌( ( ), , , , )M c g  چنین‌اگر‌‌هم.‌باشد‌

‌1nاز‌بعد‌Mپایایماکسیمالزیرفضاهای‌ [1]پذیردطبیعی‌با‌متر‌القایی‌می‌طور‌گاه‌یک‌ساختار‌به‌باشند‌آن‌‌،

ابررویه‌‌Mدر‌حالتی‌که.‌شوندنامیده‌می‌ماکسیمالبا‌بعد‌‌CRکه‌زیرخمینه‌های‌کنتاکت‌[‌11]،[13]،‌[11]،‌[10]

1nاز‌بعد‌‌لزوماM‌ًپایایماکسیمالگاه‌زیرفضاهای‌‌باشد‌آن اما‌در‌حالتی‌که.‌است‌Mاز‌نقص‌بعد‌بالاتر‌باشد‌‌

 .دانیم‌ای‌از‌زیرخمینه‌را‌میتر‌شناخته‌شده‌نتایج‌کم

 در‌کره‌واحد‌را‌که‌در‌شرط‌‌ماکسیمالبا‌بعد‌‌CRهای‌کنتاکت‌‌زیرخمینه‌6و‌پاک‌1کیم

( , ) ( , ) = 0h FX Y h X FY  

ریختی‌پاد‌‌گر‌درون‌نشان‌Fدند‌که‌در‌آنکرها‌را‌مشخص‌و‌این‌زیر‌خمینه‌[11]،‌[1]بررسی‌کردند‌کرد‌را‌صدق‌می

‌از ‌القایی ‌‌متقارن ‌بوده ‌مماساست ‌کلاف ‌روی ‌می‌TMکه ‌واثر ‌روی‌hکند ‌اساسی ‌فرم .‌است‌Mدومین

با‌همین‌شرط‌را‌در‌فضا‌فرم‌مختلط‌را‌‌ماکسیمالبا‌بعد‌‌CRهای‌کنتاکت‌زیرخمینه‌1ریکو‌دجو‌3چنین‌اوکومورا‌هم

‌.[5]،‌[1]‌دندکر‌بررسی‌و‌مطالعه

ترتیب‌در‌کره‌واحد‌و‌فضا‌‌هها‌را‌باین‌زیرخمینه‌،[7]،‌[6]‌ریکو‌اوکومورا‌و‌دجو‌[10]بعد‌از‌آن،‌کیم،‌چوی‌و‌پاک‌

‌که‌در‌شرط‌بررسی‌کردندفرم‌مختلط‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1311بهار‌،‌1ۀ‌،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

( , ) ( , ) = ( , )h FX Y h X FY g FX Y   

‌.‌است‌Mبر‌مخالف‌صفر‌میدان‌برداری‌قائم‌کنند‌که‌در‌آن‌صدق‌می

‌کیم،‌چوی‌و‌پاک‌این‌زیرخمینه‌ها‌را‌در‌فضا‌فرم‌ساساکی‌با‌شرطن،‌یچن‌هم

( , ) ( , ) = 0h FX Y h X FY  

‌.‌[10]‌دندکرها‌را‌مشخص‌و‌این‌زیرخمینه‌بررسی‌کرده

‌در‌فضا‌فرم‌ساساکی‌با‌شرط‌ماکسیمالبا‌بعد‌‌CRهای‌کنتاکت‌‌در‌این‌مقاله‌زیرخمینه

( , ) ( , ) = ( , )h FX Y h X FY g FX Y   

‌.کنیم‌میرا‌مطالعه‌و‌بررسی‌

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی

پذیر‌خمینه‌دیفرانسیل
2 1n

M


شود‌اگر‌میدان‌برداری‌همیشه‌ناصفر‌کنتاکت‌نامیده‌می‌تقریباًدارای‌یک‌ساختار‌‌

یک‌فرم‌‌‌،و‌میدان‌تانسور‌که‌در‌روابط‌طوری‌هوجود‌داشته‌باشند‌ب(‌1،1)از‌نوع‌‌ 

2( ) 1, ,I          (1) 

‌نقاط‌‌ۀدهند‌نشان‌Iکه ‌همه ‌صدق‌کنداستمیدان‌انتقال‌همانی‌روی‌فضای‌مماس‌در ،‌ میدان‌‌میدان‌برداری.

‌شودبرداری‌مشخصه‌نامیده‌می 0کنند‌کهاین‌شرایط‌روی‌خمینه‌ایجاب‌می. ‌‌ 0و  است‌‌ چنین‌‌هم.

در‌هر‌نقطه‌روی‌دهد‌اندومورفیسمنشان‌می
2 1n

M


خمینه.‌است‌2nدارای‌رتبه‌
2 1n

M


‌تقریباًهمراه‌با‌ساختار‌‌

)کنتاکت , , )  صورت‌‌هشود‌و‌بکنتاکت‌نامیده‌می‌تقریباً،‌خمینه‌
2 1

( , , , )
n

M   


‌.[3]‌شودنمایش‌داده‌می‌

کنتاکت‌تقریباًاگر‌خمینه‌
2 1

( , , , )
n

M   


‌که‌در‌رابطه‌طوری‌هباشد‌ب‌gمجهز‌به‌متر‌ریمانی‌

( , ) ( , ) ( ) ( ),g X Y g X Y X Y      
شود‌و‌ساختار‌می،‌متر‌سازگار‌نامیده‌gصدق‌کند،‌در‌این‌صورت‌متر‌ریمانی‌Yو‌Xهای‌برداری‌برای‌همه‌میدان

( , , , )g  کنتاکت‌وخمینه‌تقریباًیک‌ساختار‌متری‌‌
2 1n

M


کنتاکت‌ریمانی‌نامیده‌‌تقریباًبا‌این‌ساختار،‌خمینه‌‌

)صورت‌هشود‌و‌بمی , , , , )M g  [3]‌شودنشان‌داده‌می‌‌.‌

مماس‌بر‌Xهای‌برداریتوجه‌داشته‌باشید‌که‌برای‌همه‌میدان
2 1n

M


،‌

 ( ) ( , ),X g X   
‌.[3]‌است‌متریک‌دوگان‌برای‌میدان‌برداری‌مشخصه‌‌بنابراین‌.‌است

خمینه
2 1n

M


‌می‌ ‌کنتاکت‌نامیده ‌سراسری‌خمینه ‌یک‌فرم ‌به ‌اگر ‌نقطه‌شود روی‌هر
2 1n

M


‌باشد‌‌ مجهز

‌که‌در‌رابطه‌طوری‌هب

( ) 0,nd    

‌.[3]‌شودفرم‌کنتاکت‌نامیده‌می‌یک‌فرم‌.‌صدق‌کند

از‌خمینه‌کنتاکت‌Mزیرخمینه
2 1n

M


شود‌اگر‌برای‌هر‌نقطهزیرخمینه‌پایا‌نامید‌می‌مماس‌بر‌میدان‌برداری‌

p M،( )p pT M T M چنین‌اگر‌برای‌هر‌نقطه‌هم.‌باشد‌p M،( )p pT M T M باشد‌زیرخمینه‌‌

‌.[3]‌نامند‌را‌ناپایا‌می
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌3مال‌کنتاکت‌از‌فضا‌فرم‌ساساکیسیماکCR با‌بعد‌‌‌CRکنتاکت هایزیرخمینه

از‌خمینه‌کنتاکت‌Mزیرخمینه
2 1n

M


‌میدان‌برداری‌ ‌زیرخمینه‌‌مماس‌بر ‌یک‌جفت‌می‌CRرا نامند‌هرگاه

Dو‌Dتوزیع‌متمم‌متعامد روی‌Mکه‌طوری‌هموجود‌باشد‌ب‌‌

‌‌1‌.=TM D D  که‌‌،ۀوسیل‌هتوزیع‌یک‌بعدی‌تولید‌شده‌ب‌‌است؛‌‌

‌‌6‌.Dتحت‌‌پایا‌باشد‌یعنی‌برای‌هر‌p M‌‌،( )p pD D برقرار‌باشد؛‌‌

‌‌3‌.D تحت‌‌ناپایا‌باشد‌یعنی‌برای‌هر‌p M‌‌،( )p pD T M  [3]برقرار‌باشد‌.‌

)فرض‌کنید , , , , )M g  2)خمینه‌کنتاکت‌ 1)n که‌یورط‌هبعدی‌باشد‌ب‌‌

, ( ) ( , ) ( ) ,X XX Y g X Y Y X           (6) 

‌.[3]‌شودیک‌خمینه‌ساساکی‌نامیده‌می‌Mصورت‌دهد،‌در‌اینرا‌نشان‌می‌gچویتا‌نسبت‌به‌متر-التصاق‌لویکه

Tاز‌صفحه‌برشی Mبرای‌هر‌x Mۀ،‌اگر‌در‌رابطx x صدق‌کند‌یک‌‌شودبرش‌نامیده‌می‌.

Mبا‌خمیدگی‌‌شود‌اگر‌خمیدگی‌برشی‌همه‌برشی‌ثابت‌نامیده‌میفضا‌فرم‌ساساکی‌.‌ها‌ثابت‌باشندبرش

‌خمیدگی‌ ‌ساساکی‌با ‌برشی‌ثابت‌استیک‌خمینه ‌ثابت‌برابر. ‌این‌مقدار ‌فرم‌4cاگر ‌این‌صورت‌فضا ‌در باشد

‌ب ‌را )صورت‌هساساکی )M cمی‌‌ ‌دهندنشان ‌تانسوری. ‌میدان ‌ریمانی ‌خمیدگی ‌حالت ‌این ‌هر‌Rدر برای

, , ( )X Y Z M[.15]است‌صورت‌‌‌دینب‌‌

3
( , ) { ( , ) ( , ) }

4

1
{ ( )[ ( ) ( ) ] [ ( , ) ( ) ( , ) ( )]

4

( , ) ( , ) 2 ( , ) }.

c
R X Y Z g Y Z X g X Z Y

c
Z Y X X Y g Y Z X g X Z Y

g Y Z X g X Z Y g X Y Z

     

     


 


   

  

 (3) 

 

 مفاهیم اصلی

2)فضا‌فرم‌ساساکی‌با‌بعد‌M(c)فرض‌کنید 1)m با‌ساختار‌( , , , )g  فرض‌کنید.‌باشد‌Mزیرخمینه‌‌

CRبا‌بعد‌( 1)n و‌مماس‌بر‌میدان‌برداری‌ساختاری‌‌از‌(c)Mباشد‌و‌xDبرای‌هر‌x Mزیرفضای‌

xTپایا‌با‌بعد‌ثابت‌در Mبنابراین‌برای‌هر.‌باشد‌x M،xDتواند‌شامل‌نمی‌چنین‌فرض‌کنید‌برای‌‌هم.‌باشد‌

xهر Mبعد‌ ،
xD برابر‌مقدار‌‌ dimباشد‌یعنی‌1ثابت‌و =1xD ‌ در‌Uدر‌حقیقت‌میدان‌برداری‌ناصفر.

xD ‌

Dکه‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب SpanU ‌‌.بنابراین‌ 

:N U ‌‌‌  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌   ‌(1) 

TMبنابراین.‌عمود‌باشد‌Mبر‌دبای TM SpanN  ‌.های‌برداری‌یکه‌متعامد‌‌حال‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌میدان‌

. 1, 1, , ; : , : 2iN i p N N p m n      

‌:داریم‌،X،‌برای‌هر‌میدان‌برداری‌مماسMبرای‌فضای‌متعامد‌بر

 ( ) .X FX u X N    (5) 

‌القایی ‌ساختار ‌به ‌توجه ‌کهبه‌از‌Fبا ‌می‌شود ‌پادمتقارن‌روی‌Fآسانی‌نتیجه xTاندومورفیسم Mاست‌‌.

xTچنین‌با‌توجه‌به‌ساختار‌هم Mضرایب‌‌،ijP2که‌برای‌طوری‌هموجودند‌ب‌, ,i pداریم‌:‌

 
=2

,
p

i ij j

j

N P N   (6) 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1311بهار‌،‌1ۀ‌،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌4
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

و
ij jiP P ‌.چون‌میدان‌برداری‌ساختاری‌مماس‌بر‌Mداریم(‌5)و‌(‌1)،‌(‌6)است‌و‌با‌توجه‌به‌‌:‌

 0, 0, ( ) ( , ), ( ) ( ) 0.F FU u X g U X u U        (7) 

‌:داریم(‌7)و‌(‌5)،‌(‌1)،‌(‌6)و‌استفاده‌از(‌5)بر‌‌حال‌با‌اثر‌دادن‌

 
2 ( ) ( ) , ( ) = 0.F X X u X U X u FX      (8) 

‌:داریم(‌7)و‌(‌6)چنین‌از‌‌هم

 .N U    (1) 

پایه‌موضعی‌یکه‌عمود(‌6)با‌توجه‌به‌
* =1, ,{ , , }a a qa

N N Nاز‌بردارهای‌قائم‌بر‌Mچنان‌وجود‌دارد‌که‌‌

 *

( 1)
: , =1, , : .

2
aa

p
N N a q


   (10) 

)چویتا‌روی-اگر‌التصاق‌لوی )M cو‌Mترتیب‌با‌‌هرا‌ب‌و‌‌نشان‌دهیم‌و‌‌گر‌التصاق‌قائم‌القایی‌از‌بیان‌‌

TMروی‌کلاف‌قائم‌ های‌برداری‌س‌برای‌میدانواباشد‌بنابر‌فرمول‌وینگارتن‌و‌گ‌,X Yروی‌Mداریم‌:‌‌

 = ( , ),X XY Y h X Y    (11) 

 * *

=1

= = { ( ) ( ) },
q

X X a a a a
a

N AX N AX s X N s X N       (16) 

 * *

=1

= ( ) { ( ) ( ) },
q

X a a a ab b ab b
b

N A X s X N s X N s X N      (13) 

 ** * * * * *

=1

= ( ) { ( ) ( ) },
q

X baa a a b a b b
b

N A X s X N s X N s X N      (11) 

‌ که
* * * * *, , , , ,a aba ab a b a b

s s s s s s‌‌ ‌قائم ‌التصاق ‌و‌نشان‌hو‌ضرایب ‌اساسی ‌فرم ‌دومین گر
*, ,a a

A A A‌

‌میدان ‌متناظر ‌شکل ‌قائم‌عملگرهای ‌برداری های
*, ,a a

N N Nهستند‌‌ ‌دومین‌هم. ‌تعریف ‌به ‌توجه ‌با فرم‌‌چنین

‌:اساسی‌داریم

 * *

=1

( , ) = ( , ) { ( , ) ( , ) }.
q

a a a a
a

h X Y g AX Y N g A X Y N g A X Y N   (15) 

‌:داریم(‌15)و‌(‌11)،‌(‌13)،‌(‌10)،‌(‌1)،‌(‌1)،‌(‌6)مماس‌است‌بنابر‌‌Mروی‌چون‌میدان‌برداری‌

 
* * *= ( ) , = ( ) ,a a aa a a

A X FA X s X U A X FA X s X U    (16) 

 
* *( ) = ( ), ( ) = ( ).a aa a

s X u A X s X u A X  (17) 

‌:داریم(‌15)‌ۀپاد‌متقارن‌است‌با‌توجه‌به‌معادل‌Fعلاوه،‌چون‌هب

 (( ) , ) = ( ) ( ) ( ) ( ),a a a ag FA A F X Y s X u Y s Y u X   (18) 

 
* * * *(( ) , ) = ( ) ( ) ( ) ( ).

a a a a
g FA A F X Y s X u Y s Y u X   (11) 

،‌(‌10)،‌(‌1)،‌(‌1)،‌(‌6)های‌مماس‌و‌قائم‌و‌استفاده‌از‌معادلات‌‌و‌مقایسه‌قسمت(‌1)و‌(‌1)گیری‌از‌معادلات‌‌با‌مشتق

‌:داریم(‌15)و‌(‌16)،‌(‌11)

 ( ) = ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,Y F X g Y X X Y g AY X U u X AY       (60) 

 = , ( ) = ( , ),X YU FAX u X g FAY X   (61) 

‌:داریم(‌15)،‌(‌11)،‌(‌6)بود‌با‌استفاده‌از‌روابط‌‌Mمماس‌بر‌خمینه‌چنین‌چون‌میدان‌برداری‌‌هم
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 = , ( ) = ( , ),X XFX Y g FX Y    (66) 

 ( ) = ( , ) = ( ), = ,AX g A X u X A U    (63) 

 
*= 0, = 0, = 2, , .a a

A A a q   (61) 

X,های‌برداریکودازی‌برای‌میدان‌ۀبنابر‌معادل(‌6)و‌(‌5)،‌(3)چنین‌بنابر‌رابطه‌‌هم Yمماس‌بر‌Mداریم‌:‌

 

 * * * *

=1

1
( ) ( ) = ( ) ( ) 2 ( , )

4

( ) ( ) ( ) ( ) ,

X Y

q

a a a a a a a a
a

c
A Y A X u X FY u Y FX g FX Y U

s X A Y s Y A X s X A Y s Y A X


    

   
 (65) 

 

* * * *

=1

( ) ( ) = ( ) ( )

{ ( ) ( ) ( ) ( ) },

X a Y a a a

q

ab ab b ab b ab b
b

A Y A X s Y AX s X AY

s X AbY s Y A X s X A Y s Y A X

   

   
 (66) 

  

* * * *

* * * * * * * *

=1

( ) ( ) = ( ) ( )

{ ( ) ( ) ( ) ( ) },

X Ya a a a

q

a b a b a b b a b b
b

A Y A X s Y AX s X AY

s X AbY s Y AbX s X A Y s Y A X

   

   
 (67) 

Rو‌Rکه گر‌تانسور‌خمیدگی‌و‌تانسور‌خمیدگی‌قائم‌بر‌ترتیب‌بیان‌هب‌Mهستند. 

 

 نتایج اولیه

‌‌Mزیرخمینه‌برای‌فرض‌کنیم ‌بعد ‌میدان‌برداری‌قائم‌‌،ماکسیمال‌CRبا ‌باشد‌‌چون‌مخالف‌صفر موجود

 صدق‌کند(‌1‌.1)‌ۀکه‌در‌معادل‌طوری‌هب

 ( , ) ( , ) = ( , ) ,h FX Y h X FY g FX Y   (68) 

X,که‌میدان‌های‌برداری Yمماس‌بر‌Mداریم(‌10)‌ۀاز‌طرفی‌بنابر‌رابط.‌هستند: 

* *

=1

= ( ).
q

a a a a
a

N N N      

,1=برای‌هر(‌68)و‌(‌15)بنابر‌روابط‌ ,a qداریم‌: 

 ( ) = ,AF FA X FX  (61) 

 
* * *( ) = , ( ) = .a a a a a a

A F FA X FX A F FA X FX    (30) 

 :داریم(‌11)‌و(‌18)چنین‌از‌معادلات‌‌هم

 ( ) ( ) ( ) ( ) = ( , ),a a as X u Y s Y u X g FX Y  (31) 

 
* * *( ) ( ) ( ) ( ) = ( , ).

a a a
s X u Y s Y u X g FX Y  (36) 

Y=با‌قرار‌دادن U1=برای‌هر(‌7)‌ۀو‌استفاده‌از‌رابط(‌36)و‌(‌31)در‌‌, ,a qداریم‌: 

 
* *( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ),a a a a

s X s U u X s X s U u X  (33) 

Y=با‌قرار‌دادن‌و 1=برای‌هر(‌7)‌ۀو‌استفاده‌از‌رابط(‌36)و‌(‌31)در‌‌, ,a qداریم‌:‌
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*( ) = 0, ( ) = 0.a a

s s   (31) 

,1=برای‌هر(‌36)و‌(‌31)در‌روابط‌(‌31)و‌(‌33)‌روابط‌گذاری‌جایبا‌ ,a qداریم‌: 

  
*= 0 , = 0.a a

   (35) 

,1=برای‌هر(‌30)‌ۀبنابراین‌با‌توجه‌به‌رابط ,a qداریم‌: 

  
* *= 0, = 0.a a a a

FA A F FA A F   (36) 

}و‌‌Dزیرفضای‌. 1 لم , }span Uتحت‌عملگر‌Aپایا‌هستند‌. 

 :داریم(‌61)و‌(‌61)،‌(‌63)،‌(‌17)،‌(‌8)،‌(‌7)از‌معادلات‌‌.‌برهان

 = , := ( )AU U u AU    (37) 

,1=و‌برای‌هر ,a qداریم‌: 

 
* * *= ( ) = ( ) , = ( ) = ( ) .a a aa a a

A U u A U U s U U A U u A U U s U U  (38) 

 :داریم‌(37)و‌(‌66)‌،(1)‌و‌استفاده‌از‌روابط‌(61)‌ۀدر‌معادل‌Xجای‌هب‌FXگذاری‌یبا‌جا

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .AX u X X U u X X FAFX X             (31) 

}و‌Dدهد‌که‌زیرفضای‌نشان‌می‌(37)‌ۀمعادل , }span Uتحت‌عملگر‌Aپایا‌هستند‌.‌

}در‌زیرفضای‌2Wو‌‌1Wبرداری‌ویژه‌‌مذکورلم‌‌بنابر , }span Uکه‌طوری‌هوجود‌دارند‌ب‌ 

 1 1 1 2 2 2, .AW W AW W    (10) 

2مقادیر‌ویژه‌برای‌. 2 لم 1, 2داریم‌ 1cot , tan .     2و‌ 1 .   ‌. 

0نیستند‌بنابراین‌‌Aبردار‌ویژه‌برای‌عملگر‌‌Uو‌چون‌(‌38)و‌(‌37)بنابر‌.‌برهان
2


 موجود‌است‌که‌ 

 1 2cos sin , sin cos .W U W U          (11) 

 بنابراین‌داریم

1 2sin cos ,U W W    ‌ 

‌داریم‌(11)و‌‌(10)،‌(31)،‌‌(37)از‌طرفی‌بنابر‌

1 1 2 2cos sin ,U W W      

‌:رو‌داریم‌از‌این

2 1cot , tan .                                        (16) 

 :داریم‌(16)و‌‌(11)،‌(10)،‌(31)،‌‌(37)چنین‌بنابر‌روابط‌‌هم

 2 1 .     (13) 

1بود‌پایه‌یکه‌متعامدپایا‌‌Aتحت‌عملگر‌Dزیرفضای‌چنین‌چون‌‌هم 2 2, , nX X که‌‌طوری‌هموجود‌است‌ب‌‌‌

, 1, ,2 2.i i iAX X i n   ‌ 

2داریم‌iبا‌مقدار‌ویژه‌Dاز‌iXبرای‌بردار‌ویژه. 3 لم 3
0

2 4
i i

c
 


   . 

X,های‌برداریبرای‌میدان‌(66)در‌‌(31)و‌‌(36)‌گذاری‌جایبا‌.‌برهان Yمماس‌بر‌Mداریم‌: 

 
1

( ) ( ) = { ( ) ( ) 2 ( , ) }.
4

X Y

c
A Y A X u X FY u Y FX g FX Y U


      (11) 
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 :داریم‌(11)‌ۀو‌رابط‌Aاستفاده‌از‌متقارن‌بودن‌عملگرو‌‌(37)‌ۀگیری‌از‌معادل‌مشتقبا‌حال‌

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 2) ( , ) 2 ( , ) = ( , ).

2

c
X u Y Y u X g FX Y g FAX AY g FX Y  


      (15) 

Yبا‌قرار‌دادن‌ Uداریم‌(15)‌ۀدر‌معادل‌: 

  ( ) ( ) ( ).X U u X   (16) 

‌:داریم‌(61)‌ۀمعادلو‌با‌استفاده‌از‌(‌15)‌ۀدر‌معادل‌(16)‌گذاری‌یبا‌جا

1
( 2) 2 .

2

c
FX AFAX FX


    ‌‌‌‌‌‌‌‌  (17) 

iAXیعنی‌iبا‌مقدار‌ویژه‌Dاز‌Xگذاری‌یبا‌جا Xداریم(‌61)‌ۀو‌بنابر‌معادل‌: 

2 3
0.

2 4
i i

c
 


     

از‌فضا‌فرم‌ساساکی‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با‌بعد‌‌Mفرض‌کنید. 4 گزاره M cصدق‌‌(68)‌ۀباشد‌که‌در‌رابط‌

 .ثابت‌هستند‌Aگاه‌مقادیر‌ویژه‌عملگر‌شکل‌کند‌آنمی

1Yبا‌انتخاب.‌برهان Wو‌X D1و‌ضرب‌با(‌11)‌ۀدر‌معادل‌W(10)،‌(37)،‌(66)،‌(61)با‌توجه‌به‌معادلات‌‌‌،

 :داریم(‌16)و‌‌(11)

 2

1
cos 0

sin cos
X 

 

 
 

 
‌ 

0اما‌چون
2


 رو،‌از‌این‌‌ cos 0X  لذا‌‌ sin 0X  در‌نتیجه‌داریم‌:‌

  1 0 , .X X D     (18) 

1Yچنین‌با‌انتخاب‌هم Wو‌X Dو‌ضرب‌با(‌11)‌ۀدر‌معادل‌(10)،‌(37)،‌‌(66)،‌‌(61)با‌توجه‌به‌معادلات‌‌‌،

‌:داریم(‌16)و‌‌(11)

     1cos cos sin 0X X        

داریم(‌18)بنابر‌‌رو،‌از‌این cos 0  پس‌‌ sin 0  و‌در‌نتیجه‌داریم‌:‌

    1 2 0 .      (11) 

1Yحال‌با‌انتخاب Wو‌X ضرب‌باو‌(‌11)‌ۀدر‌معادل‌(11)،‌(10)،‌(37)،‌(66)،‌(61)با‌توجه‌به‌معادلات‌‌‌

‌:داریم(‌16)و‌

       1cos cos sin cos 0U            

داریم(‌11)بنابر‌‌رو،‌از‌این cos 0U  لذا‌ sin 0U  و‌در‌نتیجه‌داریم‌:‌

    1 2 0 .U U    (50) 

‌،(13)ۀ‌بنابراین‌بنابر‌رابط.‌مقادیر‌ثابتی‌هستند‌1‌،2دهند‌که‌مقادیر‌ویژهنتیجه‌می(‌50)و‌‌(11)،‌(18)روابط‌

‌.‌مقدار‌ثابتی‌است

Yحال‌با‌انتخاب Dو‌X و‌با‌ضرب‌در(‌11)‌ۀدر‌معادل‌Yداریم(‌63)و‌‌(66)،‌(61)با‌توجه‌به‌معادلات‌‌‌

   0 .i    (51) 
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FYگذاری‌جایدوباره‌با‌ Dو‌X و‌با‌ضرب‌در(‌11)در‌معادله‌‌FY(‌63)،‌(66)،‌(61)با‌توجه‌به‌معادلات‌‌

‌:داریم(‌61)و‌

  0 ,i     

‌:داریم(‌51)بنابر‌‌رو،‌از‌این

  0 .    (56) 

Yحال‌با‌انتخاب Dو‌X Uدرو‌با‌ضرب‌(‌11)‌ۀدر‌معادل‌Yو‌(‌37)،‌(63)،‌(66)،‌(61)با‌توجه‌به‌معادلات‌‌

‌:داریم‌ثابت‌بودن

   0 .iU    (53) 

‌ ‌با FYگذاری‌جایدوباره Dو‌X U‌‌ ‌معادله ‌11)در ‌ضرب‌در( ‌با ‌معادلات‌‌FYو ‌به ‌توجه ‌(61)با ،(66)‌،

‌:داریم‌و‌ثابت‌بودن‌(‌37)،‌(61)،‌(63)

  0 ,iU     

‌:داریم(‌53)بنابر‌‌رو‌از‌این

   0 .U    (51) 

‌‌:داریم‌(61)‌ۀگیری‌از‌رابطحال‌با‌مشتق

            

         

          

2 2

2 , ,

, , , .

X XA FY F A Y u Y A X u Y Y AX

u Y Y X g AX Y g X Y

g X Y g AX Y g AX AY U X FY

  

  

  

      

   

    

‌ 

‌:داریم‌(7)‌ۀدر‌نتیجه‌با‌استفاده‌از‌رابط
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 (55) 

‌:داریم‌(53)و‌‌(65)،‌(17)،‌(7)از‌طرفی‌بنابر‌روابط‌

    
1
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1

, 0,
i i

n

E i FE i

i

g A FE A E X




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‌:داریم‌‌(31)‌چنین‌از‌طرفی‌بنابر‌و‌هم

 1
tr ,

2

n
A





   (57) 

‌:داریم(‌16)و‌‌(61)‌ۀاستفاده‌از‌رابطو‌با‌
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‌:داریم‌(55)‌ۀدر‌رابط‌(58)‌و‌(57)،‌(56)روابط‌‌گذاری‌جایحال‌با‌

   0 .FX    (51) 
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‌:داریم‌(57)‌ۀگیری‌از‌رابطمشتقحال‌با‌.‌مقداری‌ثابت‌است‌،‌(51)‌و‌(51)،‌(56)در‌نتیجه‌بنابر‌روابط‌

  2 0.i iX     ‌ 

بنابراین‌یا  0iX  2و‌یا‌‌ i ‌.2اگر‌ i گاه‌چون‌ثابت‌شد‌‌باشد‌آن‌رو،‌این‌زا‌.مقداری‌ثابت‌است‌‌

نیز‌مقداری‌ثابت‌است،‌اما‌اگر‌  0iX  باز‌(53)‌و‌(51)باشد‌بنابر‌روابط‌‌‌،بنابراین‌.‌مقداری‌ثابت‌است‌

‌‌.ثابت‌هستند‌Aتمام‌مقادیر‌ویژه‌عملگر‌شکل

‌بعد‌‌Mفرض‌کنید‌.5 نتیجه ‌فرم‌ساساکی‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با ‌فضا از M cرابط‌‌ ‌(68)‌ۀباشد‌که‌در

 .مقداری‌ثابت‌و‌ناصفر‌است‌گاه‌‌کند‌آنصدق‌می

میدان‌برداری‌قائم‌‌که‌از‌طرفی‌بنابر‌این.‌مقداری‌ثابت‌است‌دهد‌کهنشان‌می‌(51)و‌‌(51)،‌(56)روابط‌.‌برهان

‌.مخالف‌صفر‌است‌‌دهند‌کهنتیجه‌می(‌35)و‌‌(30)،‌(61)روابط‌‌است‌و‌بنابرمخالف‌صفر‌

 

 نتایج اصلی

‌بعد‌‌Mفرض‌کنید.  6 گزاره ‌فرم‌ساساکی‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با ‌فضا از M cرابط‌‌ ‌(68)‌ۀباشد‌که‌در

دقیقاA‌‌ًعملگر‌شکلاگر‌‌.مقادیر‌ویژه‌متمایز‌ثابت‌دارددو‌یا‌سه‌و‌یا‌چهار‌دقیقاA‌‌ًگاه‌عملگر‌شکل‌کند‌آنصدق‌می

‌‌Aعملگر‌شکلاگر‌‌.‌nو‌1های‌با‌چندگانگی‌2و‌‌1دو‌مقدار‌ویژه‌متمایز‌داشته‌باشد‌آنها‌عبارتند‌از‌ سه‌دقیقاً

و‌1‌‌،2مقدار‌ویژه‌متمایز‌داشته‌باشد‌آنها‌عبارتند‌از‌
2


‌1nو‌1‌‌،1های‌با‌چندگانگی‌،ترتیب‌هب‌، عملگراگر‌،‌و‌‌

‌‌Aشکل ‌دقیقاً ‌از ‌عبارتند ‌آنها ‌باشد ‌داشته ‌متمایز ‌ویژه ‌مقدار ‌1چهار ،2،
2 2 3
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c     
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2 2 3
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c     
‌،‌1‌‌،1های‌ترتیب‌با‌چندگانگی‌هب‌‌
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n 
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n 
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در‌حالت‌اول‌معادله‌فقط‌یک‌جواب‌برابر‌با‌‌.و‌حل‌معادله‌آن‌سه‌حالت‌داریم‌3بنابر‌لم‌.‌برهان
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1cدارد‌و‌‌ ‌

1در‌این‌صورت‌‌،است
2
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 2یا‌‌

2


 .بنابرین‌عملگر‌شکل‌روی‌D1برابر‌با‌یکی‌از‌‌2یا‌‌با‌رو،‌‌از‌این‌است‌

فقط‌یک‌جواب‌برابر‌با‌‌ۀدر‌حالت‌دوم‌معادل.‌ندهست‌‌nو‌1های‌چندگانگی
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
1cدارد‌و‌‌ صورت‌‌که‌در‌این‌است‌

1
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
 .عملگر‌شکلو‌در‌این‌صورت‌‌A‌‌ً1سه‌مقدار‌ویژه‌متمایز‌دارای‌دقیقا‌‌،2و‌

2
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ترتیب‌با‌‌هب‌‌

‌چندگانگی ‌1های ‌1nو‌1، است‌‌ .‌ ‌متمایز ‌جواب ‌دو ‌معادله ‌آخر ‌حالت در
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،‌1‌‌،2مقدار‌ویژه‌متمایز‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1311بهار‌،‌1ۀ‌،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌ ‌حالتی‌که ‌ایندر ‌باشد‌در ‌داشته ‌متمایز ‌ویژه ‌مقدار ‌شکل‌دو 1cصورت‌‌عملگر این‌‌ ‌رو‌از M cبعد‌ ‌با ‌کره ،

2 1m ستا‌‌بررسی‌شده‌[6]ها‌در‌مرجع‌که‌این‌زیرخمینه‌است‌.‌

2از‌‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با‌بعد‌‌Mفرض‌کنید‌.7ۀ قضی 1mS کند‌و‌عملگر‌صدق‌می‌(68)‌ۀباشد‌که‌در‌رابط‌

1Sبرابر‌باصورت‌موضعی‌‌هب‌Mگاه‌آن‌دو‌مقدار‌ویژه‌داشته‌باشددقیقاA‌‌ًشکل M  Mاست‌که ‌  در‌یک‌کره‌با‌‌ 

‌.بعد‌فرد‌قرار‌دارد

 :صورت‌عملگر‌شکل‌سه‌مقدار‌ویژه‌متمایز‌داشته‌باشد‌در‌این‌در‌حالتی‌که

از‌فضا‌فرم‌ساساکی‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با‌بعد‌‌Mفرض‌کنید‌.8ۀ قضی M cصدق‌‌(68)‌ۀباشد‌که‌در‌رابط‌

Mبرابر‌باصورت‌موضعی‌‌هب‌Mگاه‌آن‌سه‌مقدار‌ویژه‌داشته‌باشددقیقاA‌‌ًکند‌و‌عملگر‌شکلمی C Cاست‌که ‌ ‌ 

Mخم‌ژئودزی‌و  Mابررویه‌ای‌تماما‌ژئودزیک‌در  ‌.هستند‌ ‌‌

‌برهان Z=میدان‌برداری‌. U  ‌در‌‌ }را , }span U ‌ ‌‌ ‌گیریم‌نظر‌میدر ‌Z فرض‌کنیم.  ‌Z نماد‌عمود ‌ در‌

{ , }span U Z=باشد‌بنابرین‌ ‌ U  . زیرفضای دهیمابتدا‌نشان‌میD Z  ‌ های‌برداری‌میدان‌.پایاست ‌

X Yو ‌ ‌‌ ابتدا‌توجه‌کنیم‌که.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌D دلخواه‌را‌از‌ ‌

       

       

, , , ,

, , = , ,

( , ) ( , ) = 0.
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X X

g Y Z g Y U g Y g Y U

g Y g Y U g Y X g Y AX

g Y X g Y X

  

    

   

       

     

 

 

)طور‌مشابه‌هو‌ب ‌ , ) = 0Yg X Z. بنابراین‌داریم‌‌ [ , ], = 0g X Y Z‌.‌ طریق‌مشابه‌هچنین‌ب‌هم ‌‌

   , = 0 , , = 0.X Zg Z Z g X Z


   

داریم‌پس ‌  , , = 0g X Z Z
‌ Xهای‌برداری‌دلخواهبنابراین‌برای‌میدان‌. Yو‌‌ ‌‌[ , ]X Yعضو‌D Z  ‌ 

Mکنیمفرض‌حال‌‌.است‌یعنی‌این‌زیر‌فضا‌پایاست  Dزیر‌خمینه‌انتگرال‌زیرفضای‌ ‌ Z  Mبنابراین.‌باشد‌   ‌ 

Mیک‌ابررویه‌در‌داخل Zبا‌میدان‌برداری‌قائم ‌ .‌باشد‌Zخم‌انتگرال‌میدان‌برداری‌Cچنین‌فرض‌کنیم‌هم.‌است‌ ‌

‌‌هم ‌که ‌شد ‌داده ‌نشان =چنین = 0ZC Z یعنی‌ ،Cژئودزیک‌در‌‌ ‌‌هم‌.است‌Mیک‌خم Mچونچنین  ‌ 

Aفرض‌کنیم‌است‌Zبا‌میدان‌برداری‌قائم‌Mای‌از‌ابررویه  Mعملگر‌شکل‌ ‌ در‌Mمیدان‌برداری‌دلخواه‌.‌باشد‌

Xمماسی Mدر ‌   ‌ :بنابر‌تعریف‌عملگر‌شکل‌داریم.‌گیریمرا‌در‌نظر‌می ‌
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  

  

    

    

   

 

Aچون‌اما‌ X TM  ‌‌‌ ‌بایاست ‌عضو‌دبنابراین ‌نیز ‌معادله ‌راست TMسمت  ‌‌ ‌‌ ‌اینباشند ‌رو،‌از

 , = 0g AX U  ‌‌ A=پس‌داریم. X X AU  ‌ Dرویازای‌هر‌میدان‌برداری‌به‌لذا. برابر‌صفر‌ ‌

‌هم =‌چنین‌است‌و 0AZ این‌‌.است‌‌ ‌میدان‌برداری‌مماس‌بر‌به‌رو،‌از Mازای‌هر  Xمانند ‌ =داریم ‌ 0AX. 

Mبنابراین  Mابررویه‌ای‌تماماً‌ژئودزیک‌در‌ ‌ ‌.است‌ ‌

 ‌ برای‌اتمام‌اثبات‌کافی‌است‌نشان‌دهیم

. , = 0 , , = 0TM Z Z TMTM TM Z TM TM Z 
          
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Cچون‌ ‌خمی‌ژئودزی‌است‌بنابراین‌‌ = 0Z Z‌ Mچنین‌چون‌هم.  ‌ژئودزیک‌در ‌ Mابررویه‌تماماً بنابراین‌است‌‌

= 0TM Z. میدان‌چنین‌هم‌ ‌برداریبرای Xهای Yو‌‌ TMدر‌‌  ‌‌،‌( , ) = 0Xg Y Z.این‌‌ رو،‌از

TM TM TM
  .چنین‌از‌طرفی‌چون‌هم‌‌‌ 

   , = ( ), = 0Z Ug Z Z g U U     


     

‌و‌‌

( , ) ( , ) 0Z Zg X Z g X Z      

ZTMپس TM   Mبنابراین.‌‌ Mژئودزیک‌ضرب‌ریمانی‌خمینه‌انتگرال‌تماماً‌با‌حاصلصورت‌موضعی‌‌هب‌   و‌‌‌

Cژئودزی‌ خم ‌‌.است‌‌

‌:صورت‌عملگر‌شکل‌چهار‌مقدار‌ویژه‌متمایز‌داشته‌باشد‌در‌این‌و‌در‌حالت‌آخر‌که

‌.9ۀ قضی ‌بعد‌‌Mفرض‌کنید‌ ‌فرم‌ساساکی‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با ‌فضا از M c(68)‌ۀباشد‌که‌در‌رابط‌‌

‌‌Aکند‌و‌عملگر‌شکلصدق‌می 1برابر‌باصورت‌موضعی‌‌هب‌Mگاه‌آن‌چهار‌مقدار‌ویژه‌داشته‌باشددقیقاً 2M M ‌ 

Mهایی‌درزیرخمینه‌2Mو‌1Mاست‌که ‌.دهستن‌ ‌‌

‌گیریمرا‌در‌نظر‌می(‌‌فضاهای‌ویژه‌مقادیر‌ویژه)توزیع‌های‌زیر‌.‌برهان

 
2 2 3

, 1,2 , .
2

i i i

c
D X D AX X i

  
 

   
     ‌ 

Z=میدان‌برداری‌‌‌1ۀمثل‌برهان‌قضی‌ U  }را‌در‌ ‌ , }span U 1Dیهازیرفضا.‌گیریم‌نظر‌میدر‌‌ ‌ Z و‌‌‌

2D Z  ‌در‌نظر‌می  ‌گیریمرا ‌شبیه‌اثبات‌قضیه‌قبل‌ثابت‌می. ‌فرض‌کنیمحال‌‌.ندسته‌پایاشود‌هر‌دو‌زیر‌فضا

1M2و‌Mبرای‌اتمام‌اثبات‌کافی‌است‌نشان‌دهیم.‌باشند‌مذکورهای‌‌وزیعتهای‌انتگرال‌زیرخمینه‌ ‌ 

1 2 2 11 1 2 2 1 1 2 2, , , .TM TM TM TMTM TM TM TM TM TM TM TM       
 

1برابر‌باصورت‌موضعی‌‌هبM رو،‌از‌این.‌شوندنیز‌حاصل‌می‌مذکورروابط‌‌‌1ۀمشابه‌استدلال‌آخر‌قضی 2M M ‌ ‌

‌.است

‌:بنابراین‌در‌حالت‌کلی‌نشان‌دادیم

‌.11ۀ قضی ‌بعد‌‌Mفرض‌کنید‌ ‌فرم‌ساساکی‌ماکسیمال‌CRزیرخمینه‌با از‌فضا M c(68)‌ۀباشد‌که‌در‌رابط‌‌

‌:حالات‌است‌اینبا‌یکی‌از‌برابر‌صورت‌موضعی‌‌هب‌Mگاه‌کند‌آنصدق‌می

1Sبرابر‌با(‌الف M  M که ‌  ‌.در‌یک‌کره‌با‌بعد‌فرد‌قرار‌دارد 

Mبرابر‌با(‌ب C Cکه‌ Mخم‌ژئودزی‌و‌ ‌ ژئودزیک‌در‌ای‌تماماً‌ابررویه‌M ‌.است‌‌‌

1بابرابر‌(‌ج 2M M Mهایی‌درزیرخمینه‌2Mو‌1Mکه‌ ‌.است‌‌
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