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 نفوذ غیرخطی معکوس ۀمسئلروش عناصر متناهی برای حل 
‌

‌حامد‌زیدآبادی‌

 ،‌دانشکدۀ‌فنی‌و‌مهندسی،‌گروه‌علوم‌مهندسیدانشگاه‌فناوری‌های‌نوین‌سبزوار

‌،‌سید‌هاشم‌طبسی*رضا‌پورقلی

‌ریاضی‌و‌علوم‌کامپیوتر،‌گروه‌ریاضی،‌دانشکدۀ‌دانشگاه‌دامغان

‌23/00/98پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌27/10/96دریافت‌‌‌

 چکیده
سازی‌تیخونوف‌‌در‌این‌مقاله،‌یک‌روش‌عددی‌بر‌مبنای‌روش‌عناصر‌متناهی‌و‌روش‌حداقل‌مربعات‌همراه‌با‌منظم‌

‌نفوذ‌معکوس‌ارائه‌شده‌است‌مسئلۀبرای‌ ‌روش‌عناصر‌متناهی‌و‌توابع‌پایه. ‌ابتدا سازی‌‌گسسته‌برایای‌‌برای‌این‌منظور،

دست‌آوردن‌جواب‌تقریبی‌‌هب‌برایسازی‌تیخونوف‌‌،‌سپس‌روش‌حداقل‌مربعات‌و‌منظمرود‌میکار‌‌به‌مسئلۀتغییراتی‌‌صورت

نتایج‌عددی‌.‌ضریب‌نفوذ‌مجهول‌وجود‌ندارد‌صورتشود‌که‌هیچ‌اطلاعات‌پیشینی‌در‌مورد‌‌فرض‌می.‌شود‌کار‌برده‌می‌به

‌.استمجهول‌‌مسئلۀگر‌یک‌تخمین‌خوب‌از‌‌بیان
 

‌ ‌.نفوذ‌غیرخطی‌معکوس،‌روش‌عناصر‌متناهی،‌روش‌حداقل‌مربعات،‌روش‌منظم‌سازی‌تیخونوف،‌تخمین‌خطا‌مسئلۀ‌:های کلیدیواژه

‌.‌65M32‌, ‌35K05(:1222)بندی ریاضی رده

 مقدمه 

‌شاخه ‌مهندس‌مسائل‌معکوس‌در ‌و ‌علوم ‌از ‌م یهای‌گوناگون ‌شوند‌یمطرح ‌ریاضی. ‌آماردانان‌مهندسان، و‌‌دانان،

معکوس،‌‌مسئلۀ‌‌بردهایراز‌جمله‌کا.‌مند‌هستند‌ر‌همه‌به‌مسائل‌معکوس‌علاقهگهای‌دی‌ن‌در‌بسیاری‌از‌حوزهامتخصص

 .است،‌مدلینگ‌سوخت‌وساز،‌نوارقلبی‌و‌بازسازی‌تصویر‌‌ی،‌حرارت‌درمان(یزیست‌درمان)‌0کالعکس‌برداری‌بیومدی

تواند‌منجر‌‌می‌‌های‌ورودی‌در‌داده‌کهر‌تغییر‌کوچ‌یوضع‌هستند؛‌یعن-،‌مسائل‌معکوس‌جزء‌مسائل‌بدیطورکل‌به

مستقیم‌مشابه‌‌ۀمسئلتر‌از‌لکمعکوس‌بسیار‌مش‌مسئلۀ‌کی‌همین‌دلیل‌حل‌شود‌و‌به‌مسئلۀبه‌تغییر‌فاحش‌در‌جواب‌

های‌مختلف‌‌اند‌که‌از‌شاخه‌معکوس‌ارائه‌شده‌مسئلۀبرای‌حل‌‌یهای‌مختلفک،‌تکنیکلیمقابله‌با‌چنین‌مش‌برای.‌است

‌مانند‌یریاض ‌هارمونی: ‌تابعکآنالیز ‌آنالیز ‌مختلطی، ‌آنالیز ،‌‌ ‌م‌غیرهو ‌شوند‌ینتیجه ‌این‌. سازی‌‌مروش‌منظ‌به‌بیندر

 .اشاره‌کردتوان‌‌یم‌[08]هار‌‌کو‌روش‌موج[‌07]عبی‌کهای‌م‌روش‌اسپلاین‌،[06]ای‌‌،‌روش‌توابع‌پایه[23]تیخونوف‌

های‌‌روش‌.هستیم‌یداده‌اضاف‌کدست‌آوردن‌ضریب‌نفوذ‌مجهول‌نیازمند‌داشتن‌ی‌هنفوذ‌معکوس،‌برای‌ب‌مسئلۀدر‌

‌،[0]‌اند‌توسعه‌یافته،‌‌گیری‌شده‌های‌اندازه‌نفوذ‌معکوس‌شامل‌تخمین‌ضریب‌نفوذ‌از‌داده‌مسئلۀبرای‌تحلیل‌‌یمختلف

[2]،‌[0]،‌[۵]‌،[6]،‌[8]‌،[00]‌،[00]‌،[0۵]‌،[09]‌،[21.]‌

‌یمعرف(‌0903)‌0تکورانوسیلۀ‌‌بهابزار‌قدرتمند‌برای‌حل‌معادلات‌دیفرانسیل‌‌کعنوان‌ی‌به‌یروش‌عناصر‌متناه

میلوس‌.‌استفاده‌شده‌استی‌ران‌زیادی‌برای‌حل‌مسائل‌خط‌و‌غیرخطگ‌محققان‌و‌پژوهش‌وسیلۀ‌بهاین‌روش‌.‌[7]‌شد

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌pourgholi@du.ac.irنویسنده مسئول*

1. Biomedical 
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‌20]‌2سزلاما ‌این‌روش‌برای‌حل‌معادلات‌سهموی‌غیرخط[ ‌کرد‌یاز ‌جواب‌مسائل‌نفوذ‌[9]‌3عبدالقابر‌.استفاده ،

‌متناه‌یغیرخط ‌روش‌عناصر ‌با ‌بدست‌آورد‌یرا ‌هم‌0واکر. ‌این‌روش‌بر‌[03]ارش‌کو -نفوذ-ای‌معادلات‌واکنشاز

و‌‌یروش‌ترکیبی‌براساس‌روش‌عناصر‌متناه‌کیاز‌[‌3]‌7و‌جانسون‌6لاریزا‌بلینا.‌وابسته‌به‌زمان‌استفاده‌کرد‌۵همرفت

 .اند‌استفاده‌کرده‌معکوس‌یپراکندگ‌ۀمسئلروش‌تفاضلات‌محدود‌برای‌

‌ ‌مقاله ‌این ‌از ‌متناه‌بررسیهدف ‌عناصر ‌پایه‌یروش‌عددی ‌توابع ‌با ‌روش‌کم‌همراه ‌و‌‌ترین‌ای‌لاگرانژ، مربعات

رایی‌نیز‌در‌ادامه‌گ‌و‌هم‌چنین‌شرایط‌پایداری‌هم.‌استمعکوس‌‌ینفوذ‌غیرخط‌ۀمسئلسازی‌تیخونوف‌برای‌حل‌‌منظم

 .اند‌ارائه‌شده

 معکوسی نفوذ غیرخط مسئلۀ

‌‌نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀمسئل
       

  
 
 

  
          

       

  
                    

                        

          
       

  
                   

          
       

  
                                                                     (0)  

‌با‌شرط‌اضافی

                                                                               (2)  

‌در‌نظر‌بگیرید‌که‌در‌آن‌ ‌‌  ‌را ‌زمان‌نهایی‌و ،    ‌‌ ،     ‌‌ ،     ‌‌‌ ‌و‌هم‌توابع‌     ‌و چنین‌‌پیوسته‌معلوم،

 ‌.استمتناسب‌با‌شرط‌لیب‌شیتس‌‌‌     و‌‌‌‌     

‌:ای‌باشند‌که‌گونه‌به‌‌        𝜇های‌‌هموار‌و‌ثابت‌‌‌ ‌روی‌‌         کنیم‌ضریب‌‌فرض‌می

  𝜇         برای                        

دارای‌جواب‌‌‌(2)‌تحت‌شرط‌‌(0)‌ۀمسئلگاه‌‌ای‌باشند،‌آن‌توابع‌پیوسته‌     ‌و‌‌‌     ،‌‌    اگر‌.‌2.1. 2ۀ قضی

‌.ستا‌یکتا

 .شود‌مراجعه[‌20]و‌[‌00]به‌.‌اثبات

 

 مسئلۀسازی  صورت تغییراتی و گسسته

‌:[22]‌آید‌دست‌می‌هب‌(0)صورت‌‌به‌‌(0)‌مسئلۀتغییراتی‌‌صورت،‌       که‌‌‌       فرض‌کنید‌

                                                               
                                                                                             (0)  

‌که

                                                                                                                                                                          
1. Courant 

2. Milos Zlamas 

3. Abdelgaber 
4. Volker 

5. Convection-diffusion-reaction 

6. Larisa Beilina 
7. Johnson 
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                           (۵)  

 گیریم،‌و‌‌را‌در‌نظر‌می‌‌  ‌،‌با‌بعد‌متناهی‌مانند‌ فضایی‌با‌بعد‌نامتناهی‌است،‌زیر‌فضایی‌از‌‌‌‌ جاکه‌‌از‌آن

 :داریمبنابراین‌.‌کنیم‌جستجو‌می‌‌  را‌در‌‌‌  تابع‌جواب‌تقریبی‌

                                                             

( ,0) ( ),hhu x x                               (6)  

‌.است‌‌‌  ‌و‌تقریبی‌از‌‌‌     که‌

رو،‌‌از‌این.‌را‌تولید‌کنند‌‌  کنیم‌که‌فضای‌‌ای‌انتخاب‌می‌گونه‌به‌‌ را‌در‌‌‌    و‌...‌،‌‌‌  ،‌  ‌توابع‌مستقل‌خطی‌

 :داریم

                       
،‌ابتدا‌بازه‌iبرای‌ساختن‌توابع‌ 0,1را‌به‌‌Mکنیمبندی‌می‌صورت‌تقسیم‌دینقسمت‌مساوی‌ب‌:‌

1 2 1

1
0 ... 1, , 1,2,..., 1, ,M M ix x x x x ih i M x h

M
             

‌.سازیم‌ای‌با‌خاصیت‌زیر‌می‌و‌متناظر‌با‌هر‌گره‌یک‌تابع‌پایه
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‌:شوند‌صورت‌ساخته‌می‌دینای‌ب‌توابع‌پایه
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‌‌:هستند،‌داریم‌‌  ‌متعلق‌به‌فضای‌‌ و‌    ‌کهجا‌بنابراین‌از‌آن

     
1

1

,                    ,              1, , 1,  
M

h j j i

j

u t x v x i M  




                  (7)  

‌:داریم‌‌(6)‌تغییراتی‌صورتدر‌  ‌و‌‌  ‌گذاری‌‌با‌جای

    

   

   

              

   

   

         

   

   

         
   

  
 
   
  
 

                                   
‌:آید‌دست‌می‌هب‌(9)صورت‌‌ماتریسی‌معادلات‌بالا‌به‌صورت.‌است‌‌‌ به‌معنای‌مشتق‌نسبت‌به‌‌"   ‌"که‌نماد‌‌

‌صورت‌درغیر‌این

‌صورت‌درغیر‌این

‌صورت‌درغیر‌این
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                                                                      (9)  

‌،استای‌‌در‌نقاط‌گره‌‌ ‌برداری‌از‌مقادیر‌تابع‌‌ که‌

                             

                               

   

   

   
   

  
 
   
  
   

                                                            (01)  

‌ ‌توابع‌مجهول‌‌یک                              ‌و ‌از با‌‌.است‌               ‌بردار

‌ ‌ب‌مسئلۀتوانیم‌جواب‌تقریبی‌‌آید‌و‌با‌کمک‌این‌ضرایب‌می‌دست‌می‌هب‌‌  رایب‌ضحل‌دستگاه‌بالا، ‌.دست‌آوریم‌هرا

‌باز ‌‌‌      ‌ۀاکنون، ‌به ‌گام  ‌را ‌طول ‌با ‌مساوی ‌ftقسمت
k

N
و‌می‌تقسیم‌‌ ‌کنیم،

.‌باشد‌‌    در‌‌  ‌از‌جواب‌دقیق‌‌تقریبی‌‌  فرض‌کنید‌.‌گیریم‌در‌نظر‌می‌‌‌                     

‌غیرخطی‌ ‌به‌(9)‌دستگاه ‌زمانی‌قبلی‌می‌غیرخطی‌ۀکاربردن‌جمل‌با ‌گام ‌خطی‌تبدیل‌شود،‌‌تواند‌به‌در یک‌دستگاه

‌:داریمرو‌‌بنابراین‌طبق‌روش‌تفاضلات‌اویلر‌پس

 
   

  
            

    

  
 
  

  
                                                       (00)  

         ‌که‌
  

        )‌‌‌،‌‌
   

  
 

         

 
    و‌‌ 

       

 
‌:با‌ساده‌سازی‌خواهیم‌داشت.‌

   
 

 
              

 

 
                                            (02)  

 

 پایداری و تخمین خطا

.‌پایدار‌است‌‌‌ و‌‌‌  ‌بدون‌هیچ‌شرطی‌برای‌‌مسئلۀسازی‌‌که‌طرح‌ارائه‌شده‌برای‌گسسته‌دهیم‌میدر‌ادامه‌نشان‌

        ‌جاکه‌آن‌از‌،(00)‌در‌       ‌با‌انتخاب‌
    

  
 
    

  
‌گاه‌آن،‌    

 
   

  
                                     

‌:در‌نتیجه،‌داریم

                        
‌:داریمبنابراین‌با‌تکرار‌روند‌بالا‌

                 
                                               (03)  

‌.دهد‌که‌این‌پایداری‌را‌نتیجه‌می

‌ ‌کنید ‌  ‌فرض ‌دقیق ‌‌مسئلۀجواب ‌باشد‌‌  و ‌آن ‌تقریبی ‌جواب ‌به. ‌را ‌خطا ‌زیر‌‌جمله ‌جمله ‌دو ‌مجموع صورت

‌:نویسیم‌می

                                                                   (00)  

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌‌دیناست‌و‌ب‌  ‌در‌فضای‌‌‌‌ یاب‌جواب‌دقیق‌‌درون‌   ‌که‌
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                                                                               (0۵)  

)‌که )C ‌،فضای‌توابع‌پیوسته‌در‌بازه‌است‌.‌

‌:داریمتعریف‌شده‌در‌بالا‌‌‌‌        ‌و‌‌‌‌   با‌. 2.2. 1 لم

         
 

  
                                                             (06)  

          
 

  
                                                           (07)  

)که )C u‌،یک‌ثابت‌وابسته‌به‌uاست‌.‌

‌.شود‌هجعارم[‌22]به‌.‌اثبات

‌گاه‌آن.‌باشند‌‌(0)و‌‌‌(00)‌های‌ترتیب‌جواب‌به‌      ‌و‌‌  ‌فرض‌کنید‌.‌3.‌2.0ۀ‌قضی

                                   
      

‌:داریم‌        ‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌.‌اثبات

            
      

             
  که‌

،‌‌    برای‌.‌دست‌آوریم‌هب‌  ‌،‌کافی‌است‌کرانی‌برای‌‌2‌‌0.0طبق‌لم.‌است‌‌  یاب‌جواب‌دقیق‌‌درون‌‌ 

‌:داریم

 
   

  
            

    

  
 
  

  
                       

           
    

 

  
 
  

  
  

  
   

  
     

   

  
   

           
    

  
 
  

  
    

‌که

                                             
   

  
    

‌      ‌سپس‌با‌درنظر‌گرفتن‌

 
   

  
      𝜇  

    

  
               

                                                                         
   

  
   

    

  
   

    

  
   

                                                             
   

  
   

   

  
   

         

 

‌:داریمسازی‌‌بعد‌از‌ساده

      
       

     
        

  

   
    

‌که

                
   

  
   

      
    

  
              

 
   

  
     

   

  
   

‌:با‌تکرار‌روند‌بالا‌داریم

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                             5 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌192
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

       
     

   
         

  

   
   

 

   

     

   
       

     
         

 

   

  

‌،‌و‌           ‌از‌طرفی‌

 
   

  
   

 
        

  

    

                      

‌توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌چنین‌می‌هم.‌شوند‌ترتیب‌نتیجه‌می‌به‌‌‌2‌0.0که‌از‌فرمول‌تیلور‌و‌لم

 
   

  
         

  

    

                 

 
   

  
         

  

    

                            

‌و

              
‌چنین‌با‌استفاده‌از‌،‌و‌هم‌              دهد‌‌این‌نشان‌می

                
                  

   
‌گیریم‌نتیجه‌می

                   
                                                     (08)  

‌.استسازی‌ارائه‌شده‌پایدار‌‌طرح‌گسسته‌رو،‌از‌اینبنابراین‌نرم‌خطا‌کراندار‌است،‌

‌

 تکنیک حداقل مربعات

‌.زنیم‌تقریب‌می‌(09)صورت‌‌را‌به‌‌    تابع‌مجهول‌

               
     

       
                                                         (09)‌  

‌که‌باید‌در‌هر‌گام‌زمانی‌تعیین‌شوند‌،استمجهول‌‌‌               که‌در‌آن‌ضرایب‌ ‌‌  تخمین‌ضرایب‌.

‌.دست‌آید‌هب‌(21)کردن‌خطای‌کمینه‌‌وسیلۀ‌بهتواند‌با‌استفاده‌از‌روش‌حداقل‌مربعات،‌‌می

                 
            

                                                          (21)‌  

 .دهیم‌شرح‌می‌ادامهرا‌در‌‌‌  فرآیند‌محاسبات‌برای‌تخمین‌ضرایب‌

برحسب‌(‌00)‌‌ۀاز‌معادل‌تواند‌می‌‌  گاه‌‌آن.‌صورت‌دلخواه‌انتخاب‌شود‌تواند‌به‌می‌‌  در‌ابتدا،‌حدس‌اولیه‌برای‌

‌دست‌آید‌هب‌  ‌ضرایب‌ .‌ ‌خطی‌متناظر ‌دستگاه ‌ادامه ‌معادل  ‌تعیین‌ضرایب‌‌برایدر دست‌‌هصورت‌ب‌دینب‌‌(21)‌ۀاز

‌:آید‌می

                                                                               (20)‌  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                             6 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌192نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀلئروش‌عناصر‌متناهی‌برای‌حل‌مس

‌-یک‌ماتریس‌بد‌‌‌ ماتریس‌ ‌اینوضع‌است، ‌معادل‌‌ تخمین‌‌رو،‌از ‌‌‌(20)‌ۀاز ‌منظم‌،استناپایدار سازی‌‌بنابراین‌از

‌می‌کنترل‌خطای‌اندازه‌برایتیخونوف‌ ‌کنیم‌گیری‌استفاده ‌دستگاه. ‌با ‌(20)‌معادلات‌جبری‌‌جواب‌تیخونوف‌متناظر

‌:صورت‌است‌دینب

             
           

   
جواب‌‌بنابراین.‌معرفی‌شده‌است‌‌[08]،‌مربوط‌به‌روش‌تیخونوف‌مرتبه‌صفر‌و‌یک‌در‌مرجع‌‌          ماتریس‌

 :آید‌دست‌می‌هصورت‌ب‌دینمنظم‌شده‌از‌معادله‌منظم‌شده،‌ب

     
                       

‌[.02]،‌[01]‌کنیم‌استفاده‌می‌  ‌دست‌آوردن‌مقدار‌مناسب‌‌هب‌برای‌‌‌   از‌طرح‌

 

 نتایج عددی

،‌کارایی‌مسئلۀکه‌با‌ارائه‌چند‌‌استدست‌آمده‌از‌روش‌معرفی‌شده‌‌هدف‌از‌این‌بخش‌نشان‌دادن‌نتایج‌عددی‌به

‌‌.‌شود‌روش‌پیشنهادی‌نشان‌داده‌می

‌توجه‌به‌بد ‌با ‌از‌روش‌منظممسئلۀوضعی‌-در‌مسائل‌ارائه‌شده ‌مسئلۀجواب‌‌سازی‌تیخونوف‌برای‌پایدار‌کردن‌،

چنین‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌دقت‌روش‌معرفی‌شده‌‌هم.‌انتخاب‌شده‌است‌    سازی‌‌شود‌و‌پارامتر‌منظم‌استفاده‌می

‌.پردازیم‌‌جا‌به‌معرفی‌اجمالی‌این‌پارامتر‌می‌که‌در‌این‌شود‌می‌با‌محاسبه‌پارامتر‌خطای‌کل‌بررسی

 محاسبه خطا  .2

 :‌شویم‌میدر‌حل‌مسائل‌معکوس‌با‌دو‌نوع‌خطا‌مواجه‌

خطاهای‌‌این‌نوع‌خطاها‌به.‌دهند‌گیری‌رخ‌می‌اولین‌نوع‌خطاهایی‌هستند‌که‌اجتناب‌ناپذیرند‌و‌در‌زمان‌اندازه

‌عروفندمقطعی‌ ‌می. ‌اول‌ایجاد ‌تجمع‌خطاهای‌نوع ‌اثر ‌در ‌خطاهایی‌هستند‌که ‌دوم ‌به‌خطاهای‌اتفاقی‌‌شوند‌نوع و

زیر‌قابل‌‌رابطۀو‌طبق‌‌شوند‌میمیانگین‌مربع‌خطا‌بررسی‌‌ۀوسیل‌هر‌دو‌نوع‌خطا‌چه‌قطعی‌و‌چه‌اتفاقی‌به.‌معروفند

‌:محاسبه‌هستند

   
 

   
  

 

   

  
     

  
 
   

‌.دقیق‌و‌تقریبی‌هستند‌های‌ترتیب‌جواب‌به‌   ‌و‌‌‌  ،‌تعداد‌کل‌مقادیر‌تخمین‌زده‌شده‌و‌‌ که‌در‌آن‌

‌:نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌ۀمسئل.‌0مثال‌
  

  
 
 

  
     

  

  
                               

                             

            
       

  
                            

          
       

  
  

 

    
 

 

         
 

 

    
                          

          
 

         
 

    

    
                   

 :است‌صورت‌دینب‌مسئلۀجواب‌دقیق‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                             7 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌192
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

        
 

         
 

  

    
      

                                                       

 های‌‌،‌با‌روش‌عناصر‌متناهی‌و‌منظم‌سازی‌تیخونوف‌در‌بازه‌    مقدار‌مجهول‌‌ۀ،‌محاسبمسئلۀهدف‌از‌حل‌این‌

‌.‌‌زمانی‌متفاوت‌است

‌:گیریم‌در‌نظر‌میصورت‌‌دینرا‌ب‌    ‌،‌ضریب‌نفوذ‌مسئلۀبرای‌حل‌این‌

            
   

‌ ‌انتخاب ‌‌    با ،    ‌‌ ‌اولیه     ‌، ‌مقادیر ‌و 1 2  ,a aمقایس         صورت‌‌به‌ترتیب‌به‌ جواب‌‌ۀ،

نشان‌داده‌شده‌‌‌6تا‌‌0های‌‌و‌شکل‌‌‌6تا‌0های‌‌خطای‌کلی،‌در‌جدول‌ۀمحاسبچنین‌‌دقیق‌و‌جواب‌محاسبه‌شده‌و‌هم

‌‌.است

 صفر و یک مرتبۀسازی تیخونوف  مقایسۀ بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم .2شکل 

            بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقطه ۀمقایس .2 جدول  ‌‌
 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌‌‌‌‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                             8 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌199نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀلئروش‌عناصر‌متناهی‌برای‌حل‌مس

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 صفر و یک ۀسازی تیخونوف مرتب بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .1شکل 

             ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط ۀمقایس .1جدول‌‌‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 

 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                             9 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

 

 

 

 

 

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌

‌

 صفر و یک ۀسازی تیخونوف مرتب بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .2شکل 

           ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط ۀمقایس .2 جدول
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 صفر و یک ۀسازی تیخونوف مرتب بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .2شکل 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            10 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀلئروش‌عناصر‌متناهی‌برای‌حل‌مس

              ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط ۀمقایس .2 جدول

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 صفر و یک ۀسازی تیخونوف مرتب بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .2شکل       

 

 

 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            11 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌221
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

          ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط ۀمقایس .2 جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 صفر و یک مرتبۀسازی تیخونوف  بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .2شکل 

 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            12 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀلئروش‌عناصر‌متناهی‌برای‌حل‌مس

              ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط ۀمقایس .2جدول

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 

          ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط مقایسۀ .2 جدول

 

 

 

 

 

 

 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌:گیریم‌صورت‌در‌نظر‌می‌دینرا‌ب‌    ‌ضریب‌نفوذ‌چنین‌‌هم،‌مسئلۀبرای‌حل‌این‌

  2

0 1 2 ,a u a a u a u    

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            13 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌و‌مقادیر‌اولیه     ‌،‌‌    ،‌‌    با‌انتخاب 0 1 2  , ,a a aصورت‌به‌ترتیب‌به‌   0.1, 0.2, ‌ۀمقایس‌،0.7

نشان‌‌‌02تا‌‌7های‌‌و‌شکل‌‌‌02تا‌7های‌‌خطای‌کلی،‌در‌جدول‌ۀچنین‌محاسب‌جواب‌دقیق‌و‌جواب‌محاسبه‌شده‌و‌هم

‌.داده‌شده‌است
‌

 
 

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 
 
 
 
 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 

 صفر و یک مرتبۀسازی تیخونوف  بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .2 شکل

             ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط مقایسۀ .2 جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            14 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀلئروش‌عناصر‌متناهی‌برای‌حل‌مس

 
 
‌

 
 
 
 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 صفر و یک مرتبۀسازی تیخونوف  بین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با استفاده از منظم ۀمقایس .2 شکل

 .           ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط مقایسۀ .9 جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
‌

 
 
 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            15 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 کی و صفر مرتبۀ تیخونوف سازی منظم از استفاده با شده محاسبه جواب و دقیق جواب بینۀ مقایس .9 شکل

‌             ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط مقایسۀ .22 جدول
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 
 
 
 

 

 کی و صفر مرتبۀ تیخونوف سازی منظم از استفاده با شده محاسبه جواب و دقیق جواب بین ۀمقایس.22 شکل

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            16 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌ۀلئروش‌عناصر‌متناهی‌برای‌حل‌مس

           ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط مقایسۀ .22 جدول
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 کی و صفر مرتبۀ تیخونوف سازی منظم از استفاده با شده محاسبه جواب و دقیق جواب بین ۀمقایس .22 شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

29
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
26

 ]
 

                            17 / 20

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.291
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2654-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0011تابستان‌،‌2،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌222
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

              ۀبین جواب دقیق و جواب محاسبه شده با روش عناصر متناهی در نقط مقایسۀ .21 جدول
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 کی و صفر مرتبۀ تیخونوف سازی منظم از استفاده با شده محاسبه جواب و دقیق جواب بین ۀمقایس .21 شکل

 

 گیری نتیجه
‌سازی‌تیخونوف‌با‌موفقیت‌برای‌ترین‌مربعات‌و‌منظم‌مقاله،‌روش‌عددی‌عناصر‌متناهی‌همراه‌با‌طرح‌کمدر‌این‌

توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌روش‌عددی‌ارائه‌شده‌‌از‌مثال‌ارائه‌شده‌می‌.کار‌برده‌شد‌نفوذ‌غیرخطی‌معکوس‌به‌مسئلۀحل‌

های‌اولیه‌دیگری‌را‌برای‌‌چنین،‌حدس‌هم‌.استغیرخطی‌معکوس‌‌مسئلۀداری‌دقت‌و‌کارائی‌مطلوب‌جهت‌حل‌این‌

ثیری‌أدست‌آمده‌نشان‌داد‌که‌این‌حدس‌اولیه‌در‌دقت‌و‌کارایی‌روش‌ت‌هاستفاده‌کردیم،‌و‌نتایج‌ب‌            ‌

‌.ندارد
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