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زمان با -تلگراف دوبعدی با مشتقات کسری فضا ۀحل عددی معادل

 های عملیاتی لژاندر انتقال یافته استفاده از ماتریس
‌

‌؛،‌سیده‌ساجده‌حسینی‌پاشا‌کلایی*پور‌محسن‌علی

‌علوم‌پایه،‌گروه‌ریاضی‌ۀدانشگاه‌صنعتی‌نوشیروانی‌بابل،‌دانشکد

‌17/10/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌77/04/16دریافت‌

 چکیده

‌چندجمله‌‌‌‌ ‌از ‌استفاده ‌با ‌مقاله، ‌این ‌می‌ای‌در ‌تقریب ‌را ‌متغیره ‌سه ‌توابع ‌یافته، ‌انتقال ‌لژاندر ‌زنیم‌های سپس‌.

های‌عملیاتی‌انتگرال‌کسری‌‌‌چنین‌ماتریس‌بعدی‌و‌هم‌بعدی‌و‌دو‌های‌عملیاتی‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌در‌حالت‌یک‌ماتریس

‌با‌استفاده‌از‌-ریمان کارگیری‌این‌مفاهیم‌‌روی‌معادله‌‌هبا‌ب.‌یمکن‌های‌لژاندر‌انتقال‌یافته‌معرفی‌می‌ای‌چندجملهلیوویل‌را

‌مشتقات‌کسری‌فضا ‌با ‌معادلات‌جبری‌تبدیل‌-تلگراف‌دوبعدی ‌حل‌دستگاهی‌از ‌به ‌موردنظر ‌مسئله که‌‌شود‌میزمان،

 .‌ه،‌سه‌مثال‌آورده‌شده‌استبرای‌نشان‌دادن‌کارایی،‌دقت‌و‌پایداری‌روش‌مطرح‌شد.‌استراحتی‌قابل‌حل‌‌هب

 

‌ریمان‌ماتریس‌:های کلیدیواژه ‌انتگرال‌کسری‌ ‌مشتق‌کسری‌کاپوتو، ‌چندجمله-های‌عملیاتی، ‌معادله‌‌ای‌لیوویل، ‌انتقال‌یافته، های‌لژاندر

‌.تلگراف‌دوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری

‌

 مقدمه

‌ده‌‌‌‌‌‌‌ ‌دو ‌ب‌ۀدر ‌مشتقات‌کسری ‌با ‌معادلات‌دیفرانسیل ‌‌هگذشته، ‌مدل‌موفقیتطور ‌برای ‌پدیده‌آمیزی های‌‌سازی

‌ب ‌شده‌هنامنظم ‌گرفته ‌اند‌کار ‌پیشرفت‌‌هب. ‌ ‌برای‌مشاهده ‌مثال، ‌مشتقات‌کسری‌‌نظریۀعنوان ‌با معادلات‌دیفرانسیل

‌.‌کردمراجعه‌‌[4-1]توان‌به‌‌می

‌:‌است‌صورت‌‌دیندیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌با‌ضرایب‌ثابت‌ب‌ۀمعادله‌تلگراف‌کلاسیک،‌یک‌معادل‌‌‌‌
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‌‌طوری‌هب q,که pثابت‌هستند‌‌ ‌مدل. ‌در ‌معادله ‌سیگنال‌این ‌برای‌انتشار ‌سیگنال ‌آنالیز ‌واکنش‌و های‌‌سازی‌انتشار

Iهم‌جریان.‌[6]،‌[5]الکتریکی‌در‌کابل‌خط‌انتقال‌استفاده‌می‌شود‌ .‌ندکن‌صدق‌می(‌1)‌ۀدر‌معادل‌Vهم‌ولتاژ‌و‌ 

بعدی‌حشرات‌در‌‌چنین‌در‌انتشار‌امواج‌فشار‌در‌بررسی‌جریان‌خون‌در‌رگ‌ها‌و‌در‌حرکت‌تصادفی‌یک‌این‌معادله‌هم

‌امتداد‌یک‌حصار‌ظاهر‌می‌شود ‌معادل‌ۀمعادل. ‌برای‌تفسیر‌مسائل‌جریان‌سیالات‌که‌با‌‌ۀتلگراف‌در‌مقایسه‌با گرما

‌. [7]استهای‌تعلیق‌سروکار‌دارند،‌بسیار‌کارآمدتر‌‌سیستم

‌زمان‌‌‌‌‌ ‌یا ‌مشتقات‌کسری‌فضا ‌بررسیتعدادی‌از‌محققان‌‌وسیلۀ‌بهمعادلات‌تلگراف‌کلاسیک‌و‌معادلات‌تلگراف‌با

‌متغیره‌با‌استفاده‌از‌تبدیل‌لاپلاس‌‌تلگراف‌یک‌ۀعادلبه‌حل‌تحلیلی‌م‌ عنوان‌مثال،‌کاسکاوال‌و‌همکارانش‌هب.است‌شده
‌m.alipour@nit.ac.ir ‌‌‌‌‌‌‌‌نویسنده مسئول*
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌ [8]های‌مختلف‌پرداختند‌در‌حالت‌ ‌استفاده‌از‌روش‌تکرار‌تغییراتی،‌جواب‌تقریبی‌‌[9]آزار‌و‌همکارانش‌‌بی. نیز‌با

نویسنده‌از‌روش‌تجزیه‌ادومین‌برای‌حل‌این‌مسئله‌‌[10]دست‌آوردند‌و‌در‌منبع‌‌همعادله‌تلگراف‌دو‌متغیره‌ببرای‌

برای‌‌[13-11]‌چنین‌روش‌تجزیه‌ادومین،‌روش‌تکرار‌‌تغییراتی‌و‌روش‌اختلال‌هموتوپی‌در‌هم.‌ده‌استکراستفاده‌

‌.‌اند‌ترتیب‌استفاده‌شده‌زمان‌از‌نوع‌کاپوتو،‌به-تقریبی‌از‌جواب‌معادله‌تلگراف‌دومتغیره‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا‌ۀمحاسب

‌ۀچنین‌ارسینگر‌و‌ژائو‌نشان‌دادند‌که‌قانون‌حرکت‌تکراری‌براونی‌و‌فرآیندهای‌تلگراف‌با‌زمان‌براونین‌با‌معادل‌هم‌

دند‌که‌تابع‌انتقال‌از‌یک‌کر‌در‌ادامه،‌ارسینگر‌و‌بگین‌اثبات.‌[14]‌استتلگراف‌با‌مشتق‌کسری‌روی‌زمان‌قابل‌بیان‌

‌.[15]د‌کن‌تلگراف‌با‌مشتق‌کسری‌روی‌فضا‌صدق‌می‌ۀمعادل‌فرایند‌متقارن‌با‌مسیرهای‌متناوب‌در

‌‌:گیریم‌صورت‌را‌در‌نظر‌می‌دینزمان‌ب-تلگراف‌دو‌بعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا‌ۀدر‌این‌مقاله،‌مسئل
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‌با‌شرایط‌اولیه

1(0, , ) ( , ),u x y f x y                                           (3)  

‌‌    20, , , ,tu x y f x y                                      (4)  

1چنین‌‌اند‌و‌همثابت‌qو‌‌pکه‌ 2 ,0.5 1    و‌‌ , , 0,1x y t .‌

‌

 ها تعاریف و ویژگی

‌.مکنی‌ای‌از‌مفاهیم،‌تعاریف‌و‌نتایج‌اولیه‌از‌حساب‌دیفرانسیل‌کسری‌را‌بیان‌می‌در‌این‌بخش‌خلاصه

‌ۀباز: 1تعریف ‌ ,a b لیوویل‌تابع‌-انتگرال‌مرتبه‌کسری‌ریمان.‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌ 1: ,f L a b از‌‌

مرتبه‌ صورت‌تعریف‌می‌شود‌دینب‌: 
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‌.به‌شرطی‌که‌انتگرال‌سمت‌راست‌وجود‌داشته‌باشد

برای‌تابع‌: 2تعریف  ,nf C a bۀ‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌از‌مرتب‌ تعریف‌می‌شود‌صورت‌بدین‌:‌
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‌:داریم‌7و‌‌1با‌توجه‌به‌تعاریف‌‌ :1نتیجه 
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C‌‌‌‌،0cو‌برای‌ثابت‌‌

a tD C ‌‌‌.‌

 های لژاندر انتقال یافته و تقریب توابع ای چند جمله. 1

ۀ‌های‌لژاندر‌روی‌باز‌ای‌جملهچند‌ 1,1شود‌بازگشتی‌تعریف‌میۀ‌صورت‌رابط‌هب‌:‌
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که   0 10 , 1L z L z . 1با‌تبدیل‌
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ۀ‌و‌انتقال‌باز‌ 1,1به‌‌ 0,1لژاندر‌انتقال‌های‌‌ای‌چندجمله‌

‌‌:شود‌تعریف‌می(‌5)‌صورت‌‌بهیافته‌
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که‌‌طوری‌هب     0 1 , 1 1
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i ip p  ‌.شرایط‌‌تعامد‌داریم‌از:‌
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دهد‌هر‌‌که‌نتیجه‌می   0,1f x Cب‌تواند‌با‌چندجمله‌می‌‌ صورت‌‌های‌لژاندر
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که‌طوری‌هزده‌شود،‌ب     
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0
2 1a aC a f x p x dx  نویسیم‌می‌(7)‌صورت‌برداری‌هو‌ب‌‌

  ( ),T
MMf x K P x



                                          (7)  

1Mکه‌در‌آن‌ m و‌K بردار‌ضریب‌و( )MP x


و‌‌استاین‌مفهوم‌قابل‌تعمیم‌.‌ای‌استجمله‌Mبردار‌پایه‌‌

‌:قابل‌بیان‌است‌صورت‌دینای‌لژاندر‌ب‌ضرب‌دو‌چندجمله‌حاصلۀ‌وسیل‌به‌‌Mۀ‌لژاندر‌دو‌بعدی‌از‌مرتبهای‌‌ای‌چندجمله
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

که‌‌طوری‌هب     1, 1 , , , 0,1,2,...,i j i jx y p x p y i j m   .‌

 لژاندر سه بعدیهای  ای چندجمله.  2

ضرب‌این‌‌با‌استفاده‌از‌حاصل‌Mۀ‌لژاندر‌از‌مرتبهای‌‌ای‌چندجملهحال‌به‌تعمیم‌این‌مفاهیم‌در‌سه‌بعد‌و‌تعریف‌‌‌‌

‌:پردازیم‌می‌صورت‌دینها‌ب‌ای‌جمله‌چند

         , , a b cabc
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0,1,2,..., ,c m   (12)  
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.‌باشد‌Xیک‌زیرفضای‌کامل‌از‌Yباشد‌و‌نیز‌Xخواهی‌از‌عضو‌دل‌xیک‌فضای‌هیلبرت‌و‌Xفرض‌کنید :1قضیه 

‌.وجود‌دارد‌Yنسبت‌به‌xگاه‌بهترین‌تقریب‌یکتا‌برای‌آن

 .کنیدمراجعه‌‌[16]برای‌مشاهده‌جزئیات‌اثبات‌به‌‌.اثبات

‌کنید‌فرض‌:2نتیجه  2 [0,1] [0,1] [0,1]X L  هیلبرت‌فضای‌و‌ ( ) ( ) ( ) , , 0, ,m a b cS Span p t p x p y a b c m ‌

با‌ضرب‌داخلی‌Xزیرفضایی‌از   
1 1 1

0 0 0
, , , , ,f g f t x y g t x y dt dx dy   باشد‌‌ ‌توجه‌به‌این. که‌با

mSاز‌فضای‌هیلبرت‌بعد‌زیرفضایی‌متناهی‌Xبنابراین‌‌ است،
mSزیرفضای‌کامل‌از‌فضای‌Xاست‌‌ حال‌فرض‌.

کنید‌ , ,u t x yخواه‌از‌فضای‌هیلبرت‌عضو‌دل‌Xباشد‌‌ ،‌تابع‌‌1ۀبا‌توجه‌به‌قضی. , ,u t x yدارای‌بهترین‌‌

تقریب‌یکتا‌نسبت‌به
mSچنین‌بردار‌یکتا‌‌هم.‌است‌M M MC  که‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌‌‌

         
0 0 0

, ,
m m m

a b cabc
a b c

f t x y C p t p x p y
  

 , ‌(13)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

که‌ abc
Cدست‌آورد‌هب(‌14)‌ۀتوان‌از‌رابطرا‌می‌‌

.              
1 1 1

0 0 0
2 1 2 1 2 1 , , a b cabc

C a b c f t x y p t p x p y dtdxdy       .          (14)  

برای‌سادگی‌از‌نماد‌ an
Cجای‌‌هب‌ abc

C1که‌طوری‌هکنیم‌ب‌استفاده‌می‌n Mb c  ‌.توان‌‌را‌می‌(13)در‌واقع‌

‌:بازنویسی‌کرد‌(15)‌صورت‌‌هب

         
2

2 2 1
1 1

ˆ, , , ( , )
M M

T

a nan M M M
a n

f t x y C p t p x y t K x y
 

 

   ,               (15)  

x,یک‌بردار‌تابعی‌برحسب‌̂ماتریس‌ضرایب‌و‌Kکه‌طوری‌هب yو‌بعدی‌بر‌حسب‌متغیربردار‌تابعی‌لژاندر‌یک‌t‌

‌.است

‌کنید‌فرض‌:2 قضیه 1 [0,1] [0,1] [0,1] , :[0,1] [0,1] [0,1]mu C u     و‌‌Yای‌چندجمله‌همۀ‌فضای‌

0بنابراین‌اگر.‌نسبت‌به‌هر‌متغیر‌باشد‌mمتغیره‌حداکثر‌از‌درجه‌های‌سه

myبهترین‌تقریب‌برای‌تابع‌uنسبت‌به‌‌

‌گاه‌داریم‌باشد،‌آن‌Yفضای
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1

0 2

3
,

( 1)!

m
mu y M

m



 


 

که‌‌طوری‌هب

 
   

1 , ,
max , , 0,1 , , , 0,1, , 1 , 1

m u t x y
M t x y m m

t x y  
     

  
        

    

و‌‌

2
نرم‌تولید‌شده‌از‌ضرب‌داخلی‌مربوط‌به‌فضای‌. 2 [0,1] [0,1] [0,1]L  است‌.‌

با‌استفاده‌از‌بسط‌مک‌لوران‌برای‌تابع‌.اثبات , ,u t x yداریم‌‌

     
0

1
, , 0,0,0 , ,

!

i
m

m

i

u t x y t x y u R t x y
i t x y

   
    

   
  

لاگرانژ‌‌ۀماند‌که‌باقی‌طوری‌هب , ,mR t x yبرای‌‌       , , 0, 0, 0,t x y t x y     تعریف‌‌صورت‌بدینای‌‌

‌:شود‌می

   
1

1
, , , ,

( 1)!

m

m t x yR t x y t x y u
m t x y

  



   
   

    
 

 توانحال‌می   
0

1
, , 0,0,0

!

i
m

i

u t x y t x y u
i t x y

   
   

   
عنوان‌تقریبی‌از‌تابع‌‌هرا‌ب‌ , ,u t x y‌

0که‌بنابراین‌با‌توجه‌به‌این.‌در‌نظر‌گرفت‌‌Yدر‌فضای

myطبق‌فرض،‌بهترین‌تقریب‌برای‌تابع‌‌uنسبت‌به‌فضای‌Yاست‌‌،

‌:توان‌نتیجه‌گرفت‌می

     

 

1

1
1

1
, , , , , ,

( 1)!

1 3

( 1)! ( 1)!

m

t x y

m
m

u t x y u t x y t x y u
m t x y

t x y M M
m m

  






   
    

    

   
 

 

‌توان‌نتیجه‌گرفتحال‌می

    
1

1
1 1 1 2 2

0 22 0 0 0

3
, , , , .

( 1)!

m
mu y u u u t x y u t x y dtdxdy M

m



     
    

 .شودبنابراین‌اثبات‌کامل‌می

‌

 ماتریس عملیاتی مشتق و انتگرال

لیوویل‌از‌-کسری‌ریمان‌ۀکسری‌کاپوتو‌و‌انتگرال‌مرتبۀ‌های‌عملیاتی‌مشتق‌مرتب‌در‌این‌بخش‌به‌تولید‌ماتریس‌‌‌‌

تر‌از‌قضایای‌مطرح‌شده‌در‌این‌بخش،‌‌بیشبرای‌مشاهده‌جزئیات‌.‌پردازیم‌خواه‌و‌بعدهای‌مورد‌نیاز‌می‌های‌دل‌مرتبه

‌.دکر‌مراجعه‌[17,18]به‌‌توان‌می

فرض‌کنید‌:3قضیه  tلیوویل‌-گاه‌انتگرال‌مرتبه‌کسری‌ریمان‌یک‌بردار‌تابعی‌پایه‌لژاندر‌انتقال‌یافته‌باشد،‌آن‌

از‌‌ۀو‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌مرتب tصورت‌هترتیب‌ب‌،‌به:‌‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

     ,a tI t P t                                             (16)  

     ,c

a tD t D t                                           (17)  

Pشوند‌کهتقریب‌زده‌می و‌D لیوویل‌و‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌-کسری‌ریمان‌ۀهای‌عملیاتی‌انتگرال‌مرتبماتریس‌

‌:شوند‌تعریف‌می‌صورت‌بدینترتیب‌هستند‌که‌به‌‌ۀمرتب
0 0 0

0,0, 0,1, 0, ,

0 0 0

,0, ,1, , ,

0 0 0

,0, ,1, , ,

0 0 0

k k m j

k k k

i i i

i k i k i m k

k k k

m m m

m k m k m m k

k k k

P 

  

  

  

 
   

 
 
 
    
 
 
 
 

   
 

  

  

  

,                                        (18)  

 و

,0, ,1, , ,

,0, ,1, , ,

,0, ,1, , ,

0 0 0

0 0 0

k k m k
k k k

i i i

i k i k i m k

k k k

m m m

m k m k m m k

k k k

D

  

  
  



  

  

  

  

  

          

          
            

            

            










 








  

  

  
















 
 
 

,                              ‌(11)  

‌که‌‌طوری‌هب

, , 2
0

( 1) ( )!( )!
(2 1) ,

( )! ( 1)( 1)( !) ( 1)i j k

i j k lj

l

i k l j
j

i k k j l k l 

  



  
  

       
                  (70)  

‌و

, , 2
0

( 1) ( )!( )!
(2 1) .

( )! ( 1)( 1)( !) ( 1)i j k

i j k lj

l

i k l j
j

i k k j l k l


 

  



  
 

       
                     (71)  

 

‌شودمراجعه‌‌[17]برای‌مشاهده‌جزئیات‌اثبات‌به‌‌.اثبات

فرض‌کنید‌‌:5قضیه  ,x y


ۀگاه‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌مرتب‌باشد،‌آن‌(11)بردار‌تابعی‌‌از‌ ,x y


نسبت‌

‌:شود‌تقریب‌زده‌می(‌77)صورت‌‌هب‌yبه‌
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   2 2

,( , ) ,c y

a y M M
D x y H x y 

 


   ,                                (77)  

2که 2

,y

M M
H 


‌:آید‌دست‌می‌هب‌(73)صورت‌‌هب‌‌yنسبت‌به‌‌ۀ‌ماتریس‌عملیاتی‌مشتق‌کاپوتو‌از‌مرتب‌

2

2 2

2 2 2

1,1, 1, ,

,

,1, , ,

K M K

y

M M

M K M M K

H 



  
 

  
  
 

,                                 (73)  

,1که‌‌طوری‌هب 1, , , , 0,1,2,...,q Mi j r Ma b i j a b m      و‌‌‌

(74)  

, , , , , , , 2
0

( 1) ( )!( )!
(2 1) .

( )!( !) ( 1)( )! ! ( 1)

j l b kja

q r k i j b a k i a

k l

j l b k
c j

j l l k l b k k k


 

  

   

  
   

       
   

 

‌.شودمراجعه‌‌[18]برای‌مشاهده‌جزئیات‌اثبات‌به‌‌.اثبات

فرض‌کنید‌‌:4قضیه  ,x y


گاه‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌مرتب‌باشد،‌آن‌(11)بردار‌تابعی‌از‌ ,x y


نسبت‌‌

‌:شود‌تقریب‌زده‌می‌صورت‌بدین‌xبه‌

   2 2

,, , ,c x

a x M M
D x y H x y 

 



 
   
 

                                  (75)  

2که 2

,x

M M
H 

مشتق‌کاپوتو‌از‌مرتبه ماتریس‌عملیاتی‌نسبت‌به‌‌xبرابر‌است‌با‌:‌

2

2 2

2 2 2

1,1, 1, ,

,

,1, , ,

k M k

x

M M

M k M M k

H 



  
 

  
  
 

,                               (74)‌  

,و , , , , ,1, 1, q r k i j b a kr Mi j q Ma b S       برای‌‌, , , 0,1,2,...,i j a b mو‌‌

 
     

      
, , , , ,

0 0

1 ! !
2 1

! 1 ! ! 1

i l a k
a i

i j b a k i b

k l

i l a k
S i

i l k l a k k k


 

  

 

  
 

       
  .       (77)  

‌شودمراجعه‌‌[18]برای‌مشاهده‌جزئیات‌اثبات‌به‌‌.اثبات

 تلگراف دوبعدی با مشتقات کسری ۀهای عملیاتی مشتق و انتگرال برای حل مسئل کاربرد ماتریس. 5

‌می‌‌‌‌ ‌سعی ‌بخش ‌این ‌گذشته‌در ‌تجربیات ‌که ‌از‌‌‌کنیم ‌استفاده ‌با ‌مهندسی ‌و ‌ریاضی ‌گوناگون ‌مسانل ‌حل در

‌تلگراف‌‌ماتریس ‌برای‌حل‌مسئله ‌3)-(1)های‌عملیاتی‌را ‌ببریم‌‌هب( ‌[24-19]کار ‌بزرگ. ‌ابتدا ترین‌‌برای‌این‌منظور،

‌:زنیم‌تقریب‌می(‌78)‌صورت‌هبمشتق‌نسبت‌به‌زمان‌در‌مسئله‌را‌‌ۀمرتب

 
   2

2

2

, , ˆ ,
T

M M

u t x y
t K x y

t









 


.                           (78)  

‌:داریم‌(28)در‌‌tبر‌حسب‌‌2ۀلیوویل‌مرتب-با‌اثر‌عملگر‌انتگرال‌کسری‌ریمان

 
     2

2
2

2

0 2

, , ˆ ,
T T

t M M

u t x y
I t P K x y

t



 







 


,          (71)  
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌:دهدنتیجه‌میکه‌

         2

2

1 2
ˆ, , ,

T T

M M
u t x y C t C t P K x y


    .      (30)  

با‌توجه‌به‌شرایط‌اولیه       1 20, , , , 0, , ,tu x y f x y u x y f x y دهیمقرار‌می‌‌ 1 1, ,C f x y‌

 2 2 ,C f x yداریم(‌30)و‌در‌نهایت‌از‌‌:‌

           2

2

1 2
ˆ, , , , ,

T T

M M
u t x y t P K x y f x y t f x y


    .      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  (30)  

توان‌حال‌می   1 2, ,f x y t f x yو‌‌ , ,f t x yتقریب‌زد(‌37)‌صورت‌‌هبرا‌‌:‌

       21 2
ˆ, , , ,

T

M M
f x y t f x y t F x y


                  (37)  

     21
ˆ, , , .T

M M
f t x y t F x y


                                  (33)  

‌:توان‌نوشت‌می‌(33)و‌‌(37)‌از

        2 2

2
ˆ, , , .

T T

M M M M
u t x y t P K F x y

 
                      (34)  

از‌‌yو‌‌xنسبت‌به‌‌های‌کاپوتو‌مرتبه‌را‌برای‌مشتق(‌36)و‌(‌35)های‌توان‌تقریباکنون‌می , ,u t x yدکرارائه‌‌:‌

 
      2 2 2 2

2
,

, , ˆ ,
T T x

M M M M M M

u t x y
t P K F H x y

x



 




  


  


,          (35)  

‌و

 
      2 2 2 2

2
,

, , ˆ ,
T T y

M M M M M M

u t x y
t P K F H x y

y



 




  


  


.                ‌(36)  

از‌چنین‌مشتق‌کاپوتو‌مرتبه‌هم , ,u t x yنسبت‌به‌‌tتقریب‌زده‌می‌شود(‌37)‌صورت‌‌هب‌:‌

 
      2 2

2, , ˆ , .
T T T

M M M M

u x y t
t D P K F x y

t



 




 


  


               (37)  

‌:شود‌تبدیل‌می‌(38)‌ۀبه‌مسئل(‌3)-(1)‌ۀ،‌مسئل(37)-(78)های‌مطرح‌شده‌با‌توجه‌به‌تقریب

                

                 

2
2

2 2
, ,

1

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, , , ,

T T TT T T

T T TT x T y

t K x y p t D P K F x y q t P K F x y

t P K F H x y t P K F H x y t F x y

  

   

  

  

      

       

 (38)  

‌:نوشته‌شود‌صورت‌بدینتواند‌‌که‌می

(31)‌

             
 

2 2 2
2 , ,

1

ˆ , 0.

T T T T T x T yt K p D P K F q P K F P K F H P K F H F

x y

               

 

 

‌:بنابراین‌داریم

(40)‌

          2 2 2
2 ,

,

1 0,

T T T T x T

y

K p D P K F q P K F P K F H P K F

H F

     



       

 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌43انتقال‌یافتههای‌عملیاتی‌لژاندر‌‌زمان‌با‌استفاده‌از‌ماتریس-حل‌عددی‌معادله‌تلگراف‌دوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا

2Mو‌نسبت‌به‌ماتریس‌مجهول‌استکه‌یک‌دستگاه‌از‌معادلات‌جبری‌ M
K


و‌با‌استفاده‌از‌‌استآسانی‌قابل‌حل‌به‌

آن‌مقدار‌تقریبی‌مناسب‌برای‌ , ,u t x yاستقابل‌محاسبه‌‌(31)از‌‌.‌

 های عددی  مثال. 4

روش‌ با زمان-تلگراف‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا دوبعدی‌ۀمعادل از مثال چند عددی حل از حاصل نتایج بخش، این در‌‌‌‌‌

و‌خطای‌نسبی‌‌(RMS)مربعات‌ میانگین ۀریش روش از این‌مقاله در دقت بررسی برای‌.کنیم‌می بیان را مطرح‌شده‌

‌:صورت‌است‌دینب آن روابط که کنیم‌می خطا‌استفاده محاسبه برای

 
 

 

1

2 2
1

22
1

2
1

1

1
RMS error , Relative error .

exact approximate

exact approximate

exact

N
j j

N
jj j

N
jj

j

u u

u u
N

u







 
  

    
  
 
 





 

1)گزینی‌را‌با‌جای‌ۀتحلیل‌حساسیت‌و‌پایداری‌روش،‌اختلالی‌به‌اندازبرای‌چنین‌‌هم ) ( , , )f t x yجای‌‌هب‌

( , , )f t x yیمکن‌به‌مسئله‌وارد‌می‌.‌

‌:زمان‌را‌در‌نظر‌بگیرید-دوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا تلگراف‌ۀمسئل‌.1مثال 

 
 

2

2

3 3 3 2

, ,( , , )
2 , ,

( , , ) ( , , )
6 6 6 6 ,

u t x yu t x y
u t x y

t t

u t x y u t x y
t x y t t x y

yx 



 

 




  

 

 
       



 

‌با‌شرایط‌اولیه‌

  3 30, , ,u x y x y  ‌‌  0, , 0.tu x y   

2این‌مسئله‌برای , 1  دارای‌جواب‌دقیق‌
3 3 3( , , )u t x y t x y  است‌‌ نتایج‌عددی‌پس‌از‌حل‌.

دهد‌که‌جواب‌تقریبی‌‌نشان‌می‌1شکل‌.‌استقابل‌مشاهده‌‌3-1های‌‌مسئله‌با‌استفاده‌از‌روش‌مطرح‌شده‌در‌شکل

کسری‌‌ۀدست‌آمده‌برای‌مشتقات‌مرتب‌ههای‌ب‌گرایی‌جواب‌،‌هم3و‌7های‌‌چنین،‌در‌شکل‌هم.‌زیادی‌داردحاصل‌دقت‌

‌جواب ‌برای‌مشتقات‌مرتب‌ههای‌ب‌به ‌‌ۀدست‌آمده ‌می‌چنانصحیح، ‌انتظار ‌‌که ‌قابل‌مشاهده ‌استرفت، ‌خطای‌. ضمناً

RMSخطای‌نسبی‌برای‌‌ 2و , 1  ‌‌ نقطه‌متساوی‌الفاصله‌در‌50در     0,1 0,1 0,1 برای‌این‌‌

10 31080 7ترتیب‌برابرمسئله‌به
 17

10 57855 1و‌‌
 16

‌ۀدن‌اختلالی‌به‌اندازکرنتایج‌حاصل‌از‌وارد‌.‌ندهست‌

0.001 دهد‌که‌این‌روش‌‌این‌نتایج‌نشان‌می.‌گزارش‌شده‌است‌7و‌‌‌1های‌به‌قسمت‌ناهمگن‌مسئله‌در‌جدول‌

‌.پایداری‌خوبی‌دارد
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌
دست آمده از هنمودار مربوط به خطای مطلق تقریب ب .1شکل  0.5, ,u x y 3برای, 2 , 1m      در

 1مثال 

 
دست آمده از هبه تقریب های بنمودارهای مربوط . 2شکل  0.5, ,u x y 3یبرا , 1m   

1.7,1.8,1.9,2و    1در مثال 

,1.7,1.8,1.9,2نتایج حاصل از بررسی پایداری برای . 1جدول  1 , 0.001      و مقادیر مختلف

, ,y x t  1در مثال 

 

t x y   
   , , , ,u t x y u t x y  

1, 2    1, 1.9    1, 1.8    1, 1.7    

0.1 4.68287×10-6 4.68313×10-6 4.68399×10-6 4.68601×10-6 

0.2 0.00003 0.00003 0.00003 0.00003 

0.3 0.00010 0.00010 0.00010 0.00010 

0.4 0.00022 0.00022 0.00022 0.00028 

0.5 0.00038 0.00038 0.00038 0.00038 

0.6 0.00058 0.00058 0.00058 0.00059 

0.7 0.00081 0.00081 0.00081 0.00082 

0.8 0.00104 0.00104 0.00105 0.00105 

0.9 0.00125 0.00126 0.00126 0.00127 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌44انتقال‌یافتههای‌عملیاتی‌لژاندر‌‌زمان‌با‌استفاده‌از‌ماتریس-حل‌عددی‌معادله‌تلگراف‌دوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا

 
دست آمده از ههای ب نمودارهای مربوط به تقریب. 3شکل  0.5, ,u x y 3برای , 2m    

0.65,0.75,0.85,1و   1در مثال 

,0.65,0.75,0.85,1نتایج حاصل از بررسی پایداری برای . 2جدول  2 , 0.001      و مقادیر

,مختلف ,y x t  1در مثال 

 

t x y 

 

   , , , ,u t x y u t x y  

1, 2  

 

0.85, 2  

 

0.75, 2  

 

0.65, 2  

 

0.1 4.68287×10-6 0.00001 0.00002 0.00003 

0.2 0.00003 0.00006 0.00008 0.00011 

0.3 0.00010 0.00015 0.00019 0.00024 

0.4 0.00022 0.00029 0.00034 0.00038 

0.5 0.00038 0.00047 0.00051 0.00053 

0.6 0.00058 0.00066 0.00068 0.00066 

0.7 0.00081 0.00086 0.00083 0.00076 

0.8 0.00104 0.00102 0.00093 0.00079 

0.9 0.00125 0.00113 0.00096 0.00073 

‌:دوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌زمان‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید مسئله‌تلگراف. 2مثال 

 
 

   2

2

2

2 2 3 2 2 3 2
3 2 3

2

, ,( , , )
2 , ,

( , , ) ( , , ) 6 6
2 2 ,

4 2 4

u t x yu t x y
u t x y

t t

u t x y u t x y t x y t x y
t x y t y

x y



 

 

 

 


  

 

 
    

     

 

‌با‌شرایط‌اولیه‌

 0, , 0,u x y  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  0, , 0.tu x y   

‌دارای‌جواب‌ ‌ دقیقاین‌مسئله
3 2( , , )u t x y t x yاست‌‌ ‌روش‌. ‌از ‌استفاده ‌با ‌حل‌مسئله نتایج‌عددی‌پس‌از

دست‌آمده‌برای‌‌ههای‌تقریبی‌ب‌دهد‌که‌جواب‌ها‌نشان‌می‌این‌شکل.‌استقابل‌مشاهده‌‌4-1های‌‌مطرح‌شده‌در‌شکل

‌مرتبه ‌مختلف‌از ‌دقت‌بالایی‌‌مقادیر ‌داردهای‌مشتق‌کسری‌کاپوتو، ‌خطای‌‌هم. ‌خطای‌نسبی‌برای‌‌RMSچنین، و
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

0.65,0.75,0.85 ‌‌ ‌‌هم‌ۀنقط‌50در ‌در فاصله     0,1 0,1 0,1 ‌‌ ‌جدول ‌در قابل‌‌3برای‌این‌مسئله

‌برای‌مراتب‌مختلف‌مشتق‌کسری‌نشان‌می‌ههای‌ب‌ند‌که‌دقت‌جواب‌ا‌مشاهده ‌دهد‌دست‌آمده‌را نتایج‌‌،4در‌جدول‌.

‌0.001ۀانداز‌دن‌اختلالی‌بهکرحاصل‌از‌وارد‌ ‌‌ ‌استبه‌قسمت‌ناهمگن‌مسئله‌قابل‌مشاهده این‌نتایج‌نشان‌.

‌.استدهد‌که‌این‌روش‌از‌نظر‌عددی‌پایدار‌‌می

‌
دست آمده از هنمودار مربوط به خطای مطلق تقریب ب. 5شکل  0.5, ,u x y  4برای , 1m    2در مثال 

‌
از آمده دست هتقریب ب خطای مطلق به نمودار مربوط .4 شکل 0.15, ,u x y 4برای , 0.85m   2 در مثال 

‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌44انتقال‌یافتههای‌عملیاتی‌لژاندر‌‌زمان‌با‌استفاده‌از‌ماتریس-حل‌عددی‌معادله‌تلگراف‌دوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا

‌
آمده از دست هتقریب ب مطلق خطای به نمودار مربوط. 4شکل  0.25, ,u x y 4برای , 0.75m    2در مثال 

‌

‌
آمده از دست هتقریب ب مطلق خطای نمودار مربوط به. 4 شکل 0.35, ,u x y 4برای , 0.65m    در مثال

دست آمده با استفاده از روش حاضر برای  ههای ب و خطاهای نسبی مربوط به جواب RMSخطاهای . 3جدول  2

0.65,0.75,0.85   فاصله در  همنقطه  45در     0,1 0,1 0,1  

RMS خطای‌ خطای‌نسبی  
8.34562×10-5 3.9696×10-6 0.65 

5.25760×10-5 1.95404×10-6 0.75 
5.34666×10-5 1.98409×10-6 0.85 

2.6002×10-16 7.64450×10-18 1 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

0.65,0.75,0.85,1نتایج حاصل از بررسی پایداری برای. 5جدول  , 0.001    و مقادیر مختلف

, ,y x t  2در مثال 

 

t x y      , , , ,u t x y u t x y  

1   0.85   0.75   0.65   

0.1 9.99999×10-10 9.15760×10-10 8.37740×10-10 7.34384×10-10 

0.2 6.40000×10-8 6.37764×10-8 6.35060×10-8 6.27640×10-8 

0.3 7.29000×10-7 7.29182×10-7 7.28798×10-7 7.26795×10-7 

0.4 4.09600×10-6 4.09742×10-6 4.09696×10-6 4.09301×10-6 

0.5 0.00002 0.00002 0.00002 0.00002 

0.6 0.00005 0.00005 0.00005 0.00005 

0.7 0.00012 0.00012 0.00012 0.00012 

0.8 0.00026 0.00026 0.00026 0.00026 

0.9 0.00053 0.00053 0.00053 0.00053 

 

‌:زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌یدوبعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌فضا مسئله‌تلگراف. 3مثال 

 
 

 

2

2

, ,( , , )
2 , ,

( , , ) ( , , )
2sin( )sin( ) cos( ) sin( ) ,

u t x yu t x y
u t x y

t t

u t x y u t x y
x y t t

yx 



 

 




  

 

 
  



 

‌با‌شرایط‌اولیه‌‌

 0, , sin( )sin( ),u x y x y ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  0, , 0.tu x y   

2این‌مسئله‌‌برای , 1  دارای‌جواب‌دقیق‌‌( , , ) cos( )sin( )sin( )u t x y t x yنتایج‌.‌[25]‌است‌

‌شکل ‌در ‌شده ‌روش‌مطرح ‌از ‌استفاده ‌با ‌حل‌مسئله ‌‌10-8های‌‌عددی‌پس‌از ‌مشاهده ‌استقابل ‌انتظار‌‌چنان. که

های‌مشتق‌کسری‌کاپوتو،‌به‌جواب‌‌دست‌آمده‌از‌مرتبه‌ههای‌تقریبی‌ب‌دهند‌که‌جواب‌ها‌نشان‌می‌رفت،‌این‌شکل‌می

و‌‌PDQهای‌‌خطای‌نسبی‌روش‌حاضر‌با‌روش‌ۀ،‌مقایس5چنین‌در‌جدول‌‌هم.‌هستندگرا‌‌صحیح‌هم‌ۀمسئله‌با‌مرتب

FDQن‌اختلالی‌کردنتایج‌حاصل‌از‌وارد‌.‌استدهد‌که‌روش‌حاضر‌دارای‌دقت‌بالایی‌‌نشان‌می‌[25]مطرح‌شده‌در‌‌

‌0.001ۀبه‌انداز دهد‌که‌این‌روش‌از‌‌نتایج‌نشان‌می.‌گزارش‌شده‌است‌6مسئله‌در‌جدول‌به‌قسمت‌ناهمگن‌‌

‌.استنظر‌عددی‌بسیار‌پایدار‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

4.
1.

45
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

97
.4

.1
.6

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
01

 ]
 

                            14 / 18

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.4.1.45
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1397.4.1.6.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2655-en.html
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دست آمده از ههای ب تقریبنمودارهای مربوط به . 4شکل  0.5, ,0.5u x 3برای , 1m    

1.7,1.8,1.9,2و    3در مثال 

‌

‌
دست آمده از ههای ب نمودارهای مربوط به تقریب. 4شکل  ,0.5,0.5u t 3برای , 1m    

1.7,1.8,1.9,2و‌ 3در‌مثال‌‌.‌

 
آمده از دست بههای  نمودارهای مربوط به تقریب. 15شکل  0.5,0.5,u y 3برای , 1m    

1.7,1.8,1.9,2و    3در مثال 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

های مطرح  آمده با استفاده از روش حاضر در مقایسه با روش دست بههای  خطاهای نسبی مربوط به جواب. 4جدول 

 [25]شده در 

روش‌حاضر‌با‌ 6m   FDQ با‌‌ 21, 0.5M N t     PDQ با‌‌ 17, 0.5M N t     t  
75.64 10  58.93 10  58.80 10  0.5 

77.73 10  56.03 10  55.94 10  1 

0.65,0.75,0.85,1نتایج حاصل از بررسی پایداری برای . 4جدول  , 0.001    و مقادیر مختلف

, ,y x t  3در مثال 

 

t x y      , , , ,u t x y u t x y  

1   0.85   0.75   0.65   

0.1 9.20325×10-8 9.19643×10-8 9.19493×10-8 9.19757×10-8 

0.2 1.28879×10-6 1.28905×10-6 1.28939×10-6 1.28976×10-6 

0.3 5.53726×10-6 5.55087×10-6 5.56283×10-6 5.5733×10-6 

0.4 0.00001 0.00001 0.00006 0.00002 

0.5 0.00003 0.00003 0.00003 0.00003 

0.6 0.00005 0.00005 0.00005 0.00005 

0.7 0.00008 0.00008 0.00008 0.00008 

0.8 0.00011 0.00011 0.00011 0.00011 

0.9 0.00014 0.00014 0.00014 0.00014 

 

 گیری نتیجه

های‌عملیاتی‌لژاندر‌انتقال‌یافته‌برای‌مشتق‌‌کمک‌تقریب‌توابع‌سه‌متغیره‌و‌با‌استفاده‌از‌ماتریس‌در‌این‌تحقیق،‌به    

انتقال‌یافته‌برای‌انتگرال‌کسری‌‌های‌عملیاتی‌لژاندر‌‌چنین‌ماتریس‌بعدی‌و‌هم‌بعدی‌و‌دو‌کسری‌کاپوتو‌در‌حالت‌یک

زمان‌را‌به‌حل‌دستگاهی‌از‌معادلات‌جبری‌-بعدی‌با‌مشتقات‌کسری‌کاپوتو‌روی‌فضا‌تلگراف‌دو‌ۀلیوویل،‌معادل-ریمان

دهد‌که‌این‌روش‌بسیار‌کارآمد‌بوده‌و‌‌های‌عددی‌مطرح‌شده‌نشان‌می‌مثال.‌استراحتی‌قابل‌حل‌‌هیم‌که‌بکردتبدیل‌

‌جوابهای‌تقریبی‌ح‌جواب ‌مقایسه‌با ‌بالایی‌های‌دقیق‌‌اصل‌در ‌دارنددقت‌بسیار ‌‌هم. رفت،‌‌که‌انتظار‌می‌چنانچنین،

آمده‌نیز‌به‌‌دست‌بههای‌‌،‌جوابکند‌دهد‌که‌وقتی‌مرتبه‌مشتق‌در‌مسئله‌به‌عدد‌صحیح‌میل‌می‌نتایج‌عددی‌نشان‌می

ها‌نشان‌داد‌که‌‌بررسی‌عددی‌پایداری‌در‌این‌مثال‌ضمناً.‌دکن‌تلگراف‌با‌مشتق‌صحیح‌میل‌می‌ۀجواب‌مربوط‌به‌مسئل

 .دروش‌مطرح‌شده‌پایداری‌خوبی‌دار
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