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 موضعاً فشرده های آبلی های موجک روی گروه مجموعه

‌

 مهدی‌رشیدی‌کوچی

‌واحد‌کهنوج،‌گروه‌ریاضیدانشگاه‌آزاد‌اسلامی،‌

‌42/91/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌199/15/16دریافت‌‌‌

 چکیده
‌فشرده‌با‌شبکهی‌آبل یها‌گروه یرو کموج های‌مجموعهدر‌این‌مقاله‌مفهوم‌ این‌.‌تعریف‌شده‌است یکنواخت موضعاً

ساز‌این‌‌چند‌ریزهتجزیۀ‌فوریه‌و‌ تبدیل‌سپس‌با‌استفاده‌از‌.اقلیدسی‌است فضای‌در های‌موجک‌تعریف‌تعمیمی‌از‌مجموعه

‌فشرده‌تعریف‌و‌بررسی‌ بلیآ یها‌گروه یرو یافته تعمیم مقیاس یها‌در‌ادامه‌مجموعه.‌اند‌دهشها‌مشخص‌‌مجموعه موضعاً

در‌پایان‌با‌تعریف‌تابع‌بعد‌.‌ده‌استش بیانک‌موجی‌ها‌یافته‌و‌مجموعه تعمیم مقیاسی‌ها‌اند‌و‌ارتباط‌بین‌مجموعه‌شده

‌مجموعه های‌آبلی‌گروه‌روی کموج ‌فشرده، ‌ تعمیم مقیاس یها‌موضعاً ‌رابط‌یافته‌مشخص‌شده ‌مجموعه‌ۀو ‌با های‌‌آنها

‌.موجک‌بررسی‌شده‌است

‌

 .های‌مقیاس‌تعمیم‌یافته‌ساز،‌مجموعه‌چند‌ریزه‌تجزیۀموضعاً‌فشرده،‌مجموعه‌موجک،‌ موجک،‌گروه‌آبلی‌:های کلیدی واژه

‌

‌مقدمه
[‌9]دای‌و‌لارسون‌‌وسیلۀ‌بهمفهوم‌مجموعه‌موجک‌.‌یکی‌از‌مفاهیم‌اساسی‌در‌نظریه‌موجک،‌مجموعه‌موجک‌است

‌دشارائه‌ .‌ ‌ونگ‌‌زمان‌همتقریباً ‌[‌1]فنگ‌و ‌محمل‌مینیمال‌را ‌کردندمعرفی‌مفهوم‌موجک‌فرکانسی‌با ی‌ها‌مجموعه.

‌به‌موجک‌منبعی‌از‌مثال ‌و ‌استهای‌نقض‌در‌نظریه‌موجک‌‌مثال‌ویژه‌ها ‌این‌مثال. ‌مجموع‌یکی‌از موجک‌یورن‌‌ۀها

‌ساز‌ندارند‌زههایی‌موجودند‌که‌ساختار‌آنالیز‌چند‌ری‌است‌که‌برای‌اولین‌بار‌نشان‌داد‌موجک نقش‌‌ای‌نتیجهچنین‌.

توان‌به‌مرجع‌‌ها‌می‌تر‌در‌مورد‌موجک‌بیش‌برای‌برای‌بررسی‌.بسیار‌پراهمیتی‌در‌گسترش‌نظریه‌موجک‌داشته‌است

‌.مراجعه‌کرد[‌6]ارزشمند‌

[.‌92]و‌[‌93]،‌[3]-[9]شده‌است‌برخی‌از‌منابع‌عبارتند‌از‌‌بررسیطور‌وسیعی‌‌ها‌به‌نظریه‌موجک‌در‌حالت‌گروه

‌فشرده‌‌موجک‌برای‌گروهی‌ها‌مجموعه‌جا‌ر‌ایند با‌کمک‌آنالیز‌‌در‌ادامه.‌شده‌استبررسی‌تعریف‌و‌های‌آبلی‌موضعاً

‌ریزه ‌فوریه‌چند ‌تبدیل ‌و ‌گروهها‌مجموعه‌،ساز ‌برای ‌موجک ‌‌ی ‌مشخص ‌فشرده ‌موضعاً ‌آبلی ‌سپس‌.اند‌شدههای

بررسی‌ی‌موجک‌ها‌با‌مجموعه‌هاآن‌ۀرابط‌تعریف‌وهای‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌‌مقیاس‌تعمیم‌یافته‌روی‌گروهی‌ها‌مجموعه

‌.استهای‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌‌برای‌گروه[‌1]و‌[‌9]،‌[5]،‌[2]دست‌آمده‌تعمیمی‌از‌نتایج‌‌هنتایج‌ب.‌است‌شده

مورد‌مطالعه‌موضعاً‌فشرده‌بررسی‌و‌‌های‌آبلی‌ابتدا‌گروه،‌4در‌بخش‌‌:بندی‌شده‌است‌صورت‌بخش‌‌دیناین‌مقاله‌ب

‌است ‌گرفته ‌قرار ‌‌ی‌موجک‌روی‌گروهای‌آبلیها‌سپس‌مجموعه. ‌فشرده ‌اند‌تعریف‌شدهموضعاً ‌بخش‌. ‌ساختار‌3در ،

‌‌ی‌موجک‌روی‌گروهها‌مجموعه ‌و ‌بررسی‌شده ‌فشرده ‌ریزههای‌آبلی‌موضعاً ‌چند ‌کمک‌آنالیز ‌تبدیل‌فوریه‌‌با ‌و ساز

با‌استفاده‌از‌‌تعریف‌وهای‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌‌یافته‌روی‌گروهمقیاس‌تعمیم‌ی‌ها‌مجموعه،‌2در‌بخش‌.‌اند‌شدهمشخص‌

‌.است‌شدهبررسی‌ی‌موجک‌ها‌با‌مجموعه‌هاآن‌ۀرابطمفهوم‌تابع‌بعد‌موجک‌
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 پیش‌نیازها‌و‌مفاهیم‌اولیه

‌این‌ ‌گروه‌بخشدر ‌فشرده‌و‌به‌های‌آبلی‌ابتدا بررسی‌و‌‌،ندهستی‌که‌دارای‌شبکه‌یکنواخت‌یها‌گروه‌ویژه‌موضعاً

‌فشرده‌‌ی‌موجک‌روی‌گروهای‌آبلیها‌سپس‌نظریه‌موجک‌و‌مجموعه.‌است‌شدهه‌مطالع برای‌‌.اند‌تعریف‌شدهموضعاً

‌.‌دکراستفاده‌‌[95]و‌[‌93]،‌[8]‌از‌منابعتوان‌‌تر‌می‌مشاهده‌جزئیات‌بیش

‌یعنی‌.‌گروه‌دوگان‌متناظر‌با‌آن‌باشد‌‌  سدورف‌وها‌‌موضعاً‌فشرده‌گروه‌آبلی‌Gفرض‌کنید‌

           

‌:خواص‌‌اینبا‌است‌‌Gای‌از‌کاراکتر‌پیوسته‌ که‌

9. ( ) 1x برای‌هر‌‌x G؛ 

4. ( ) ( ) ( )x y x y   برای‌هر‌,x y G. 

)از‌نماد‌‌در‌اینجا , )x برای‌عدد‌مختلط‌‌( )xدشو‌میاستفاده‌‌‌.‌

‌ Gو‌‌Gگروهدو  ‌به‌  ‌به‌را ‌و ‌توپولوژیکی‌ایزومورف‌گویند Gصورت‌‌طور G یک‌‌نمایش‌می‌‌ ‌هرگاه دهند

Gبه‌روی‌Gاز‌هستایزومورفیسم‌جبری‌که‌همئومورفیسم‌نیز‌ وجود‌داشته‌باشد‌‌. 

Hفرض‌کنید Gزیرگروه‌بسته‌‌‌ ‌فشرده ‌آبلی‌و‌موضعاً Hزیر‌گروه‌.است‌Gای‌از‌گروه ‌ ‌ب‌Ĝاز‌ صورت‌‌دینرا

‌:کنند‌تعریف‌می

{ : ( , ) 1, }  .ĜH h h H        
طور‌توپولوژیکی‌‌به‌     با‌گروه‌خارج‌قسمتی‌‌ و‌دوگان‌‌    با‌دوگان‌گروه‌خارج‌قسمتی‌‌ گروه‌پوچ‌ساز‌

‌[.95]         و‌‌          ترتیب‌‌ایزومورف‌است،‌یعنی‌به

‌.نقش‌کلیدی‌در‌این‌مقاله‌دارد‌‌9تعریف

را‌شبکه‌‌ در‌این‌صورت‌.‌باشد‌ ای‌از‌‌زیر‌گروه‌گسسته‌ گروه‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌و‌‌ ‌کنید،‌فرض‌[99.‌]9تعریف‌

‌.فشرده‌باشد‌   گویند‌هرگاه‌گروه‌خارج‌قسمتی‌‌  یکنواخت‌در

‌فشرده‌‌یک‌شبکه‌یکنواخت‌‌Hفرض‌کنید ‌باشد‌Gبرای‌گروه‌آبلی‌و‌موضعاً بسته‌و‌‌ Gدر‌‌Hدر‌این‌صورت‌.

Hچنین‌هم در‌Ĝاست‌‌ ‌گسسته ‌و ‌بسته Ĝعلاوه‌هب. H است‌‌ ‌فشرده ‌می. ‌نتیجه ‌گفتدر Hتوان شبکه‌‌

 .‌است‌Ĝیکنواخت‌در

که‌برابر‌صفر‌‌  برل‌منظم‌و‌غیر‌منفی‌‌ۀیعنی‌انداز.‌هار‌موجود‌است‌ۀموضعاً‌فشرده‌یک‌انداز‌روی‌هر‌گروه‌آبلی

‌.‌ستا‌این‌اندازه‌در‌حد‌مقادیر‌ثابت‌یکتا.‌ستا‌پایا‌نبوده‌و‌انتقال

)1و‌‌Gای‌از‌‌زیر‌گروه‌بسته‌Hموضعاً‌فشرده،‌‌یک‌گروه‌آبلی‌Gفرض‌کنید‌ )f L Gبنا‌به‌در‌این‌صورت‌.‌باشد‌

Gو‌Gm،Hmی‌هارها‌اندازه[‌95]فرمول‌وایل‌ Hmتوان‌طوری‌انتخاب‌کرد‌که‌را‌می‌‌

( ) ( ) ( ) ( ) ([ ]).G H G H
G G H H

f x dm x f x h dm h dm x     

[x]ی‌ها‌هم‌دسته‌ۀدهندنشان‌xدر‌مجموعه‌خارج‌قسمت‌G Hاست‌.‌

)1برای‌تابع‌ )f L Gتبدیل‌فوریه‌‌fبرای‌هر‌در‌Ĝدشو‌صورت‌تعریف‌می‌دینب‌:‌

ˆ( ) ( )( , ) ( ).G
G

f f x x dm x    
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)1تبدیل‌فوریه‌یک‌عملگر‌خطی‌از )L Gتوی‌‌ به
0

ˆ( )C Gاست‌ جایی‌که.
0

ˆ( )C Gتوابعمجموعه‌‌ ‌پیوسته‌ای‌از

Kفشرده‌ۀمجموع‌0یعنی‌برای‌هر.‌ندوش‌است‌که‌در‌بینهایت‌صفر‌می Gکه‌برای‌هر‌طوری‌به‌استموجود‌‌
cx Kداشته‌باشیم‌‌| ( ) |f x .‌

معکوس‌‌‌فوریه‌فرمول‌،د‌که‌برای‌کلاس‌خاصی‌از‌توابعشوتواند‌طوری‌نرمال‌‌می‌Gاز‌‌Ĝهار‌گروه‌دوگان‌ۀانداز

‌برقرار‌باشد

ˆˆ

ˆ( ) ( )( , ) ( ), .
GG

f x f x dm x G     

1یل‌فوریه‌رویتوان‌تبددر‌این‌حالت‌می‌ 2( ) ( )L G L G2به‌یک‌عملگر‌یکه‌از‌را‌ ( )L G2به‌روی‌‌ ˆ( )L Gتوسیع‌‌‌

f,هریعنی‌برای‌.‌گویند‌و‌تساوی‌پارسوال‌برقرار‌است‌لتبدیل‌را‌تبدیل‌پلانشر‌این.‌داد g2در‌ ( )L Gداریم‌:‌

ˆ ˆ, , .f g f g  

2پایه‌متعامد‌برای‌‌Ĝگاه‌‌باشد،‌آنیک‌گروه‌آبلی‌فشرده‌‌Gاگر‌ ( )L Gاست‌.‌

‌فشرده‌را‌بیان‌می‌در‌ادامه‌این‌بخش‌اصطلاحات‌بنیادی‌از‌نظریه‌موجک‌روی‌گروه‌ فرض‌.‌دشو‌های‌آبلی‌موضعاً

روی‌hTعملگر‌انتقال‌یکه‌‌.است‌‌Hو‌شبکه‌یکنواخت‌Gmهار‌ۀیک‌گروه‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌با‌انداز‌Gکنیم‌که‌می

)(2 GLدشو‌صورت‌تعریف‌می‌دینب‌‌:‌

( ) ( ), .hT f x f x h h H    

‌فشرده‌Aفرض‌کنید‌ عملگر‌اتساع‌یکه‌.‌ستا‌پایا H باشد‌که‌تحدید‌آن‌به‌Gخودریختی‌روی‌گروه‌آبلی‌و‌موضعاً

ADبرای‌هر‌‌x2)(متعلق‌به‌‌ GLدشو‌صورت‌تعریف‌می‌دینب‌:‌

( ) ( ).AD f x A f Ax  

Kبرای‌هر‌مجموعه‌اندازه‌پذیر‌ Gداریم‌‌( ( )) | | ( )G Gm A K A m Kو‌| | 1A ‌[(93‌.)]‌

‌ۀمجموع .2تعریف  LiGLi ,...,1:)(2 2)(موجک‌چندگانه‌برای GLهرگاه‌مجموعه‌،شود‌گفته‌می‌‌

 :1 , ,j

A h iD T i L h H j Z      

2)(تشکیل‌پایه‌متعامد‌برای GLدهد‌.‌

‌.‌دشو‌های‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌تعریف‌می‌ساز‌روی‌گروه‌چند‌ریزهدر‌این‌صورت،‌مشابه‌حالت‌اقلیدسی،‌آنالیز‌

‌یکنواخت‌Gفرض‌کنید. 3تعریف  ‌شبکه ‌با ‌فشرده ‌آبلی‌موضعاً ‌است‌Hیک‌گروه ۀدنبال. 
ZjjV


‌زیرفضاهای‌‌ از

)(2 GLساز‌گویند‌که‌در‌شرایط‌زیر‌صدق‌کند‌را‌آنالیز‌چند‌ریزه‌:‌

9.‌ZjVV jj   ,1
‌؛

4.‌ZjVVD jjA   ,)( 1
‌؛

 ۀمجموع‌.3
Zj jV


2)(چگال‌در‌ GL0است‌و‌‌

Zj jV؛‌

2)(تابع‌مقیاس‌‌.2 GLکه‌مجموعه‌طوری‌موجود‌است‌به‌ HhTh :0تشکیل‌پایه‌متعامد‌برای‌‌Vدهد‌.‌

گاه‌دنباله‌گزین‌کنیم،‌آن‌تر‌زیر‌جای‌را‌با‌شرط‌ضعیف‌‌2اگر‌شرط 
ZjjV


ساز‌تعمیم‌یافته‌گویند‌را‌آنالیز‌چند‌ریزه‌

[2.]‌

0Vمجموعه‌.2'  .‌ستا‌انتقال‌پایاتحت‌عمل‌ 
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‌.دست‌آمده‌باشد‌هساز‌ب‌گوییم‌هرگاه‌از‌یک‌آنالیز‌چند‌ریزه‌ساز‌آنالیز‌چند‌ریزه‌یک‌موجک‌را‌موجک

‌ۀمجموع
jWرا‌متمم‌متعامد‌

jVدر‌‌
1jVیعنی‌.‌کنیم‌تعریف‌می‌

jjj WVV 1
2)(‌صورتدر‌این‌.‌ GLرا‌‌

‌:دکرتجزیه‌‌صورت‌جمع‌مستقیم‌دینتوان‌ب‌می
2

0 0( ) .j j j Z jL G V W W

     

‌دهد‌ساز‌تعمیم‌یافته‌می‌آنالیز‌چند‌ریزه تشکیل‌هر‌تابع‌موجک ‌آبلی‌‌Gفرض‌کنید‌صورت‌که‌بدین. یک‌گروه

‌یکنواخت ‌شبکه ‌با ‌فشرده ‌Hموضعاً ‌به‌و 2)(متعلق GLباشد‌‌ ‌موجک ‌تابع ‌یک زیرفضاهای‌.

 jnZnHhTDspanV h

n

Aj  ,,:: ‌‌ 2)(از GLبگیرید‌‌ ‌نظر ‌در ‌می‌به‌.را ‌دیده ‌که‌راحتی این‌‌شود

دهند‌و‌‌ساز‌تعمیم‌یافته‌می‌زیرفضاها‌تشکیل‌آنالیز‌چند‌ریزه 0 :hW T h H .‌

‌نشان‌دادراحتی‌می‌توان‌‌به

ˆ ˆ( )( ) , ( ).hT f h f     

‌فرض‌کنید .3مثال 

{( ) : {0,1}, 0 , }.j j j jG x x x j n n       

)برای‌هر‌ ), ( )j jx y Gعمل‌جمع‌روی‌‌،Gاست‌یعنی‌4جمع‌مختصات‌به‌هنگ‌‌‌
2

( ) ( ) ( ) .j j j j j jz x y z x y      

‌این‌گروه‌را‌گروه‌دوتایی‌کانتور‌گویند.‌ضربی‌است‌یک‌گروه‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌با‌توپولوژی‌حاصل‌Gدر‌این‌صورت

[91]‌،[92.]‌

‌فرض‌کنید

{ : 0, 0}.jD x G x j    و‌‌ { : 0, 0}jH x G x j     

G/فشرده‌و‌‌Dشبکه‌یکنواخت،‌‌Hدر‌این‌صورت‌ H D‌.‌

)}یها‌مجموعه‌برای‌ ) : 0, }j jD x G x j   دهند‌که‌در‌یی‌از‌صفر‌میها‌تشکیل‌همسایگی‌

‌:کنندشرایط‌زیر‌صدق‌می‌این

9.‌1, {0},D G D D D   ؛‌

‌.است‌Gای‌از‌زیرگروه‌باز‌و‌فشرده‌Dهر‌‌.4

A:عملگر‌اتساع G Gبرای‌هر‌( )jx G1صورتبه‌( )j jA x x 1و‌نگاشت‌معکوس‌به‌فرم‌

1( )j jA x x

‌

‌.است

‌:صورت‌تعریف‌کرد‌دینتوان‌ب‌روی‌گروه‌دوتایی‌کانتور،‌موجک‌هار‌را‌می‌.3مثال ‌

ψ     

                  

          

در غیر این صورت     
  

‌.دشو‌های‌بعد‌استفاده‌می‌پردازیم‌که‌در‌قسمت‌می[‌94]از‌مرجع‌‌6لم‌‌آوری‌در‌‌پایان‌این‌بخش‌به‌یاد
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‌کنید .3 لم ‌شبک‌Gفرض ‌با ‌فشرده ‌موضعاً ‌آبلی ‌است‌‌Hیکنواخت‌ۀگروه مجموعه. :hT f h Hبرای‌

2( )f L G2متعامد‌است‌اگر‌وتنها‌اگر‌‌| ( ) | 1
H

f


 






 برای‌تقریباً‌همه‌جا‌Ĝ .‌

 

‌ی آبلی موضعاً فشردهها گروهی روک موجی ها مجموعه ساختار

 یرو کموجی‌ها‌ساختار‌مجموعهمعرفی‌و‌موضعاً‌فشرده‌ آبلی یها‌گروه یرو کموج یها‌مجموعه‌بخشدر‌این‌

‌ها‌گروه ‌بررسی آبلیی ‌فشرده ‌مفاهیمی‌دشو‌می موضعاً ‌از ‌استفاده ‌با ‌ و ‌چندریزهچون ‌ ساز‌آنالیز ‌فوریهو ‌تبدیل

‌.شود‌می موضعاً‌فشرده‌تعیین آبلیی‌ها‌گروه یرو کموج یها‌مجموعه

ابتدا‌با‌تعریف‌‌.موضعاً‌فشرده‌است آبلی یها‌گروه یرو کموج یها‌قضایا‌مجموعه‌و مفاهیم این‌بخش‌تعمیم نتایج

‌.های‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌شروع‌می‌کنیم‌ی‌موجک‌برای‌گروهها‌مجموعه

را‌مجموعه‌موجک‌گوییم‌هرگاه‌‌Ĝاز‌‌Wزیر‌مجموعه‌ .‌یک‌گروه‌آبلی‌موضعاً‌فشرده‌است‌Gفرض‌کنید .3 تعریف

‌موجک 2)(تابع GLبه‌‌ ‌باشد ‌‌طوری‌موجود که
W ˆ‌ ‌مینیمال‌‌موجک‌. ‌محمل ‌با ‌موجک‌فرکانسی را

Wصورت‌گوییم‌و‌به  .دهیم‌نمایش‌می‌ 

‌.ی‌موجک‌استها‌در‌مورد‌اندازه‌مجموعه‌.8لم‌

Wˆاگر‌ .8 لم G‌ گاه‌‌مجموعه‌موجک‌باشد،‌آنˆ| | | |W H.‌

)،6بنا‌به‌لم‌‌:برهان ) 1W

H

  


 ‌،داریم‌فرمول‌وایل‌در‌نتیجه‌با‌استفاده‌از:‌

ˆ ˆ /
| | ( ) ( )W W

G G H
H

W d d


      




     

ˆ /

ˆ ˆ/ | | .
G H

d G H H


    

‌مجموعه .9 تعریف E,ˆدو F Gهم‌ ‌انتقال‌را ‌اندازه‌گوییم‌ارز ‌افراز Eپذیر‌هرگاه


‌باشد‌به‌Eاز که‌‌طوری‌موجود

}مجموعه : }E H   افراز‌اندازه‌پذیری‌ازFیعنی‌،ی‌صفر‌تشکیل‌دهدها‌به‌هنگ‌مجموعه‌‌

 ( ).
H

F E






   

TE~صورت‌به‌یارزچنین‌هم Fشودنشان‌داده‌می.‌

‌.است‌هم‌ارز‌انتقالی‌ها‌لم‌بعدی‌در‌مورد‌مجموعه

)}مجموعه‌توابع‌ .01 لم , ) ( ) : }Eh h H   دهد‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌می‌یکه‌تشکیل‌مجموعه‌متعامدˆ~TE H.‌

TE~ˆاگر‌:برهان Hمجموعه‌‌6به‌لم‌‌نا،‌آنگاه‌ب{( , ) ( ) : }Eh h H   یکه‌است‌متعامد.‌

‌ ‌کنیدبلعکس، )}فرض , ) ( ) : }Eh h H   باشد‌متعامد‌مجموعه‌ ‌یکه ‌تبدیل. ‌مجموعه ‌مجموعه‌‌این فوریه
1{ : }h ET F h H تقریباً‌هر برای‌6حال‌بنا‌به‌لم‌.‌است‌یکه‌پلانشرمتعامد‌است‌که‌بنا‌به‌قضیهĜ  ‌داریم 

2| ( ) | 1.E

H

  


   

است،‌برای‌‌کمجموع‌برابر‌ی‌چوندر‌حقیقت‌.‌استEارز‌انتقال‌با‌‌هم دهد‌که‌دست‌می‌هب‌Ĥاز‌یافراز‌مذکور‌یتساو

Ĥهر عضو‌یکتا‌متعلق‌به‌H که‌طوریموجود‌است‌بهE  ‌ Hهر‌یبرارو‌‌از‌این. مجموعه‌‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

39
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.2

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             5 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.393
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.2.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2657-en.html
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌ریاضی

ˆ{ : }I H E      از‌یافرازĤاست‌ Iبنابراین. E  برای‌هرH ‌ ‌به‌‌هم. ‌توجه چنین‌با

TE~ˆدر‌نتیجه.‌شود‌می‌پوشیدهIیی‌از‌ها‌با‌انتقال‌Eپوشاند‌تمام‌را‌می‌Ĝتمام‌‌Ĥیها‌انتقال‌اینکه H. 

‌.کاربرد‌دارد‌3-‌9ۀپردازیم‌که‌در‌برهان‌قضی‌حال‌به‌ارائه‌دو‌لم‌می

2فرض‌کنید .00 لم ˆ( )f L Gو‌‌( )E supp f‌.در‌این‌صورت‌مجموعه‌{( , ) ( ) : }h f h H  پایه‌متعامد‌‌

2یبرا یکه ( )L Eزیر‌برقرار‌باشد است‌اگر‌وتنها‌اگر‌شرایط‌

9.ˆ; ~TE H‌

4.‌| ( ) | 1f  ‌ًهمه‌جا‌برایتقریباE .‌

‌[.9]‌در‌مرجع‌‌2-9مشابه‌لم‌‌:برهان

Eˆفرض‌کنید .02 لم G2یدر‌این‌صورت‌تساو.‌پذیر‌باشد‌اندازه * 2 ˆ( ) ( )n

n L A E L G برقرار‌است‌اگر‌و‌‌

}*تنها‌اگر‌مجموعه‌ : }nA E nاز‌یپذیر‌افراز‌اندازهĜصفر‌باشد‌یها‌به‌هنگ‌مجموعه‌‌.‌

Ĝاز‌یافراز تشکیل‌Eیها‌اتساع‌فرض‌کنید‌:برهان  در‌این‌صورت‌بدیهی‌است‌که.‌باشد‌ی‌صفرها‌به‌هنگ‌مجموعه 

2یفضاها *( )nL A E2و‌ *( )kL A Eهرگاهمتعامدند‌n k‌.2اگر‌ ˆ( )f L Gیها‌اتساع که‌گاه‌با‌توجه‌به‌این‌،‌آن

Eمجموعه‌Ĝپوشانند،‌را‌می*nA E
n

f f 


‌.2از‌جمع‌بندها‌متناظر‌با‌‌کهر‌ی *( )nL A Eجمع‌‌رو،‌از‌ایناست‌

2مستقیم‌آنها‌تمام‌ ˆ( )L Gاست‌.‌

2کنید‌فرض‌حال * 2 ˆ( ) ( )n

n L A E L G . مقادیرصحیح برایnوkکهn kاگر‌است‌‌
* *n kA E A E‌

*زیر‌مجموعه‌با‌اندازه‌متناهی‌و‌ناصفرFگاه‌با‌انتخاب‌مجموعه‌اندازه‌غیرصفر‌داشته‌باشد،‌آن *n kA E A Eتابع‌‌،

‌Fمشخصه ‌دو ‌هر 2در *( )nL A E‌‌ 2و *( )kL A Eدارد‌‌ ‌‌که‌وجود ‌بودن ‌مجزا ‌فرض 2با *( )nL A Eو‌‌
2 *( )kL A Eدر‌تناقض‌است‌.‌

‌.دشو‌موضعاً‌فشرده‌مشخص‌می یآبل یها‌گروه یرو‌کموج یها‌بعد‌مجموعه‌ۀقضیدر‌

Wˆفرض‌کنید‌مجموعه .03ۀ قضی Gدر‌این‌صورت.‌پذیر‌باشد‌اندازه‌Wاین‌تنها‌اگر‌‌است‌اگر‌و‌کمجموعه‌موج‌

‌:برقرار‌باشد‌شرایط

‌است؛‌Ĥهم‌ارز‌انتقال‌Wمجموعه‌.9

}*خانواده‌‌.4 : }nA W nاز‌یافراز‌Ĝاست‌.‌

‌موج‌Wاگر :برهان ‌تعریف‌مجموعه‌باشد،ک‌مجموعه ‌به ‌ها‌بنا ‌کموجی ‌مجموعه ،{( , ) ( ) : }Wh h H   

2در‌حقیقت.‌است‌Ĥهم‌ارز‌انتقال‌Wمجموعه‌‌91بنابراین‌بنا‌به‌لم.‌یکه‌است‌متعامد

0
ˆ ( )W L W‌.علاوه‌هب‌

2 2 *

0
ˆ ˆ( ) ( ).n n

n n

L G D W L A W
 

    

‌.کند‌را‌ثابت‌می(‌4)شرط‌‌3-6در‌نتیجه‌لم‌

‌بعلاوه،.‌یکه‌دارد متعامد انتقالهایWتابع‌3-5لم‌در‌نتیجه‌بنا‌به‌.‌باشد‌Ĥهم‌ارز‌انتقالWحال‌فرض‌کنید

‌2ˆ{( , ) ( ) : } ( ).Wspan h h H L W    ‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

39
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.2

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             6 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.393
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.2.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2657-en.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌399موضعاً‌فشرده های‌آبلی‌های‌موجک‌روی‌گروه‌مجموعه

2واضح‌است 2 *ˆ ( ( )) ( )n nD L W L A Wشامل‌‌ ˆو ˆ ˆn

n WD T می‌باشد‌ ‌لم. ‌به متعامدند‌و‌ فضاها زیر این‌‌94بنا

2جمع‌مستقیم‌آنها‌برابر‌با‌ ˆ( )L Gهای‌ها‌و‌اتساع‌انتقال بنابراین.‌است‌Wو‌تشکیل‌پایه‌کاملاست‌بوده‌‌ یکه‌متعامد 

‌.است‌کمجموعه‌موج‌Wاز‌این‌رو.‌دهند‌می

‌.صورتی‌دیگر‌مشخص‌کنیم‌ی‌موجک‌را‌بهها‌گیریم‌تا‌مجموعه‌کمک‌می‌92حال‌از‌لم‌

Eˆفر‌ض‌کنید‌مجموعه‌ .03 لم Gمجموعه‌.‌پذیر‌باشد‌اندازه‌*{ : }nA E nاز‌یپذیر‌افراز‌اندازهĜبه‌هنگ‌‌

)*صفر‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌یها‌مجموعه ) 1n

E

n

A 


ًهمه‌جا‌‌تقریباĜ ‌.‌

‌‌:برهان )*اگر ) 1n

E

n

A 


آن‌ ،‌‌ ‌برای Ĝهرگاه ‌ ‌دارد nA*که‌طوری‌به‌nوجود E نتیجه‌ در

*( ) nA E ‌.یها‌از‌این‌رو‌اتساعEمجموعه‌Ĝپوشانند‌را‌می‌‌.‌

‌برای nاگر k‌ *مجموعه *n kA E A E Fآن‌‌ ‌باشد، ‌داشته ‌صفر ‌نا ‌‌اندازه )*گاه ) 2n

E

n

A 


برای 

Fتقریباً‌همه‌جا‌ بنابراین.‌که‌با‌فرض‌در‌تناقض‌است*{ : }nA E nپذیری‌از‌افراز‌اندازه‌Ĝاست‌.‌

}*‌ۀحال‌فرض‌کنید‌مجموع : }nA E nپذیری‌از‌افراز‌اندازه‌Ĝباشد‌از‌این‌رو‌برای‌هر‌Ĝ وجود‌دارد‌‌

k که‌طوریبه‌*kA E ‌ )*بنابراین. )n

E

n

A 


است‌کحداقل‌ی‌ )*اگر. )n

E

n

A 


ی‌بزرگ‌‌ ‌از ‌کتر

n,گاه‌‌باشد،‌آن k که‌طوری‌موجود‌است‌بهn kۀو‌اندازاست‌بوده‌‌* *n kA E A Eاما‌این‌با‌.‌ناصفر‌باشد‌

}*افراز‌مجموعه‌ : }nA E nدر‌تناقض‌است‌.‌

‌.است‌93ۀ‌در‌حقیقت‌این‌قضیه‌صورت‌دیگری‌از‌قضی.‌اند‌ی‌موجک‌مشخص‌شدهها‌مجموعه‌‌95ۀدر‌قضی

Wˆفرض‌کنید‌مجموعه .03ۀ قضی Gدر‌این‌صورت.‌پذیر‌باشد‌اندازه‌Wاین‌است‌اگر‌وتنها‌اگر‌‌کمجموعه‌موج‌

‌:شرایط‌برقرار‌باشد

9.( ) 1W

H

  


 تقریباً‌همه‌جا‌Ĝ ؛‌

4.*( ) 1n

W

n

A 


تقریباً‌همه‌جا‌Ĝ .‌
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)2مقیاس تابع‌اگر تنها‌است‌اگر‌و‌ساز‌ک‌با‌ساختار‌آنالیز‌چند‌ریزهموج کیW  کموج‌:برهان )L Gموجود‌

‌به ‌‌یطور‌باشد } ۀمجموعکه : }hT h H متعامد‌کی تشکیل‌ ‌به‌0Vیبرا یکه‌پایه ‌یا ‌هم‌دهد ارز‌‌طور

{( , ) ( ) : }h h H   2برای یکه‌تشکیل‌پایه‌متعامد

0
ˆ ( )V L Eبه‌لم.‌دهد‌‌ که‌‌ارز‌است‌با‌این‌این‌هم‌‌91بنا
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1 2

2

ˆ( ) ( )

1
.

1
f L H L G

D f
A




 

‌داریم وایلپلانشر‌و‌فرمول‌ ۀبنا‌به‌قضی‌:برهان

 1

2
*

ˆ( ) ˆ
1

ˆ ( )j

f L H H
j H

D f A d


  




 

    

 
2

*

ˆ
1

ˆ ( )j

H
j H

f A d


  




 

    

wمتغیر‌با‌تغییر  ‌

 
2

*

ˆ
1

ˆ j

G
j

f A w dw




  

*متغیر‌با‌تغییر jA w ‌

 * 2

ˆ
1

ˆ| | | |j

G
j

A f d 






   

2

2

( )

1
.

1 L G
f

A



 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

39
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.2

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             9 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.393
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.2.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2657-en.html


‌های‌ریاضی‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌312
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

)2فرض‌کنید‌ .23 تعریف )f L Gو‌‌fDدر‌این‌صورت‌تابع‌بعد‌.تابع‌بعد‌باشدfDیدر‌معادله‌توافقی‌صدق‌م‌ 

‌هرگاه کند

‌(2-9‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)
2

*

0

ˆ( ( )) ( ) 1.j

f

j H

f A D


  




 

   ‌

)2فرض‌کنید‌ .23ۀ قضی )f L G‌ ‌این‌صورت‌تابع‌بعد. ‌معادله‌توافقی‌صدق‌می‌fDدر ‌اگر‌ در کند‌اگر‌وتنها

‌.یکه‌باشند متعامدfتابع‌یها‌انتقال

 را‌در‌نظر‌بگیرید(‌9-2)‌ۀسمت‌چپ‌معادل‌:برهان

2
*

0

ˆ( ( ))j

j H

f A


 




 

   

2 2
* *

1

ˆ ˆ( ( )) ( ( ))j j

j H H

f A f A
 

   
 



  

       

2
*ˆ( ) ( ( )) .j

f

H

D f A


  


    

‌ ‌بعد ‌تابع ‌توافقی‌صدق‌میfDبنابراین ‌معادله ‌ودر ‌اگر ‌‌کند ‌اگر |2تنها ( ) | 1
H

f


 






 ‌ .‌ ‌به ‌بنا ‌‌6لمحال

}مجموعه‌ : }hT f h Hدشو‌قضیه‌اثبات‌می در‌نتیجه.‌که‌استی‌متعامد.‌

‌.دست‌آورد‌هرا‌ب‌45ۀ‌توان‌نتیج‌می‌42ۀ‌تابع‌بعد‌و‌قضیبا‌استفاده‌از‌تعریف‌

*ک‌فرکانسی‌با‌محمل‌مینیمال‌وموجWاگر .23ۀ نتیج

0

j

j

E A W


گاه‌تابع‌بعد‌،‌آن
W

Dبرابر‌است‌با‌

( ) ( ).
W E

H

D



   


   

تابع‌،علاوه‌هب
W

Dکند‌اگر‌وتنها‌اگر‌‌یصدق‌م‌یدر‌معادله‌توافق( ) 1E

H

  


 .‌

در‌.‌اند‌را‌مشخص‌کردهبعدی‌‌nی‌اقلیدسی‌ها‌روی‌محموعهیافته‌ تعمیم مقیاس یها‌مجموعه‌[5]و‌همکاران‌‌کبونی

‌.شود‌می بررسی‌آبلی‌و‌موضعاً‌فشرده‌های‌گروه‌یرو یافته تعمیم مقیاس یها‌مجموعه‌جا‌این

Eˆپذیر‌مجموعه‌اندازه .23ۀ قضی Gمتناظر‌با‌اتساع یافته تعمیم مجموعه‌مقیاسAتنها‌اگر‌اگر‌و‌است‌

9.‌1
| |

1
E

A



‌؛

4.‌*E A E؛‌

3.‌*lim ( ) 1n

E
n

A 


تقریباً‌همه‌جا‌ برایĜ ؛‌
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