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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌

روی  ریخت تمامدار از توابع دو نمایش معادل برای نرم فضاهای وزن

 صفحه بالایی نیم
 

‌گروه‌ریاضی‌علوم‌پایه،‌ۀدانشکد،‌دانشگاه‌کردستان؛‌علی‌اردلانیمحمد

‌12/22/17پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/21/17دریافت‌

 چکیده
صدق‌کند‌همواره‌نرم‌ که‌لازم‌باشد‌تابع‌وزن‌در‌شرایط‌رشدی‌خاصی‌هدف‌مقاله‌این‌است‌که‌نشان‌دهیم‌بدون‌این

چنین‌برحسب‌سوپریمم‌‌توان‌برحسب‌نرم‌سوپریمم‌وزنی‌روی‌گوی‌یکه‌باز‌و‌هم‌بالایی‌را‌می‌ۀصفح‌سوپریمم‌وزنی‌روی‌نیم

‌.‌بالایی‌نمایش‌داد‌ۀصفح‌در‌نیم‌های‌خاصی‌روی‌خط‌ریخت‌تماممقادیر‌تابع‌

‌

‌.صفحه‌بالایی‌دار،‌نیم‌،‌وزن‌استاندارد،‌فضاهای‌وزنریخت‌تمامتابع‌‌: های کلیدی واژه

 

 مقدمه

Ω  یک‌تابع‌پیوسته‌و‌مثبت‌.‌باشد‌ مختلط‌‌ۀباز‌از‌صفح‌ۀیک‌زیر‌مجموع‌ Ωفرض‌کنید را‌یک‌      

‌می ‌وزن ‌نامیمتایع .‌ ‌هرتابع Ω   ‌ریخت‌تمامبرای   ‌ ‌وزنی ‌سوپریمم ‌وزن‌     ، نرم ‌فضای ‌توابع‌و ‌از دار

‌:کنیمترتیب‌چنین‌تعریف‌می‌را‌به‌ Ω،   Ωروی‌‌ریخت‌تمام
        

  Ω
           

‌و

.   Ω     Ω ریخت‌تمام است        ،         

Ωدر‌حالتی‌که‌:‌1تعریف‌ را‌که‌در‌          گوی‌یکه‌باز‌باشد،‌تابع‌وزن‌‌              

‌.نامیممی  کند‌را‌یک‌وزن‌استاندارد‌رویشرایط‌زیر‌صدق‌می

‌.شعاعی‌باشد‌  یعنی             .1

 .نزولی‌باشد    نسبت‌به‌‌    تابع‌ .2

3.                 

و‌‌1اولین‌بار‌شیلدزرا‌،‌( وزن‌استاندارد‌روی‌‌ )‌     باز،‌‌روی‌گوی‌یکه‌ریخت‌تمامدار‌از‌توابع‌فضاهای‌وزن

‌سال‌‌1ویلیامز ‌دندکرمعرفی‌1171در ‌این‌فرض‌که‌وزن‌آن. ‌با ‌سری‌مقالات‌خود ‌در ‌شرایط‌خاصی‌صدق‌‌υها در

‌.[3]،‌[1]،‌[1]‌پرداختند‌گوناگونهای‌‌کند،‌به‌بررسی‌این‌فضاها‌از‌جنبه‌می

‌وسیلۀ‌به‌فضاها‌این‌روی‌گوناگون‌هایجنبه‌از‌زیادی‌تحقیقات‌جدید،‌تحقیقاتی‌ۀزمین‌این‌شدن‌باز‌از‌پس 

،‌[5]،‌[4]‌1لوسکی‌های‌هتوان‌به‌مقالاین‌زمینه‌می‌کارهای‌برجسته‌در‌از‌جمله‌که‌متعددی‌انجام‌گرفت،‌های‌دان‌ریاضی

‌.‌اشاره‌کرد،‌[8]،‌[7]‌4و‌لیندشتروم‌3،‌دومانسکی1بونت،‌[2]

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌‌m.ardalani@uok.ac.irنویسنده مسئول*

1. Shields 
2. Willams 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

Ωکه‌در‌حالتی‌:1تعریف‌ را‌‌         بالایی‌باشد‌تابع‌وزن‌‌ۀصفحنیم‌               

‌:نامیممی  کند‌را‌یک‌وزن‌استاندارد‌روی‌شرایط‌صدق‌میاین‌که‌در‌

‌.فقط‌به‌قسمت‌موهومی‌نقاط‌بستگی‌دارد‌ یعنی‌مقادیر‌وزن‌‌               ‌‌.1

1.                                                         ‌

‌.‌روی‌محور‌موهومی‌تقریبا‌صعودی‌باشد‌ یعنی‌

3.               ‌

حالت‌مهم‌دیگر‌از‌(‌‌ وزن‌استاندارد‌روی‌‌ )‌     بالایی،‌‌ۀصفح‌روی‌نیم‌ریخت‌تمامدار‌از‌توابع‌فضاهای‌وزن

‌فضاهای‌وزن ‌یک‌استدار ‌تعیین‌رده ‌‌که ‌و ‌در‌دار‌کرانریختی‌این‌فضاها ‌مشتق‌بین‌این‌فضاها، ‌ترکیب‌و ی‌عملگر

‌[.11]،‌[12]،‌[1]‌لف‌انجام‌شدؤلوسکی‌و‌م‌وسیلۀ‌بهکند‌در‌شرایط‌رشدی‌خاصی‌صدق‌می‌ که‌وزن‌حالتی

‌.شودروی‌محور‌موهومی‌صعودی‌می‌ گاه‌‌آن‌   ،‌1قسمت‌‌1بدیهی‌است‌که‌اگر‌در‌تعریف‌‌:‌1تذکر

چه‌مشابه‌آن‌در‌شرایط‌رشدی‌خاصی‌ که‌لازم‌باشد‌خواهیم‌برای‌نرم‌سوپریمم‌وزنی‌بدون‌ایندر‌این‌مقاله‌می

این‌قبل‌از‌ورود‌به‌نتایج‌اصلی‌این‌مقاله‌به‌.‌بیان‌شده‌است‌صدق‌کند‌دو‌نمایش‌معادل‌بیابیم‌[11]،‌[12]،‌[1]‌در

‌:مطالب‌نیاز‌داریم

δازای‌هر‌به‌:3تعریف‌ ‌‌:کنیمترتیب‌چنین‌تعریف‌می‌را‌به‌  ،‌   هایمجموعه‌  

                
‌و‌‌‌‌

                

‌‌:4تعریف‌ Ω  فرض‌کنید Ω باز)‌     ‌ ‌‌ریخت‌تمامیک‌تابع‌( ‌چنین‌تعریف‌‌         ‌ Ω  و را

‌:کنیم‌می

           
   

       

‌.استدر‌صفحه‌مختلط‌‌ و‌شعاع‌‌ ای‌به‌مرکز‌دایره‌     ،‌منظور‌از‌   و‌‌   فرض‌کنیم‌‌:5تعریف‌

     را‌با‌ضابطه‌‌     نگاشت‌‌:2تعریف‌
   

   
‌.کنیمتعریف‌می‌ 

‌توان‌نشان‌داد‌،‌به‌سادگی‌می‌   برای‌‌:1تذکر‌

       
    

             
 

      

             
  

     ‌ۀرا‌با‌ضابط‌     ،‌حال‌اگر‌نگاشت‌‌      شود‌که‌نتیجه‌می‌مذکور‌ۀاز‌رابط
   

   
تعریف‌‌

‌‌:کنیم‌داریم

 چنینهم.‌             بنابراین‌‌                

            
      

             
 

      

             
  

نرم‌این‌.‌است‌              روی‌‌دار‌کران‌فضای‌تمام‌توابع‌اساساً‌     منظور‌از‌(‌الف‌:7تعریف‌

‌.دهیمنشان‌می‌    فضا‌را‌با‌

                                                                                                                                                                          
1. Lusky 

2. Bonet 

3. Domonski 
4. Lindstrom 
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‌چنین‌هم(‌ب

ریخت‌تمام است                    ،            

 

 نتایج اصلی
‌که‌‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌ در‌این‌صورت‌یک‌ثابت‌مثبت‌.‌باشد‌ یک‌وزن‌استاندارد‌روی‌‌ فرض‌کنید‌‌:1لم‌

 

 
                                

‌یعنی.‌‌             پس‌‌        چون‌:‌اثبات

.                                        

‌شود‌که‌صعودی‌است‌نتیجه‌می‌روی‌محور‌موهومی‌تقریباυ‌ًکه‌وزن‌‌و‌این‌مذکوراز‌روابط‌

υ       υ                                                      (1)  

υ       υ                                                      (1)  

‌.شودحکم‌ثابت‌می(‌1)‌و(‌1)روابط‌‌بر‌اساسحال‌

‌‌:‌1لم ‌کنید ‌‌ فرض ‌روی ‌استاندارد ‌وزن ‌‌ یک ‌باشد‌   و ‌دلخواه ‌این. ‌انتقال‌در ‌عملگر صورت

‌.است‌دار‌کران‌               ‌ۀتعریف‌شده‌با‌ضابط‌               ،  

از‌به‌‌            ،‌‌   ازای‌هر‌‌چون‌به.‌است‌‌ روی‌ریخت‌تمامیک‌تابع‌‌     وضوح‌‌به:‌اثبات

‌‌:که‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌ شود‌که‌ثابت‌مثبت‌نتیجه‌می(‌1)کار‌بردن‌لم‌
 

 
                   

‌بنابراین‌
 

 
                                            

‌و‌در‌نتیجه‌
          

   
             

     
   

               

     
    

             

        

‌.پردازیم‌که‌نقش‌مهمی‌در‌اثبات‌نتایج‌اصلی‌این‌مقاله‌دارندهم‌اکنون‌به‌یادآوری‌دو‌قضیه‌می

‌               و‌‌              فرض‌کنید‌(‌:‌1لیندلف‌-فراگمن‌ۀقضی:‌)‌1ۀقضی

‌‌:که‌طوریوجود‌دارد‌به‌   چنین‌فرض‌کنید‌هم.‌‌      پیوسته‌و‌‌  روی‌‌ و‌

                        
‌گاه‌‌آن‌                                  اگر‌

                                         
‌:توان‌نتیجه‌گرفتمی‌مذکور‌ۀابطچنین‌از‌رهم

.                   

                                                           
1. Phragmen-Lindelof 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌.را‌ببینید‌]11[از‌‌‌8.11ۀقضی:‌اثبات

‌ۀتعریف‌شده‌با‌ضابط‌         یک‌تابع‌‌       به‌هر‌تابع‌:‌1ۀ‌قضی

           
   

        

‌             چنین‌هم.‌شودنظیر‌می

‌.را‌ببینید‌]11[از‌‌‌31.11ۀقضی:‌اثبات

‌.درست‌است‌ برای‌هر‌انتقالی‌از‌گوی‌یکه‌باز‌‌‌1ۀوضوح‌قضی‌به:‌3تذکر

‌3لم‌ :‌ ‌   فرض‌کنید ‌این.   صورت‌در
 

   
 

 

   
              ‌ تصویر‌‌ یعنی‌تحت‌نگاشت‌.

دایره‌به‌مرکز‌
 

   
و‌شعاع‌‌

 

   
‌.  از‌آن‌برداشته‌شده‌باشد‌برابر‌است‌با‌خط‌‌     که‌نقطه‌‌

‌اثبات :‌ ‌مرکز ‌با ‌توجه‌کنید‌که‌دایره ابتدا
 

   
‌‌ و‌شعاع

 

   
‌نقطه‌‌ ‌از ‌نقط‌αنگاشت‌‌گذرد‌ومی‌     همواره ‌ۀدر

‌گاه‌‌آن‌              ،‌اگر‌      فرض‌کنید‌.‌تعریف‌نشده‌است‌       

      

             
    

 

   
      

 

   
 

  

   
     

 
 

   
 

 

   
 

  

    
    

 

   
 
 

 

 
 

      
    

 

   
 
 

 

         
 

   
  

 

   
 

 یعنی
  

را‌به‌دایره‌‌  خط‌‌
 

   
 

 

   
‌.کند‌که‌معادل‌حکم‌استتصویر‌می‌          

𝜏فرض‌کنید:‌4لم‌ ‌:صورتباشد‌در‌این‌دار‌کران‌    که‌‌طوریباشد‌به‌ریخت‌تمام‌     و‌‌    

                 . 
‌:صورتدر‌این‌           و           فرض‌کنید‌:‌اثبات

                    
‌و‌‌‌‌‌

                    
‌می              ‌دهیمقرار .‌ ‌پس‌دار‌کران‌    چون ‌‌  است ‌روی ‌نتیجه‌‌دار‌کران‌  نیز ‌در ‌و است

         ‌ ‌به. ‌از ‌حال ‌قضیه ‌بردن ‌می‌1کار ‌نتیجه ‌که ‌دارد‌           شود ‌وجود که‌‌طوری‌به.

               
   
 

‌:لبگ‌مجموعه‌تک‌نقطه‌ای‌برابر‌صفر‌است‌بنابراین‌ۀچون‌انداز.‌‌

                   
       

   
 

 

‌و‌

                           
                                                (3)  

‌طور‌مشابه‌‌به.‌استتابع‌مشخصه‌‌ که‌در‌آن‌

                           
                                 (4)  

‌.                   پس‌     چون‌

‌.شودنتیجه‌می‌‌1ۀو‌قضی(‌4)و‌(‌3)حال‌از‌روابط‌
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باشد‌‌دار‌کران‌  و‌‌  فقط‌روی‌‌ اگر‌4در‌واقع‌لم‌.‌ضروری‌است‌‌4در‌لم‌‌  روی‌‌ بودن‌‌دار‌کرانفرض‌:‌4تذکر

‌.درست‌نیست

‌ ‌1مثال :‌ ‌کنید ‌ضابط‌     فرض ‌باشد‌         ‌Gبا ‌شده ‌تعریف ‌این. و‌‌         صورتدر

‌اما‌‌         

                     𝜏     . 

‌.دست‌آوردتوان‌اولین‌نمایش‌معادل‌برای‌نرم‌سوپریمم‌وزنی‌را‌بهاکنون‌میهم‌

‌‌.باشد‌ یک‌وزن‌استاندارد‌روی‌‌ فرض‌کنید‌:‌3قضیه‌

‌       ازای‌هرکه‌بهطوریبه.وجود‌دارد‌‌  به‌وابسته‌‌ یک‌ثابت‌مثبت‌‌    برای‌هر(‌الف
 

 
   یا                        

 

  
    یا                                

 

  
  (5)  

‌ب ‌‌ اگر( ‌و ‌استاندارد ‌وزن ‌‌دار‌کرانیک ‌آن‌ روی ‌‌باشد، ‌مثبت ‌ثابت ‌یک ‌به‌ گاه ‌دارد ‌به‌طوری‌وجود ازای‌‌که

 هر
 
‌       و‌هر‌  

 

 
                                                          

‌‌که‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌    شود‌که‌نتیجه‌می‌1از‌لم‌(‌الف:‌اثبات
 

  
                                                 

‌بنابراین‌                      چون‌
 

  
                                                             (2)  

 برای‌هربدیهی‌است‌که‌
 
  ‌

 

  
   یا                         

 

  
                              (7)  

‌وضوح‌گاه‌به‌آن‌    اگر‌

    یا                               .
 

  
  

‌به‌سه‌قسمت‌‌ۀصفحتوان‌نیممی‌    چون‌‌      حال‌فرض‌کنید‌ ‌  بالایی‌را صورت‌به‌  و‌‌  ،

‌زیر‌تقسیم‌کرد

                                    
 

  
              

 
 

  
  

 وضوح‌به

                
         

         
                                                      (8)  

 حال‌فرض‌کنید.‌تقریب‌بزنیم‌  ‌ۀرا‌فقط‌روی‌مجموع‌             کافی‌است‌که‌(‌7)‌ۀبا‌توجه‌به‌رابط

             
 

  
‌‌ ‌توابع چون

     

      
‌‌ و

     

  
 

  
  

‌مجموع‌ ‌‌ۀروی     فشرده
 

  
‌هستند‌‌  پیوسته

‌که‌‌طوری‌وجود‌دارند‌به‌  و‌‌  های‌مثبت‌بنابراین‌ثابت

                               
 

  
                                                   (1)  
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‌شود‌نتیجه‌می‌1کار‌بردن‌قضیه‌‌هحال‌از‌ب

                  

 
  
  

 
  
           

    
 
  
    

                     
  

  

 
  
  

 
  
   

                     
  

  

    
 
  
    

                     

  

                                    (12)  

                      اگر

  

‌:شودنتیجه‌می(‌12)‌و‌(1)گاه‌از‌روابط‌‌آن‌            

(11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                              ‌

                     اگر‌

  

          

  

‌شود‌که‌نتیجه‌می(‌12)و‌(‌1)گاه‌از‌روابط‌‌آن‌ 

                       

  

   
 

  
                                     (11)  

‌کنند‌که‌نیز‌ایجاب‌می(‌11)و‌(‌11)روابط‌

                              𝜏     𝜏 𝜏 یا     
 

  
   (13)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  

قرار‌دهیم‌‌             را‌در‌نظر‌بگیریم‌و‌(‌13)و‌(‌8)،‌(‌2)حال‌اگر‌روابط‌.‌              که‌

‌.شودثابت‌می(‌الف)قسمت‌

 فرض‌کنید‌(:‌اثبات‌ب
 
‌‌:شودنتیجه‌می(‌5)‌ۀاز‌رابط.‌داده‌شده‌باشد‌  

.
 

 
                               

‌‌:شودنتیجه‌می‌4است‌از‌لم‌‌دار‌کران‌ و‌‌       چون‌

                   
‌و‌در‌نتیجه‌

.                             
     

      
 

‌که‌‌طوری‌وجود‌دارد‌به‌    از‌این‌رو،‌صعودی‌است‌‌و‌تقریباً‌دار‌کران‌ چون‌
     

      
                                  

‌بنابراین‌

                                        
‌.شوداختیار‌شود‌حکم‌ثابت‌می‌            حال‌اگر‌‌

‌.‌نیاز‌داریم‌(5)دست‌آوردن‌دومین‌نمایش‌معادل‌برای‌نرم‌سوپریمم‌وزنی‌به‌لم‌‌هبرای‌ب

‌‌‌ۀرا‌با‌ضابط‌          و‌‌ یک‌وزن‌استاندارد‌روی‌‌ اگر:‌5لم‌

                   
     

     
   

‌.است‌ یک‌وزن‌استانداررد‌روی‌‌  گاه‌‌تعریف‌کنیم،‌آن
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‌چنین‌اگر‌‌هم.‌شعاعی‌و‌پیوسته‌است‌  وضوح‌‌به:‌اثبات‌

          
      

      
 
      

      
 

در‌واقع‌)‌شود‌مینزولی‌‌تقریباً(‌   نسبت‌به‌)‌ روی‌  ‌از‌این‌رو،صعودی‌روی‌محور‌موهومی‌است‌‌تقریباً‌ و‌چون‌

‌(‌وزن‌استاندارد‌است‌ نیز‌روی‌‌  

‌‌چنین‌‌هم

.                          
     

     
     

صورت‌در‌این‌.‌تعریف‌شده‌باشد‌5مانند‌لم‌‌          و‌‌ یک‌وزن‌استاندارد‌روی‌‌ فرض‌کنید‌:‌‌4ۀقضی

‌که‌‌طوری‌وجود‌دارند‌به‌  و  های‌مثبت‌ثابت

.                                

‌‌    ‌در‌واقع‌برای‌نرم‌سوپریمم‌وزنی ‌     ،‌یک‌نرم‌سوپریمم‌وزنی‌معادل‌ وزن‌استاندارد‌روی‌‌ و وزن‌‌  )،

‌.‌ایمیافته(‌ استاندارد‌روی‌

‌که‌‌طوری‌‌وجود‌دارد‌به‌ ،‌ثابت‌مثبت‌‌3ۀقضی(‌ب)با‌توجه‌به‌قسمت‌:‌اثبات
 

 
                                                                         (14)  

 .        ‌خواه‌پس‌از‌انتخاب‌ثابت‌و‌دل‌   فرض‌کنید‌

‌که‌‌طوریهوجود‌دارد‌ب‌    ثابتی‌مانند‌‌1با‌توجه‌به‌لم‌.‌      چنین‌فرض‌کنید‌‌هم

                              

‌           اگر
   

   
‌آن‌ ‌دهیم ‌‌قرار           گاه

   

   
‌(‌ ‌که ‌کنید ‌   توجه ‌نتیجه‌( ‌در و

  
     

     
‌بنابراین‌.‌

                    
     

     
     

     

     
   

‌طور‌معادل‌یا‌به

                                        
‌شودنتیجه‌می‌مذکور‌ۀ،‌پس‌از‌رابط           چون‌

                
   

                                 

‌بنابراین

                                 
   

                         (15)  

‌که‌‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌    شود‌که‌نتیجه‌می(‌15)و‌(‌14)از‌روابط‌
          

   
           

‌که‌‌توجه‌به‌این‌با.‌ثابت‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌   چنین‌‌هم‌.واه‌پس‌از‌انتخاب‌ثابت‌باشدخدل‌   ‌حال‌فرض‌کنید

     

     
 
      

      
           

‌که‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌    شود‌که‌‌استاندارد‌است‌نتیجه‌می‌ روی‌‌ که‌‌و‌این
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‌بنابراین‌

                                              
‌گاه‌آن‌      حال‌اگر‌

                                                   

‌نهایتاً.‌نتیجه‌شده‌است‌1از‌لم‌‌مذکور‌ۀکه‌نامساوی‌آخر‌در‌رابط
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