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 ۀبهبود نسبی کاهش اریبی در برآوردگر چگالی با استفاده از هست

 هندسی ۀیابی شد برون
 

‌شادرخ،‌مسعود‌یارمحمدی؛‌ ،‌علی*صالحی رضا

‌تهرانآمار،‌ گروه‌،نور پیام دانشگاه

‌22/99/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌33/30/16دریافت‌

 چکیده

‌است ایروش‌هسته‌احتمال چگالی برآورد ناپارامتری های‌روش از یکی ‌به این در. منظور‌کاهش‌اریبی‌برآورد‌‌مقاله،

کاهش‌‌ۀکاهش‌اریبی‌و‌هست‌ۀهندسی،‌هست‌ۀیابی‌شد‌متداول‌برون‌ۀهست‌متداول،‌ۀهایی‌مانند‌هست‌ای،‌روشچگالی‌هسته

 انتخابۀ‌نحو جمله از نظری چنین‌خواص‌هم‌.گیردمی قرار بررسی و بحث مورد و معرفی هندسی‌ۀیابی‌شد‌اریبی‌برون

ها‌متقارن‌باشند،‌میانگین‌انتگرال‌مربعات‌هرگاه‌هسته.‌شود‌بررسی‌می حاصل برآوردگرهای دقت میزان و همواری پارامتر

.‌یابدتری‌دست‌می‌ها‌به‌نرخ‌همگرایی‌سریع‌نسبت‌به‌سایر‌روش شده‌هندسییابی‌‌کاهش‌اریبی‌برون‌ایخطای‌روش‌هسته

‌‌به ‌برآوردگرها، ‌این ‌عملکرد ‌بررسی ‌مونتشبیه‌بررسیمنظور ‌‌کارلوسازی ‌استانجام ‌شده ‌ب‌هم. ‌نتایج ‌آمده‌‌هچنین دست

ای‌کاهش‌های‌هسته‌روش‌در اریبی میزان که دهند‌می نشان نتایج.‌های‌واقعی‌نشان‌داده‌شده‌استکمک‌تحلیل‌داده‌به

 .‌یابدکاهش‌می‌گیری‌چشمطور‌‌ههندسی‌ب‌ۀیابی‌شد‌ای‌کاهش‌اریبی‌بروناریبی‌و‌هسته

  .متقارن‌ۀهستهمواری،‌ پارامتریابی‌هندسی،‌‌برون برآورد‌چگالی،اریبی،‌: های کلیدیهواژ ‌‌

  .‌30G62‌،37G62(: 1222)بندی ریاضی رده

 

 مقدمه. 2

نظری‌این‌روش‌و‌کاربردهای‌آن‌‌های‌پژوهش.‌[1]‌ای‌استبرآورد‌چگالی‌هسته‌،برآورد‌چگالیهای‌‌تکنیکیکی‌از‌

‌هاردل‌،[3]‌سیلورمن.‌[2]‌وجود‌آورده‌است‌هها،‌انقلابی‌در‌برآورد‌چگالی‌احتمال‌بها‌برای‌پردازش‌داده‌رایانهکمک‌‌به

‌بسط‌‌بسیاری‌دیگرو‌‌[4] ‌داده‌از‌افراد‌این‌روش‌را ‌اندابعاد‌بالاتر‌تعمیم‌داده‌بهو‌آن‌را  چگالی برآورد جاکه‌آن از.

‌رو،‌کندمی ارائه خوبی برآورد نیز کوچک هاینمونه با ایهسته ‌این های‌زمینه در گوناگونی کاربردهای دارای از

‌تصاویر پردازش،‌[10]‌شناسی‌آب ،[9]‌،‌جغرافیا[8]‌اقتصاد‌ [7]یا‌رایانه های‌،‌گراف[6]‌شناسی‌،‌اقلیم[5]‌داری‌بانک

 چگالی برآورد تکنیک.‌است غیره و‌ [15]پزشکی ،‌[14]‌شناسی‌باستان ،‌[13]‌نظارت ،‌[12]‌اعصاب علوم ،‌[11]

‌فراوانی یک گرافی نمایش عنوان‌به نگار‌بافت چگالی برآورد برای 9103 ۀده اواخر در ایهسته .‌شد بیان توزیع

گرایی‌مجانبی‌بهترین‌نرخ‌هم‌‌‌‌[17]‌فارل.‌دادند توسعه و بیان را روش این‌[16]و‌پارزن‌‌[1]‌سیلورمن
2

2 1( )
r

rO n را‌‌

‌[18]‌سامیودین‌و‌ال‌سید.‌دست‌آورد‌های‌متعامد‌ببرای‌برآوردگرهای‌هسته‌‌(MSE)‌‌‌‌‌‌9خطا‌‌‌‌‌کمک‌میانگین‌مربعات‌‌‌به

                                                           
*

 salehir2003@yahoo.com           نویسنده مسئول
1. Mean ‎Square ‎Error 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

4.
2.

21
1 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

97
.4

.2
.5

.2
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             1 / 18

https://mmr.khu.ac.ir/admin_emailer.php?mod=send_form&sid=1&slc_lang=fa&em=salehir2003-ATSIGN--YAAHHOO-.com&a_ordnum=2663
http://dx.doi.org/10.29252/mmr.4.2.211
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1397.4.2.5.2
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2663-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌121
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

برآوردگری‌با‌استفاده‌از‌بعضی‌‌[19]‌و‌همکاران‌سید‌ال.‌شدند‌معرفی‌کردندکه‌باعث‌کاهش‌اریبی‌میرا‌هایی‌هسته

‌دادندشناسه ‌پیشنهاد ‌کاهش‌اریبی ‌برای ‌احتمالاتی ‌های ‌روپرت. ‌و ‌چندجمله‌[20]مارون ‌برای ‌مناسب الگوریتمی

‌دوم‌و‌تابع‌توزیع‌تجمعی‌بتا‌در‌کاهش‌اریبی‌مرزی‌پیشنهاد‌کردند‌ۀهای‌درج‌ای یک‌روش‌‌[21]‌کیم‌و‌همکاران.

-مانبف‌و‌مارتینز.‌یافتش‌اریبی‌توسعه‌دادند‌که‌واریانس‌تنها‌از‌طریق‌فاکتور‌ثابت‌مناسب‌افزایش‌میوله‌برای‌کاهاچ

این‌.‌شیتز‌کار‌کردند‌روی‌اریبی‌کاهش‌یافته‌نسبی‌هسته‌در‌برآوردگر‌هسته‌کلاسیک‌از‌طریق‌شرط‌لایپ‌[22]‌فیلو

کایرات‌و‌‌.‌تواند‌باعث‌کاهش‌اریبی‌شودمی‌و‌کرده‌طور‌طبیعی‌انتخاب‌سازوار‌پارامترهای‌هموارسازی‌را‌رهبری‌هروش‌ب

کیم‌.‌بررسی‌کردندای‌شارلیه‌در‌برآورد‌چگالی‌هسته-نیکوف‌و‌گرام‌های‌اپانچبهبودی‌اریبی‌را‌با‌هسته‌[23]‌همکاران

‌برآوردگر‌چگالی‌هسته‌[24]‌و‌کیم ‌از ‌کاهش‌می‌‌MSEای‌که‌یک‌نسخه ‌ارائه‌کردندرا ‌داد ‌نشان‌دادند‌که‌‌آن. ها

‌ناشی‌از‌کاهش‌اریبی‌است‌نه‌واریانس‌‌‌MSEکاهش‌ .‌ ‌تکیه‌ۀبرآوردگر‌هست‌[25]ایگاراشی‌و‌کاکیزاوا گاه‌‌متقارن‌با

[ 0, )کردند‌و‌نشان‌دادند‌که‌بهترین‌‌بررسینرمال‌استاندارد‌‌ۀهای‌اصلاح‌اریبی‌نامنفی‌با‌هست‌کمک‌تکنیک‌بهرا‌‌

میانگین‌انتگرال‌مربعات‌خطا‌با‌
8

9( )O n


رویکرد‌جدیدی‌برای‌کاهش‌‌[26]‌جینگ‌شارون‌و‌جینگ.‌‌دهدرخ‌می‌

‌.‌ای‌ارائه‌کردنداریبی‌برآوردگر‌چگالی‌هسته

های‌گذشته‌کوشش‌بسیاری‌شده‌که‌برآورد‌چگالی‌احتمال‌با‌دقت‌در‌دهه‌پیداست‌های‌مذکور‌پژوهشچه‌از‌‌چنان

یابی‌هندسی‌‌با‌استفاده‌از‌برونای‌متقارن‌کاهش‌اریبی‌برآوردگرهای‌هستهبه‌در‌این‌مقاله‌رو،‌ن‌از‌ای.‌بالاتری‌ارائه‌شود

‌بررسیای‌کاهش‌اریبی‌،‌برآوردگر‌هسته3در‌بخش‌ ‌شود‌میرا‌معرفی‌‌متداول‌ۀ،‌برآوردگر‌هست2در‌بخش‌.‌پردازیم‌می

،‌0سازی‌در‌بخش‌‌شبیه‌های‌روش .کنیمیابی‌هندسی‌برای‌کاهش‌اریبی‌را‌بررسی‌می‌روش‌برون‌،4در‌بخش‌‌.شود‌می

‌ ‌را ‌به‌کرده،ارائه ‌را ‌‌نتایج ‌استاندارد ‌نرمال ‌کمک‌هسته ‌مقایسه ‌کنیم‌میبررسی‌و ‌بخش‌. ‌از‌6در ‌عددی ‌مثال ‌سه ،

 .‌شود،‌بیان‌می7نتایج‌را‌در‌بخش‌‌ۀخلاص‌نجامبررسی‌کرده‌و‌سراهای‌واقعی‌را‌‌داده

 

 ای متداولبرآوردگر هسته.  1
2کنید‌ فرض 1, ,nX X Xتصادفی‌ ۀنمون یک‌nمجهول احتمال چگالی تابع با توزیع یک تایی‌ازfباشد‌‌ . 

‌:شودمی تعریف صورت‌دینبنشان‌داده‌و‌‌f̂را‌با‌‌‌xۀنقط در(‌UK)‌1ای‌متداولهسته چگالی برآورد

1 1

1 1ˆ ( ) ( ) ( )
n n

i
h h i

i i

x X
f x K x X K

n nh h 


                           (9)  

 کنترل را همواری از ایدرجه و شودمی نامیده همواری پارامتر یا پنجره پهنای مثبت، حقیقی عدد یک‌hآن‌ در که

و‌ کندمی
1

( ) ( )h

x
K x K

h h
تابع‌چگالی‌نامعلوم.‌شودمی نامیده ایهسته تابع‌fتابع‌هسته‌،Kو‌پارامتر‌همواری‌‌

hکنندمی صدق روابط این‌در معمولا‌:‌‌
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1. Usual Kernel 
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‌‌1aشرایط‌ تحت داد نشان [‌96]پارزن‌ ˆبرآوردگر‌‌5aتا
hfملاحظه‌ که‌چنان.‌است دو ۀدرج میانگین در سازگار‌

ˆبرآوردگر شود اختیار کوچک خیلی‌hمقدار‌ اگر .دارد بستگی‌hهمواری پارامتر به (9)‌ایهسته برآوردگر شود‌می
hf‌

فرض‌کنید‌تابع‌چگالی‌ .شود ارائه‌hبهینه مقدار تعیین برای مناسب روشی است لازم رو،‌از‌این .خواهد‌بود مواج بسیار

fچنین‌کنند‌و‌هم صدق ‌9aتا‌‌6aدر‌شرایط‌‌Kو‌تابع‌هسته‌‌fنامعلوم در‌همسایگی‌‌x‌ًپیوسته‌باشد‌مطلقا‌.‌

‌:داریم [‌27]و‌واند‌و‌جونس‌[‌3]اساس‌سیلورمن‌ بر

‌ 2 2 31ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
2

h hBias f x E f x f x h f x y K y dy O h                (2)  

‌و‌

2 2 11ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( ) ( ( ))) ( ) ( ) (( ) )h h hVar f x E f x E f x f x K y dy O nh
nh

          (3)  

‌:گیریم‌کهنتیجه‌می(‌3)و‌(‌2)از‌ بنابراین

   

2

4 22 2 2 5

ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) var( ( ))

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

4

h h hMSE f x Bias f x f x

h
f x y K y dy f x K y dy O h

nh n

 

    
 

‌ۀبهینه‌از‌مرتب‌MSEنتیجه‌ در 
4

5O n
 

 
 

با‌‌
1

5( )opth O n


بود خواهد‌.‌

 

 ای کاهش اریبیهسته برآوردگر.  2
متداول‌با‌پارامتر‌همواری‌ ایهسته چگالی برآوردگر‌،UKمتداول‌ایهسته‌چگالی برآوردگر کاهش‌اریبی منظور‌به

ahدر‌نظر‌بگیرید‌‌:‌

1

1ˆ ( ) ( ) , 0
n

i
ah

i

x X
f x K a

anh ah


   

‌:‌داریم‌5aتا‌‌1aتحت‌شرایط

  2

3 4
3

2( )ˆ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

ˆ (
!

( )
( ) ( ) ).

)

(
3!

ah haBias f
ah

E f x f x ahf x xK x dx f x x K x dx

ah
f x x K x O h

x

dx

    

 

 



 

‌‌:ای‌متداول‌داریمبا‌کم‌کردن‌مقدار‌برآورد‌اریبی‌از‌برآوردگر‌هسته
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2
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x X ah
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 در(‌BRK)1اریبی کاهش ایهسته‌پیشنهادی برآوردگر گاه‌آن‌باشد‌صفر‌آن‌گشتاورهای‌فرد‌تمام‌و‌متقارن‌Kۀهست‌اگر

‌‌:بود خواهد زیر صورت به‌نشان‌داده‌و‌‌fرا‌با‌‌‌xۀنقط
2

2

1

2

1 1

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2!

1
( ) ( ) ( ).

2

n
i

ah

i

n n
i i

i i

x X ah
x K f x x K x dx

anh ah

x X x Xah
K x K x dx K

anh a n h

f

h



 


 

 
 

 

 

     (4)  

 خیر، یا هست‌‌MSEکاهش نتیجه در و اریبی کاهش به قادر ساختاری نظر از جدید برآوردگر این که‌این بررسی برای

‌.‌کنیممی محاسبه آن‌را واریانس و اریبی

دارای‌مشتق‌‌xدر‌همسایگی‌‌fمتقارن‌و‌تمام‌گشتاورهای‌فرد‌آن‌صفر‌باشند‌و‌Kفرض‌کنید‌هسته ‌.2 ۀقضی

‌:‌بنابراین‌داریم.‌برقرار‌باشند‌8aو‌‌4a‌،5aچنین‌فرض‌کنید‌شرایط‌‌هم.‌چهار‌باشد‌ۀمرتب
4 2

2 4( )
( ( )) ( ) ( ) ( )

2!2!
ah

ah
Bias f x f x K x x O hx d   
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‌:‌استصورت‌‌دینپیشنهادی‌نهایی‌ب(‌GEBRK)‌1یابی‌هندسی‌ای‌کاهش‌اریبی‌برونهستهبنابراین‌برآوردگر‌
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چنین‌با‌استفاده‌از‌تعریف‌‌هم xhIداریم‌،‌:‌

 4( )
1 .

( )

h

ah

I x
O h

I x
   

‌بنابراین

                                                           
1. Geometric Extrapolation Bias Reduction Kernel 
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)*برآوردگر‌‌MISE ‌در‌نتیجه )hf xاز‌مرتبه‌* 16 1
( ( ))hMISE f x O h

nh

 
  

 
توان‌‌بنابراین‌به‌سادگی‌می.‌است

دید‌که‌پارامتر‌همواری‌برابر‌
1

17
opth O n

 
  

 
بهینه‌از‌مرتبه‌MSEچنین‌‌هم.‌است‌

16

17( )O n


نتایج‌.‌خواهد‌بود‌

‌.‌است‌خلاصه‌شده‌2ۀ‌بالا‌در‌قضی

ۀ‌دارای‌مشتق‌مرتب‌xدر‌همسایگی‌fمتقارن‌و‌تمام‌گشتاورهای‌فرد‌آن‌صفر‌باشند‌و‌Kۀ‌فرض‌کنید‌هست .1ۀ قضی

‌:‌داریم‌صورت‌در‌این.‌برقرار‌باشند‌9aتا‌‌5aچنین‌فرض‌کنید‌شرایط‌‌هم.‌چهار‌باشد

   
4 2

* 8 2 2 12 1
( ) ( ( )) ( ) ,

32
h

a
Bias f x h f x x K x dx O h

nh

 
   

 
  

 * 1
( ) .hVar f x O

nh

 
  

 
 

‌در‌نتیجه‌

16 1
( ( )) ( )hMSE f x O h

nh
   

‌ۀبهینه‌از‌مرتب‌MSEو‌
16

17( )O n


با‌‌
1

17
opth O n

 
  

 
‌.است‌

 سازی شبیه های پژوهش. 2
سازی‌‌کمک‌شبیه‌کنیم،‌سپس‌بهرا‌پیدا‌می‌‌aمقدار‌بهینه‌برای‌پارامتر‌سازی،‌ابتدادر‌این‌بخش‌با‌استفاده‌از‌شبیه

‌.‌مکنیبرآوردگرهای‌حاصل‌را‌بررسی‌و‌مقایسه‌میکارلو‌مونت
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌112
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 aانتخاب بهینه پارامتر .  2. 2

‌ ‌از ‌استفاده ‌بخش‌با ‌این ‌میشبیه‌بررسیدر ‌نشان ‌سازی ‌که ‌‌کمینهدهیم )کردن ( ))hMSE f xیک‌‌‌ حاصل

کند‌‌کمینهبرآوردگر‌پیشنهادی‌را‌‌MSEکه‌را‌‌aبنابراین‌هر‌مقداری‌از‌.‌است‌aانتخاب‌قابل‌اطمینانی‌برای‌پارامتر‌

پذیر‌‌گیری‌امکان‌کمک‌مشتق‌به‌MSEکردن‌‌کمینهچون‌.‌کنیمعنوان‌برآوردگر‌بهینه‌برای‌کاهش‌اریبی‌معرفی‌می‌به

جاکه‌میزان‌اریبی‌برابر‌‌از‌آن.‌را‌به‌حداقل‌برسانیم‌MSEکنیم‌های‌عددی‌سعی‌می‌نیست‌بنابراین‌با‌استفاده‌از‌روش

های‌عددی‌مانند‌روش‌مستطیلی‌و‌‌کارگیری‌روش‌اشغال‌شده‌بین‌چگالی‌واقعی‌و‌چگالی‌برآورد‌شده‌است،‌با‌به‌ۀناحی

کار‌رفته‌های‌بهداده.‌آوریمدست‌می‌هبMSE ‌کردن‌ینهکمرا‌با‌‌aمقدار‌بهینه(‌[29]‌بوردن‌و‌فیرز)‌روش‌سیمپسون

،‌برابر‌چگالی‌نرمال‌استاندارد‌در‌نظر‌گرفته‌Kۀچنین‌هست‌هم.‌اندسازی‌از‌توزیع‌نرمال‌استاندارد‌تولید‌شدهدر‌شبیه

ترتیب‌در‌دو‌روش‌مستطیلی‌و‌سیمپسون‌در‌برآوردگر‌به‌aمقادیر‌بهینه‌برای‌پارامتر‌‌0با‌توجه‌به‌شکل‌.‌شده‌است

BRK‌‌ ‌‌02/3برابر ‌برآوردگر‌61/3و ‌در ‌‌ GEBRKو ‌‌69/3برابر ‌دست‌آمد‌هب‌63/3و ‌آن. ‌از ‌دقت‌روش‌‌اما جاکه

برای‌مقدار‌‌را‌GEBRKدر‌برآوردگر‌‌63/3و‌مقدار‌ BRKدر‌برآوردگر61/3تر‌است‌بنابراین‌مقدار‌‌سیمپسون‌بیش

‌.‌هستندصورت‌‌دیندر‌نتیجه‌برآوردگرهای‌نهایی‌پیشنهادی‌ب.‌دهیمپیشنهاد‌می‌aبهینه‌

‌:‌پیشنهادی‌برابر‌با‌BRKبرآوردگر‌

2

1 1

1 0.69
f ( x)= ( )

0.69 0.69 2 0.69

n n
i i

ah

i i

x X x Xh
K s K s dx K

nh h n h 

    
   

   
             (93)  

‌:‌پیشنهادی‌برابر‌‌باGEBRK ‌و‌برآوردگر

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌    
0.15 1.15

*

0.60
ˆ ˆ( ) ( ) ( )h h hf x f x f x



                               (99)  

‌.‌دهندکاهش‌می‌گیری‌چشمطور‌‌هب‌GEUKاین‌برآوردگرها‌مقدار‌اریبی‌را‌نسبت‌به‌برآوردگر‌.‌است

 سازی مونت کارلو شبیه بررسی.  1.2

‌شبیه ‌بخش‌مطالعه ‌این ‌در ‌شبیهسازی ‌از ‌استفاده ‌با ‌کاهش‌اریبی ‌مونتبرای ‌برآوردگرسازی ‌برای‌چهار :‌کارلو

‌برآوردگر‌(9)داده‌شده‌در‌رابطه‌‌UKبرآوردگر‌ ،GEUKبرآوردگر(2)داده‌شده‌در‌رابطه‌‌‌ ،‌BRKداده‌شده‌در‌‌

نمونه‌مستقل‌‌9333صورت‌تصادفی‌‌هب.‌دهیمانجام‌میرا‌(‌99)‌ۀداده‌شده‌در‌رابط‌GEBRKو‌برآوردگر‌(‌93)رابطه‌

از‌که‌توزیع‌نرمال‌استاندارد‌حول‌صفر‌متقارن‌است‌‌با‌توجه‌به‌این.‌کنیمانتخاب‌می‌033و‌‌23‌،03‌،233های‌به‌حجم

ای‌در‌این‌نقاط‌محاسبه‌در‌نظر‌گرفته‌و‌برآوردگرهای‌هسته‌0/3و‌‌3‌،0/3‌،9‌،0/9‌،2‌،0/2‌،3را‌برابر‌‌xمقدار‌‌رو،‌این

‌هم‌مقایسه‌می ‌با ‌شوندو ‌به‌هم. ‌کنیمانتخاب‌می‌Kعنوان‌تابع‌هسته‌چنین‌نرمال‌استاندارد‌را ‌Kکه‌هستهجا‌از‌آن.

‌برای‌برآوردگر‌متقارن برابر‌UKاست‌بنابراین‌پارامتر‌همواری‌را
1

5h n


برای‌برآوردگرهای‌ ،‌ GEUKو‌ BRK‌

برابر
1

9h n


برای‌برآوردگرو‌‌‌ GEBRKبرابر
1

17h n


اریبی،‌واریانس‌و.‌کنیمانتخاب‌می‌‌MSEدینبرآوردگرها‌ب‌‌‌‌

‌:‌شوندصورت‌برآورد‌می
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌112بهبود‌نسبی‌کاهش‌اریبی‌در‌برآوردگر‌چگالی‌با‌استفاده‌از‌هسته‌برونیابی‌شده‌هندسی

)چگالی‌واقعی‌‌fکه )f xو‌f̂هر‌کدام‌از‌برآوردگرهای‌‌ˆ ( )hf x‌،*( )hf x‌،( )hf xو‌‌*( )hf xبدون‌از‌.‌است‌

و‌‌4تا‌‌9های‌‌سازی‌در‌جدولنتایج‌شبیه.‌برابر‌چگالی‌نرمال‌استاندارد‌است‌fکنیم‌کهدست‌دادن‌کلیت،‌فرض‌می

‌‌9های‌‌شکل ‌است‌0تا ‌ارائه‌شده ‌توجه‌به‌جدول. ‌‌‌9های‌با ‌‌2های‌و‌شکل‌4تا ‌‌3و ‌‌GEUKو‌‌UKبرآوردگردو

GEUKچنین‌دو‌برآوردگر‌هم.‌مشابهی‌دارند‌عملکرددر‌کاهش‌اریبی‌‌‌BRKو‌‌ GEBRKنیز‌عملکرد‌مشابهی‌در‌

‌و‌‌UKتری‌نسبت‌به‌برآوردگرهای‌دارای‌اریبی‌کمGEBRK ‌و‌‌BRKر‌حالی‌که‌برآوردگرهاید.‌کاهش‌اریبی‌دارند

GEUKرسد‌که‌دو‌برآوردگر‌نظر‌میبه‌.هستند‌BRKو‌‌ GEBRKنسبت‌به‌دو‌برآوردگر‌UKو‌‌GEUKتمایل‌‌

رسد‌نظر‌می‌طورکلی‌به‌هب.‌دهدهای‌کوچک‌رخ‌میتر‌دارند،‌البته‌این‌اتفاق‌برای‌اندازه‌نمونه‌بزرگ‌MSEبه‌واریانس‌و‌

‌برآوردگر‌دیگر‌داشته‌باشنددر‌کاهش‌اریبی‌عملکرد‌بهتری‌نسبت‌به‌دو‌GEBRK ‌و‌‌BRKکه‌برآوردگرهای در‌.

‌.‌دست‌آمد‌هب‌aهای‌عددی‌‌مستطیلی‌و‌سیمپسون،‌مقدار‌بهینه‌برای‌پارامتر‌‌کمک‌روش‌الف‌و‌ب‌به‌0شکل‌

 =12nای مختلف با برآوردگرهای چگالی هسته MSEاریبی، واریانس و ‌.2جدول 

 ایهسته برآوردگرهای  

x معیار UK GEUK BRK GEBRK 

0‌
 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0490673 

0.0046605 
0.0070636 

-0.0287971 

0.0049240 
0.0057533 

-0.0043145 

0.0119197 
0.0119384 

-0.0008744 

0.0131361 
0.0131368 

0.5‌
 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0343345 

0.0044488 
0.0056277 

-0.0170679 

0.0046782 
0.0049695 

-0.0014806 

0.0115978 
0.0116001 

0.0009871 

0.0127337 
0.0127347 

1 Bias 

Variance 

MSE 

-0.0044515 

0.0034274 

0.0034473 

0.0057541 

0.0036465 

0.0036796 

0.0030493 

0.0089766 

0.0089859 

0.0037656 

0.0097261 

0.0097403 

1.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0155765 

0.0024670 
0.0027096 

0.0194854 

0.0025974 
0.0029771 

0.0037757 

0.0056479 
0.0056622 

0.0039859 

0.0058686 
0.0058845 

2 Bias 
Variance 

MSE 

0.0200788 
0.0015348 

0.0019380 

0.0216026 
0.0015503 

0.0020170 

0.0003296 
0.0025575 

0.0025576 

0.0029150 
0.0023339 

0.0023424 

2.5 Bias 
Variance 

MSE 

0.0154379 
0.0006480 

0.0008863 

0.0157371 
0.0005984 

0.0008460 

0.0009452 
0.0009277 

0.0009286 

0.0061031 
0.0007744 

0.0008117 

3 Bias 
Variance 

MSE 

0.0076499 
0.0001997 

0.0002582 

0.0080055 
0.0001744 

0.0002385 

-0.0006175 
0.0002514 

0.0002518 

0.0043093 
0.0002209 

0.0002394 

3.5 Bias 
Variance 

MSE 

0.0034971 
0.0000595 

0.0000717 

0.0037673 
0.0000519 

0.0000661 

-0.0003987 
0.0000611 

0.0000612 

0.0021371 
0.0000609 

0.0000655 

 

          ‌
 =12nای مختلف با چگالی هستهای از مقادیر اریبی برآوردگرهای نمودار خطی و جعبه‌.2شکل 
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‌=22nای مختلف با برآوردگرهای چگالی هسته MSEاریبی، واریانس و ‌.1جدول 

 ایهسته برآوردگرهای  

x معیار UK GEUK BRK GEBRK 

0‌
 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0380254 

0.0022895 
0.0037355 

-0.0247974 

0.0021368 
0.0027517 

-0.0020778 

0.0053727 
0.0053771 

0.0001028 

0.0055016 
0.0055016 

0.5‌
 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0269493 

0.0021085 
0.0028347 

-0.0147192 

0.0019592 
0.0021759 

-0.0031931 

0.0049926 
0.0050028 

-0.0017575 

0.0051192 
0.0051223 

1 Bias 

Variance 
MSE 

-0.0044831 

0.0017487 
0.0017688 

0.0039369 

0.0016291 
0.0016446 

-0.0012606 

0.0040459 
0.0040475 

-0.0011724 

0.0041423 
0.0041437 

1.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0163337 

0.0013168 
0.0015836 

0.0205309 

0.0012435 
0.0016650 

0.0064131 

0.0026958 
0.0027369 

0.0058714 

0.0027298 
0.0027643 

2 Bias 

Variance 
MSE 

0.0172091 

0.0006947 
0.0009094 

0.0193139 

0.0006430 
0.0010160 

0.0026198 

0.0011859 
0.0011928 

0.0025983 

0.0011351 
0.0011418 

2.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0114241 

0.0002584 
0.0003889 

0.0125671 

0.0002309 
0.0003888 

0.0000744 

0.0003800 
0.0003800 

0.0023454 

0.0003056 
0.0003111 

3 Bias 

Variance 
MSE 

0.0053992 

0.0000893 
0.0001185 

0.0060476 

0.0000726 
0.0001092 

-0.0002167 

0.0001143 
0.0001143 

0.0030277 

0.0000884 
0.0000976 

3.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0020862 

0.0000215 
0.0000258 

0.0023964 

0.0000161 
0.0000218 

-0.0000821 

0.0000252 
0.0000271 

0.0017904 

0.0000252 
0.0000284 

 

 ‌
 =22nای مختلف با ای از مقادیر اریبی برآوردگرهای چگالی هستهنمودار خطی و جعبه‌.1شکل 

   =122nای مختلف با برآوردگرهای چگالی هسته MSEاریبی، واریانس و ‌.2جدول 
 ایهسته برآوردگرهای  

x معیار UK GEUK BRK GEBRK 

0 

 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0241311 

0.0008785 
0.0014608 

-0.0175200 

0.0006608 
0.0009677 

-0.0019429 

0.0017283 
0.0017321 

-0.0010077 

0.0015771 
0.0015782 

0.5 

 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0160644 

0.0007851 
0.0010431 

0.0096319 

0.0005986 
0.0006913 

-0.0003355 

0.0015437 
0.0015438 

0.0002561 

0.0014281 
0.0014282 
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1 Bias 

Variance 
MSE 

-0.0014281 

0.0006081 
0.0006103 

0.0046548 

0.0004703 
0.0004919 

-0.0002388 

0.0011776 
0.0011777 

-0.0000172 

0.0010852 
0.0010852 

1.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0088776 

0.0004531 
0.0005319 

0.0135346 

0.0003729 
0.0005561 

0.0006546 

0.0007654 
0.0007658 

0.0004057 

0.0007316 
0.0007318 

2 Bias 

Variance 
MSE 

0.0104526 

0.0002141 
0.0003233 

0.0131997 

0.0001803 
0.0003545 

0.0010200 

0.0003292 
0.0003303 

0.0006592 

0.0003131 
0.0003135 

2.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0062307 

0.0000812 
0.0001201 

0.0076281 

0.0000621 
0.0001203 

-0.0000465 

0.0001196 
0.0001196 

-0.0000297 

0.0001076 
0.0001076 

3 Bias 

Variance 
MSE 

0.0026957 

0.0000213 
0.0000286 

0.0034179 

0.0000153 
0.0000270 

-0.0003725 

0.0000297 
0.0000299 

0.0007227 

0.0000223 
0.0000229 

3.5 Bias 

Variance 
MSE 

0.0008463 

0.0000047 
0.0000054 

0.0011451 

0.0000031 
0.0000044 

-0.0002176 

0.0000063 
0.0000063 

0.0008959 

0.0000059 
0.0000067 

 

  
 =122nای مختلف با هستهای از مقادیر اریبی برآوردگرهای چگالی نمودار خطی و جعبه. 2شکل 

      ‌
 =222nای مختلف با ای از مقادیر اریبی برآوردگرهای چگالی هستهنمودار خطی و جعبه‌.2شکل 

‌=222nای مختلف با برآوردگرهای چگالی هسته MSEاریبی، واریانس و ‌.‌4جدول

 ایهسته برآوردگرهای  

x معیار UK GEUK BRK GEBRK 

0 
 

Bias 
Variance 

MSE 

-0.0172833 
0.0004708 

0.0007695 

-0.0130368 
0.0003160 

0.0004860 

-0.0015517 
0.0008075 

0.0008099 

-0.0010009 
0.0006946 

0.0006956 
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0.0 

 

Bias 

Variance 
MSE 

-0.0115680 

0.0004404 
0.0005742 

-0.0069776 

0.0003018 
0.0003505 

-0.0007380 

0.0007498 
0.0007504 

-0.0003381 

0.0006499 
0.0006500 

1 Bias 
Variance 

MSE 

-0.0006894 
0.0002974 

0.0002977 

0.0043709 
0.0002077 

0.0002268 

0.0003521 
0.0005043 

0.0005044 

0.0006237 
0.0004385 

0.0004389 

1.1 Bias 

Variance 
MSE 

0.0068941 

0.0002179 
0.0002654 

0.0106814 

0.0001648 
0.0002790 

0.0012794 

0.0003365 
0.0003381 

0.0010621 

0.0003019 
0.0003031 

2 Bias 

Variance 

MSE 

0.0073176 

0.0001025 

0.0001560 

0.0098648 

0.0000770 

0.0001743 

0.0006728 

0.0001512 

0.0001517 

0.0003591 

0.0001351 

0.0001353 

2.1 Bias 

Variance 

MSE 

0.0043550 

0.0000347 

0.0000537 

0.0058700 

0.0000252 

0.0000597 

-0.0001899 

0.0000489 

0.0000490 

-0.0002716 

0.0000448 

0.0000449 

3 Bias 

Variance 

MSE 

0.0019690 

0.0000101 

0.0000139 

0.0025127 

0.0000063 

0.0000127 

-0.0000117 

0.0000139 

0.0000139 

0.0003488 

0.0000118 

0.0000120 

3.1 Bias 

Variance 

MSE 

0.0004636 

0.0000017 

0.0000019 

0.0006978 

0.0000009 

0.0000014 

-0.0002014 

0.0000024 

0.0000024 

0.0003943 

0.0000019 

0.0000020 

 

‌
‌.روش مستطیلی از با استفاده aبه عنوان تابعی از پارامتر   MSEنمودار برآورد ‌(آ. 2شکل 

‌
‌با استفاده از روش سیمپسون aعنوان تابعی از پارامتر  به MSEنمودار برآورد ‌(ب. 2شکل 

‌های واقعیداده. 6

‌داده ‌از ‌مجموعه ‌این‌بخش‌سه ‌بهدر ‌و ‌گرفته ‌نظر ‌در ‌چگالی‌‌های‌واقعی‌را ‌تابع ‌شده، کمک‌برآوردگرهای‌ارائه

و‌آزالینی‌‌که‌فارل‌استآب‌گرم‌‌ۀداده‌مربوط‌به‌چشم‌272مجموعه‌اول‌شامل‌.‌کنیمها‌را‌برآورد‌میاحتمال‌این‌داده

‌استبیان‌کرده‌‌که‌رومر‌استمقدار‌درآمد‌سرانه‌واقعی‌‌994دومین‌مجموعه‌شامل‌.‌[30]،‌[17]اند‌ذکر‌کرده‌و‌باومن
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ده‌در‌یک‌آزمایشگاه‌فیزیک‌در‌شهر‌لندن‌در‌باره‌مقاومت‌الیاف‌گیری‌شمقدار‌اندازه‌63سومین‌مجموعه‌شامل‌.‌[31]

آب‌گرم‌برای‌دو‌متغیر‌‌ۀهای‌چشمداده.‌[32]اند‌‌بیان‌کردهزاده‌و‌شادرخ‌‌که‌یعقوب‌استمتری‌‌سانتی‌0/9های‌شیشه

بر‌اساس‌چهار‌.‌دانگیری‌شدهها‌و‌مدت‌زمان‌فوران‌بر‌حسب‌دقیقه‌در‌پارک‌ملی‌یلوستون‌اندازه‌زمان‌انتظار‌بین‌فوران

‌‌UK،‌GEUKبرآوردگر ،BRKو‌‌GEBRKداده‌‌ ‌این ‌اساس ‌بر ‌را ‌بعدی ‌فوران ‌انتظار ‌زمان ‌برآورد‌چگالی ها

‌GEUK ‌و‌‌UKدو‌روش‌شود‌الف‌ملاحظه‌می‌6چه‌از‌شکل‌‌چنان.‌نشان‌داده‌شده‌است‌6نتایج‌در‌شکل‌.‌کنیم‌می

نیز‌مشابه‌هم‌و‌نسبت‌به‌دو‌روش‌قبلی‌دقت‌‌GEBRK ‌و‌BRK ‌کنند‌در‌حالی‌که‌دو‌روشمشابه‌هم‌عمل‌می

‌.‌ب‌و‌ج‌آمده‌است‌6طور‌مشابه‌نتایج‌دو‌مجموعه‌داده‌دیگر‌نیز‌در‌شکل‌‌هب.‌تری‌دارند‌تر‌و‌اریبی‌کم‌بیش

 

 

 

 

 

 

 

 

 های برازش داده شدهو چگالی آب گرمۀ چشم های واقعینگار دادهنمودار بافت‌(آ. 6شکل 

 

 های برازش داده شدهو چگالی درآمد سرانه واقعی های واقعیداده نگارنمودار بافت‌(ب. 6شکل 

(a): Old Faithful Geyser Data (Waiting times (in min.)), 

  n=272
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‌های برازش داده شدهو چگالی مقاومت الیاف شیشه های واقعینگار دادهنمودار بافت‌(پ. 6شکل 

 

‌نتایج.  2

‌2در‌بخش‌.‌ای‌جدید‌استهدف‌اصلی‌این‌مقاله‌بهبود‌کاهش‌اریبی‌برآورد‌چگالی‌با‌معرفی‌برآوردگر‌چگالی‌هسته

‌مرتبه‌شد‌برآوردگر‌چگالی‌متداول‌معرفی‌ ‌اریبی‌آن‌از )3که )O h‌‌ ‌مرتب‌MSEو ‌از ‌ۀبهینه
4

5( )O n


‌است‌ در‌.

)‌4ۀای‌کاهش‌اریبی‌را‌پیشنهاد‌دادیم‌که‌اریبی‌آن‌از‌مرتببرآوردگر‌هسته‌3بخش‌ )O hو‌‌MSEۀبهینه‌از‌مرتب‌‌
8

9( )O n


‌است‌ ‌[28]ند‌دکرارائه‌‌نخست‌برآوردگری‌که‌ترل‌و‌اسکات‌4در‌بخش‌. که‌اریبی‌آن‌از‌‌متذکر‌شدیم،

)‌4ۀمرتب )O hو‌‌MSEۀبهینه‌از‌مرتب‌‌
8

9( )O n


باعث‌کاهش‌اریبی‌‌گیری‌چشمطور‌‌هاست‌سپس‌برآوردگری‌که‌ب‌

خواص‌نظری‌از‌جمله‌.‌ای‌کاهش‌اریبی‌برونیابی‌هندسی‌را‌پیشنهاد‌دادیمشود‌یعنی‌برآوردگر‌هستهبرآورد‌چگالی‌می

‌واریانس‌و )13ۀاریبی‌آن‌از‌مرتببررسی‌و‌ثابت‌شد‌که‌‌این‌برآوردگر‌‌MSEاریبی، )O hو‌‌MSEۀبهینه‌از‌مرتب‌‌
16

17( )O n


اما‌نتایج‌.‌بخشداریبی‌را‌بهبود‌نمیGEUK ‌نسبت‌به‌برآوردگر‌‌‌BRKرسد‌که‌برآوردگرنظر‌می‌به.‌است‌

‌نسبت‌به‌برآوردگرهای‌‌BRKدهد‌که‌اریبی‌بهینه‌شده‌در‌برآوردگرنشان‌می‌4تا‌‌9های‌و‌شکل‌4تا‌‌‌9های‌جدول

UK‌‌ ‌تر‌است‌کم‌GEUKو .‌ ‌حالی‌که ‌‌‌GEBRKبرآوردگردر دارای‌نرخ‌همگرایی‌‌‌GEUKنسبت‌به‌برآوردگر

دهند‌که‌دو‌نشان‌می‌6و‌‌4تا‌‌9های‌و‌شکل‌4تا‌‌‌9های‌طور‌کلی‌نتایج‌جدول‌هب.‌است‌MSEتری‌در‌اریبی‌و‌سریع

ثر‌ؤکاهش‌اریبی‌متری‌دارند‌و‌در‌‌دقت‌بیش‌‌GEUKو‌‌UKنسبت‌به‌برآوردگرهای‌‌GEBRKو‌BRKبرآوردگر‌

‌.‌اندبوده

‌تقدیر و تشکر

د،‌تشکر‌و‌قدردانی‌شها‌موجب‌بهبود‌مقاله‌‌آن‌Gچنین‌داوران‌محترم‌مجله‌که‌نظرات‌ارزند‌از‌زحمات‌سردبیر‌و‌هم

‌.‌کنیم‌می

 منابع
1. Rosenblatt M., "Remarks on some nonparametric estimates of a density function", Ann. 

Math. Stat., 27(3) (1956) 832-837. 
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