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 ال ایده یک راش-راتلیف بستار روی مباحثی
‌

‌گروه‌ریاضی،علوم‌پایه‌ۀدانشکد،‌دانشگاه‌کردستان‌؛امیر‌مافی

‌دانشگاه‌فرهنگیان‌استان‌کردستان‌‌؛سید‌شهاب‌ارکیان
‌12/22/37پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌11/21/37دریافت‌

 چکیده
         صورت‌،‌به‌ ‌جایی،‌یکدار‌و‌نوتری‌‌هجاب‌‌،‌در‌حلقه‌  ‌ال‌نا‌صفر‌راشِ‌ایده-راتلیفبستار‌

 
   1 .‌است‌ ‌ 1   

 ‌هایی،‌مانند‌ال‌علاوه‌ایده‌به.‌شده‌استال‌را‌با‌بستار‌صحیح‌آن‌مقایسه‌‌راش‌یک‌ایده-های‌بستار‌راتلیف‌ویژگی‌،در‌این‌مقاله

ال‌با‌‌ایده)‌‌راش‌است-های‌آن‌راتلیف‌هایی‌که‌تمام‌توان‌ال‌عنوان‌ایده‌وابسته‌به‌آن‌مثبت‌است،‌را‌بهمدرج‌‌‌که‌عمق‌حلقه‌‌ 

‌راتلیف ‌خود‌برابر‌است-بستار ‌معرفی‌(راشِ ‌شده‌است، راشِ‌-ال‌منظم‌یک‌تقلیل‌بستار‌راتلیف‌که‌هر‌ایده‌ضمن‌بیان‌این.

این‌حقیقت‌که‌.‌شده‌استال‌از‌روی‌یک‌تقلیل‌آن‌ارائه‌‌هراش‌یک‌اید-بستار‌راتلیف‌ۀخودش‌است،‌دستوری‌برای‌محاسب

‌.‌استن‌است،‌از‌دیگر‌نتایج‌اس‌راش‌آن‌یک-ای‌بستار‌راتلیف‌ال‌با‌چند‌جمله‌ای‌هیلبرت‌یک‌ایده‌چندجمله

 
‌‌عدد‌تقلیل‌ای‌هیلبرت،‌راش،‌بستار‌صحیح،‌چند‌جمله-بستار‌راتلیف‌:کلیدی های واژه

‌

 مقدمه

ال‌‌یک‌ایده‌ ‌‌یک‌حلقه‌و‌‌‌ فرض‌کنید‌.‌،‌یکدار‌و‌نوتری‌است‌جایی‌هجاب‌‌از‌حلقه،‌حلقه‌در‌سراسر‌این‌بحث،‌منظور

صورت‌‌هایی‌به‌ال‌صورت‌برای‌ایده‌در‌این(.‌است،‌که‌مقسوم‌علیه‌صفر‌نیست،‌‌‌ ‌‌‌شامل‌یک‌عنصر‌ )باشد‌‌‌‌‌‌ منظم‌

        1            1     ‌ ‌مداری‌‌     برای‌هر، :        1       1     ‌ فرض‌.

‌          کنید
 

   1    1 ‌ ‌راتلیف. ‌بار ‌راش‌1نخستین ‌‌‌  ‌‌‌1و ‌بررسی ‌‌[15]‌دندکررا ‌‌آن. ‌کردند ‌ثابت ‌‌  ها

‌.(‌‌1.1ۀقضی،‌‌[15])،‌‌        ‌داریم‌‌‌   است‌که‌برای‌‌ ‌‌ال‌یکتای‌‌ترین‌ایده‌بزرگ

‌این ‌‌از ‌      رو ‌‌ایده. ‌منظم ‌که‌ ‌ال ‌راتلیف‌ایده‌‌     را ‌-ال ‌ایده‌‌  راش‌گفته، ‌راتلیف‌را ‌-ال ‌بستار‌‌ ‌راشِ یا

‌گوییم‌ ‌راش‌-راتلیف .‌ ‌راتلیفدر ‌خواص‌بستار ‌برخی‌از ‌ایده-بخش‌نخست‌این‌مقاله، ‌بررسی‌می‌ال‌راشِ ‌دشو‌‌ها از‌.

بخش‌دوم،‌به‌بررسی‌توسیع‌.‌دشو‌‌راش‌را‌ارائه‌می-اتلیفهای‌بستارهای‌صحیح‌و‌ر‌سری‌از‌تشابهات‌و‌تفاوت‌‌جمله،‌یک

ال‌و‌بستار‌‌در‌ادامه،‌ارتباط‌بین‌تقلیل‌یک‌ایده.‌ها‌اختصاص‌دارد‌ال‌تحت‌همریختی‌حلقه‌راشِ‌یک‌ایده-بستار‌راتلیف

‌‌های‌هیلبرت‌بستار‌ای‌ال‌را‌با‌چند‌جمله‌های‌هیلبرت‌یک‌ایده‌ای‌چنین‌چند‌جمله‌هم.‌یمکن‌راشِ‌آن‌را‌بیان‌می-راتلیف

های‌نوتری‌که‌‌ن‌حوزهادر‌پای.‌که‌این‌دو‌با‌هم‌برابر‌هستند‌یمگیر‌ده،‌حالتی‌را‌در‌نظر‌میکرراشِ‌آن‌مقایسه‌-راتلیف

‌.شود‌معرفی‌می‌،راش‌است-ها‌راتلیف‌های‌آن‌ال‌ایده‌‌ۀهم

                                                           
 ‌‌‌‌‌‌‌A_Mafi@ipm.irنویسنده مسئول*

1. Ratliff 
2. Rush 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

راش-ر راتلیفهای بستا برخی ویژگی  

‌ ‌اگر ‌داریم‌که ‌توجه ‌آن‌یک‌ایده‌ ‌ابتدا ‌نباشد، ‌‌ال‌منظم ‌لزوماً ‌برای‌برای‌‌ ‌‌ال‌یکتای‌‌ترین‌ایده‌بزرگ‌  ‌گاه که

   ‌‌ ‌نیست‌‌        ‌، ‌‌به. ‌اگر ‌‌‌ ‌عنوان‌مثال، ‌روی‌میدآن‌‌ ‌یک‌میدآن، ‌‌ 1       ‌و‌‌  یک‌متغیر

‌؛     ‌،‌   است‌که‌برای‌هر‌‌ ‌‌ال‌یکتای‌‌ترین‌ایده‌بزرگ‌‌‌     منظم‌نیست‌و‌‌      ‌ال‌ایده.‌باشد

ترین‌عدد‌صحیح‌‌کوچک‌.است   ‌ال‌منظم‌یک‌ایده‌‌ ‌کنیم‌،‌همواره‌فرض‌می‌در‌ادامه‌رو،‌از‌این.‌‌ 12 ‌‌،‌    ‌اما

،‌برای‌ما‌‌البته.‌دهیم‌‌نشان‌می‌      ‌گفته،‌آن‌را‌با‌  ‌ال‌راش‌ایده-عدد‌راتلیف،‌     1       ‌را‌که   ‌مثبت‌

‌مقدار ‌که ‌نیست ‌‌‌      مشخص ‌باشدتوان‌میچقدر ‌بزرگ ‌د ‌‌هم. ‌تساوی‌چنین ‌که ‌داریم ‌توجه

‌    1          1     1 ‌ ‌ 1     9          1    ‌‌گزاره، ‌ایجاب‌نمی، ‌کند‌را ‌توجه‌‌به. علاوه

‌‌داریم ‌ایده‌‌  اگرکه ‌‌ال‌یک             ‌گاه‌آن‌باشد،‌ ‌حلقه
 
  1 ‌رعنص‌هر‌دید‌توان‌می‌سادگی‌به‌‌.   

چنان‌موجودند‌که‌‌    1  ‌برای‌‌     ‌و‌عناصر‌   ‌،‌یعنی.‌صحیح‌است‌‌Iروی‌‌ 1           

    1     1 ،‌عبارت‌است‌از‌‌  ‌بستار‌صحیح)است‌‌  ‌‌،‌ ‌و‌بستار‌صحیح‌‌‌ ‌بین‌‌  پس‌.‌‌       

راش‌-ال‌راتلیف‌طور‌صحیح‌بسته،‌یک‌ایده‌ال‌به‌بنابراین‌هر‌ایده(.‌صحیح‌هستند‌‌ که‌روی‌‌ ‌عناصر‌‌‌همه‌‌مجموعه

 .‌راش‌است-ال‌راتلیف‌ال‌رادیکال‌نیز‌یک‌ایده‌پس‌هر‌ایده‌،     ‌‌‌از‌طرفی‌چون.‌است

‌ها‌را‌داریم‌ال‌ایدهزنجیر‌زیر‌از‌‌   ‌برای‌هر‌

       1         1   1                 

‌ایستا ‌ستا‌این‌زنجیر ‌این. ‌‌از ‌صحیح‌مثبتی‌مانند ‌عدد ‌‌ ‌رو ‌به ‌وابسته ، ‌‌ ‌برای‌هر ‌که ‌دارد ‌چنان‌وجود ،‌   ‌،‌

               ‌ .‌ ‌که ‌است ‌همه‌‌‌     واضح ‌برای ‌‌‌و ‌نامنفی ‌صحیح ‌‌‌ اعداد ،‌      ‌‌داریم‌‌ ‌و

    1 
 

 .                و‌‌    

 1   و‌‌      ‌ های‌ال‌در‌حالت‌کلی،‌ایده‌د‌که‌الزاماًـده‌‌نشان‌می‌خوبی‌به‌1مثال‌‌
 .ن‌نیستنداس‌کی‌

‌. 1مثال  ‌کنید ‌مید‌‌ ‌فرض ‌ایک ‌‌‌   ‌ن، ‌و ‌متغیر ‌چندجمله‌‌        ‌دو ‌‌حلقه ‌روی ‌‌و‌ ‌ای

1 و‌    ‌صورت‌در‌این‌.باشد‌  1  5 9  9 5  1    
 

9 ولی‌ 1  
 

1    ‌در‌نتیجه.‌9  
 

   9
 

برای‌)‌‌

‌.(مکردیاستفاده‌‌،‌[1]‌،‌‌‌1راش‌از‌مکالی-های‌راتلیف‌ال‌ایده‌ۀمحاسب

‌مانند‌‌ال‌ایده ‌‌‌مدهآ‌1چه‌در‌مثال‌‌آنهایی، ‌راتلیف‌آنتر‌از‌یک‌‌های‌بزرگ‌وجود‌دارند‌که‌تمام‌تواناست، راش‌-ها

 .راش‌باشد-‌که‌خود‌راتلیف‌بدون‌آناست،‌

‌. ۲مثال  ‌کنید ‌‌‌ ‌فرض ‌میدآن، ‌‌‌   ‌یک ‌و ‌متغیر ‌چندجمله‌‌‌        ‌دو ‌‌حلقه ‌روی ‌‌و‌ ‌ای

1 ‌صورت‌چون‌ین‌ا‌ در .باشد   ال‌ایده‌ ۴  9     9  ۴     ‌پس‌،‌1      

‌‌        ۴      1 1 . 

1 1 ‌‌اما ‌‌1در‌این‌مثال‌برای‌هر.‌راش‌نیست-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌‌ بنابراین‌.‌   طور‌آنتگرالی‌بسته‌اسـت‌و‌‌به‌،  

‌.‌راش‌است-ال‌راتلیف‌ایده‌  ‌بنابراین
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 .ال‌متفاوت‌است‌ایده‌آنراش‌-ال‌و‌بستار‌راتلیف‌دهد‌که‌مفهوم‌بستار‌صحیح‌یک‌ایده‌‌نشان‌می‌9مثال‌

‌. ۳مثال ‌کنید ‌‌‌ ‌فرض ‌میدآن، ‌‌‌   ‌یک ‌و ‌متغیر ‌چندجمله‌‌‌        ‌دو ‌‌حلقه ‌روی ‌و‌ ‌ای

9  ،‌   برای‌هر‌.‌باشد   ال‌ایده‌ ۴  1 1    9  ۴       ۴ 
 

۳   پس.‌1              . 

‌ایده‌‌   فرض‌کنید‌‌ ‌      ‌باشند‌کهچنان‌‌ ‌‌ال‌از‌حلقه‌دو ‌این. ‌     ‌،‌صورت‌در ،‌ ترین‌‌بزرگ‌  زیرا

‌برای‌‌ ‌‌ال‌یکتای‌‌ایده ‌‌‌است‌که ‌برای‌هر ‌      ‌،‌   است‌که ، 2 ‌ ‌رابط. ‌حالت‌کلی‌از ‌در ،‌   ‌‌ۀاما

‌.‌     نتیجه‌گرفت‌‌توان‌مین

‌کنید‌‌. 4مثال ‌چندجمله‌‌‌        ‌‌فرض ‌روی‌حلقه ‌ ‌‌میدآن‌ای و‌‌ ۴  9     9  ۴    ،

1 1 ا‌،‌ام‌‌   گاهآن.‌‌ 9  9     ‌‌   ‌‌با‌فرض‌‌‌ ‌‌‌از‌حلقه‌  ‌ال‌دلخواه‌‌چنین‌برای‌ایده‌هم‌ .‌      

‌.‌       ‌داریم

‌مثلاً.‌‌‌     ‌نتیجه‌گرفت‌توان‌می‌‌   نیم‌تحت‌چه‌شرایطی‌با‌فرض‌ااست‌که‌بد‌آنپرسش‌جالب‌در‌این‌مورد‌‌

‌‌یا‌همهآاست‌که‌‌اکنون‌سوالی‌که‌ممکن‌است‌مطرح‌شود‌این‌.صحیح‌باشد،‌حکم‌درست‌است‌‌ ‌روی‌‌ ‌در‌حالتی‌که‌

‌.دهد‌که‌پاسخ‌این‌پرسش‌منفی‌است‌‌نشان‌می‌خوبی‌به‌راش‌است؟‌مثال‌زیر-راش،‌راتلیف-ال‌راتلیف‌های‌یک‌ایده‌توان

‌عناصر‌وسیلۀ‌بهتولید‌شده‌‌ الی‌از‌‌ایده‌ ،‌ ‌‌میدآن‌روی‌‌ای‌حلقه‌چندجمله‌‌‌        ،فرض‌کنید‌‌‌. ۵ مثال

‌می‌.باشد‌‌11  ۴ 11  7 15  1 1۴  11 11  1۴ 1  15 7  11 ۴  11  ‌‌‌‌نشان راش‌است،‌-راتلیف‌‌ دهیم

‌ ‌نیست‌‌1 ‌اما ‌چنین ‌‌به. ‌دید‌توان‌میسادگی ‌‌1 ای‌جمله‌تک‌ال‌ایده‌چون،  های‌ای‌جمله‌تک‌‌وسیلۀ‌به‌‌‌ها

 ۴ ۴2   7 97   1 92  1۴ 9   15 13  11 12  11 11  11 91  13 15  11 99   12 11  11 19  

 15 13  13 15  12 11  19 11  92 1۴   99 11  11 12  91 11  ۳۳ 1   97 7  ۴2 ۴  ۴۴  ۴۴
 

 ‌،‌شود‌تولید‌می
12

 
 ،‌مشمول‌در‌‌ ضرب‌آن‌در‌‌نیست،‌اما‌حاصل‌‌1 ‌در‌‌‌‌‌11

.‌راش‌نیست-راتلیف‌1 ‌رو،‌از‌این.‌است‌‌9

-‌      ‌ال‌یک‌ایده‌‌ ‌چون‌.‌است‌ ‌،‌در‌‌‌  جمله‌عضو‌‌کافی‌است‌ثابت‌کنیم‌هر‌تک‌‌ ‌راش‌بودن‌-برای‌اثبات‌راتلیف

های‌موجود‌‌ای‌جمله‌‌تک‌اما‌تنها.‌است‌‌ در‌‌‌              ‌ای‌عضو‌‌اولیه‌است،‌کافی‌است‌ثابت‌کنیم‌هر‌تک‌جمله

‌‌:،‌عبارتند‌از‌          ‌در‌
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9. 

‌نیستند‌‌  دهیم‌چهار‌جمله‌نخست‌در‌‌نشاناست‌‌باتوجه‌به‌تقارن‌موجود،‌کافی  اگر‌.
9
 
11

گاه‌برای‌عدد‌‌،‌آن‌   

‌ ‌مثبت ‌و 9 ‌، ‌صحیح
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11

 
 

   
11

 
  1

‌‌ ‌درج. ‌بررسی ‌می‌ ‌‌ۀبا ‌ایجاب ‌امر ‌این ‌که‌، ‌کند

‌ 
9
 
11

  
11

 
 

   
11

 
  1

‌است‌ ‌تناقض ‌یک ‌این ‌که ،‌ ‌‌هم. ‌اگر  چنین،
2
 
17

‌به‌    ‌مشابه،‌، ‌طریق

 
2
 
17

  
11

 
 

   
۴
 
11

  
11

 
  1

‌.‌‌ ‌نامنفی ‌و ‌صحیح ‌عدد ‌یک ‌برای ‌‌‌ بنابراین 1  که ‌داریم‌‌  

 
2
 
17

  
11

 
 

   
۴
 
11

 
 

  
11

 
  1  

 های‌‌،‌با‌حذف‌توانبکاهیمکلیت‌مسئله‌از‌‌که‌بدون‌آن.‌
،‌برای‌یک‌‌11

 ‌داریم‌ ‌
2
 
17

  
11

 
 

   
۴
 
11

 
  1

به‌طریق‌‌.و‌این‌غیر‌ممکن‌است‌‌     ‌کند،‌‌،‌ایجاب‌می‌ ‌بررسی‌توآن‌.‌
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 ‌مشابه،
7
 
1۴

   ‌‌ ‌این. ‌غیر ‌‌صورت،‌در ‌نامنفی ‌و ‌صحیح ‌اعداد ‌از ‌برخی ‌داریم‌‌‌1    ‌که‌‌     برای

 
7
 
1۴

  
11

 
 

   
۴
 
11

 
 

  
7
 
15

 
  1  

که‌غیر‌ممکن‌‌‌     ‌گیریم‌‌،‌نتیجه‌می‌ ‌مجددا‌با‌بررسی‌درجه‌.‌

19  1 بالاخره‌.‌است ‌،‌   صورت‌برای‌یک‌،‌زیرا‌در‌غیر‌این   

. 12 19   11 
 

   ۴ 11  7 15  1 1۴ 
  1

1گیریم‌‌،‌نتیجه‌می‌ ‌با‌بررسی‌درجه‌‌ ،‌که‌هر‌دو‌حالت‌‌  

 .‌راش‌است-راتلیف‌‌ بنابراین‌.‌آن‌امکآن‌پذیر‌نیست

برخلاف‌‌واقع،‌در.‌د‌دشوار‌باشدتوان‌میال‌تا‌چه‌آندازه‌‌راش‌بودن‌یک‌ایده-دهد‌بررسی‌راتلیف‌‌نشان‌می‌مثال‌قبل

یک‌‌   ‌در‌مثال‌قبل‌.ال‌در‌دست‌نیست‌راش‌یک‌ایده-ال،‌الگوریتمی‌برای‌محاسبه‌بستار‌راتلیف‌بستار‌صحیح‌یک‌ایده

راش‌است،‌اما‌-ند‌که‌راتلیفا‌ای‌ارائه‌کرده‌تک‌جمله‌یال‌و‌همکارانش‌در‌ایده‌‌1هینزر‌.طور‌صحیح‌بسته‌نیست‌ال‌به‌ایده

‌[5]‌راش‌نیست-ن‌سوم‌آن‌راتلیفاتو .‌ ‌ایده‌آنمثالِ ‌الهام‌بخش‌ساختار ‌‌جمله‌راش‌تک-های‌راتلیف‌ال‌ها ،‌‌  ای‌زیر،

‌.راش‌نیست-راتلیف‌     است‌که‌‌‌          ‌ای‌‌روی‌حلقه‌چند‌جمله

‌9آن‌در‌که‌ 1  9  ۴  9 9  9 ۴  9  1  9     ‌فرض‌کنید  .7مثال ‌‌‌.است‌فرد‌صحیح‌عدد‌یک  

1  1  9      ‌واقع‌در‌.نیست‌راش-راتلیف‌‌     ‌‌کنیم‌می‌ثابت 1  1  9      ‌‌اما.‌              .‌

‌مثبت‌ ‌و ‌صحیح ‌عدد ‌برای ‌کنیم ‌ثابت ‌است ‌کافی ‌تعلق ‌اثبات 1  1  9       ،‌  ‌برای   9  1 
1  1

 

 صورت‌در‌این.‌‌ 1  1   ‌چنان‌باشد‌که‌‌‌  ‌‌فرض‌کنید‌عدد‌.‌‌1  1      

‌      9  1 1 
  9  1 

1  1
     2 

1
 5  1 11 1

 1  1
 

                                             11 1
 9  1 3  9   2 1

 ۴  1  

                                              2  1  9  1  9 9  1      2  1    1   

                                             9  ۴ 9 
9  1

  9  1 
  1

       ۴        1  1
. 

1  1  9      دهیم‌که‌‌‌نشان‌می‌حال    
چنان‌موجودند‌‌‌       ‌صورت‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌‌این‌غیر‌در‌.‌ 

‌‌‌         ‌‌‌که 1  1  9      و    9  1 
 

  9  ۴ 9 
 

  9 9  ۴ 
 

  9  1 
 

‌ ‌با.

 :یدآ‌دست‌می‌به‌‌   ‌های‌‌ناتساوی‌زیر‌برای‌تو‌‌ 1  1  گزینی‌جای

  9  1  1  1 ‌‌   2  1    2  1  9   

 ‌ ‌1  9  1  1  9  1  9      ‌ 

                                                           
1. Heinzer 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌61ال ایده یک راش-راتلیف بستار روی مباحثی

1  1  1  9  ‌‌رو،‌از‌این ،‌که‌این‌‌1  9 ‌مضربی‌از‌‌‌     ‌رو‌‌از‌این‌‌.‌      9   1  1 

‌‌     ‌هم‌تنها‌به‌شرطی‌برقرار‌است‌که‌ .‌ 1  1 ‌لذا  1  1    ‌‌ خر‌جواب‌صحیح‌آ‌ۀاما‌این‌معادل.

 .ندارد

 ،‌مفهوم‌‌قبل‌از‌آن.‌راش‌است-راتلیف‌ها‌های‌آن‌توان‌‌ۀکنیم‌که‌هم‌را‌بررسی‌می‌   ‌های‌ال‌هایی‌از‌ایده‌در‌نهایت‌مثال

‌.کنیم‌ال‌را‌یادآوری‌می‌یک‌ایده‌‌1تقلیل

‌ال تقلیل یک ایده. )6 تعریف ‌حلقه‌ال‌ایده‌‌   ‌ فرض‌کنید‌‌( ‌تقلیل  ‌ باشند‌‌‌‌ ‌‌‌هایی‌از ‌عدد‌   را گوییم‌هرگاه

‌نامنفی ‌   صحیح‌و ‌باشد‌که 1   چنان‌موجود     ‌ .‌ ‌تقلیل‌اصلی‌گوییم‌یک‌ایده‌ اگر .‌ال‌اصلی‌باشد‌آن‌را

‌‌ ال‌‌ایده ‌عنصر ‌باشد‌که‌برای‌عددی‌صحیح‌چون‌‌     دارای‌تقلیل‌اصلی‌است‌هرگاه ‌داشته‌‌ چنان‌موجود ،

1   باشیم‌ طور‌‌دارای‌تقلیلی‌که‌به‌ را‌مینیمال‌گوییم‌هرگاه‌‌ از‌‌ تقلیل‌(.‌‌‌‌را‌ببینید‌‌‌52۴صفحه ‌،[7])،‌،‌     

.‌باشد   یک‌تقلیل‌مینیمال‌‌‌‌   ‌‌‌و‌‌  ‌ ‌ ‌  موضعی‌‌‌ال‌از‌حلقه‌یک‌ایده‌ فرض‌کنید‌.‌،‌نباشد‌است‌ اکید‌مشمول‌در‌

1               ‌عدد ‌عدد‌تقلیل‌‌‌      ‌گوییم‌ نسبت‌به‌‌ را ‌‌ ،‌عدد‌تقلیل‌‌چنین‌هم. ‌‌را       ‌با

‌‌.کنیم‌می‌تعریف‌‌     مینیمال تقلیل یک   ‌است                 صورت‌‌،‌به‌داده‌نشان‌

گوییم‌هرگاه‌یک‌تقلیل‌اصلی‌را‌پایدار‌‌   ‌ال‌ایده)‌،باشد‌   ‌در‌حلقه‌نوتری‌‌‌1ال‌پایدار‌یک‌ایده‌‌   ‌فرض‌کنید.  6 مثال 

برای‌هر‌عدد‌صحیح‌)راش‌است‌-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌‌  ‌‌صورت‌این‌در(.‌داشته‌باشد‌و‌عدد‌تقلیل‌آن‌حداکثر‌یک‌باشد

1           ‌؛‌آنگاه‌     1      ‌،‌اگر‌   ‌مثبت ‌‌.    مقسوم‌غیرصفر‌است،‌‌   ‌و‌چون،‌    

‌ایده ‌مجموعه ‌‌ال‌چون ‌است ‌بسته ‌ضرب ‌به ‌نسبت ‌پایدار ‌)های 1  ‌اگر 1 ‌و‌     ‌آن‌     ،‌‌ 1     ‌گاه  

چنان‌‌‌   ‌از‌حلقه‌نوتری‌‌  ال‌یک‌تقلیل‌ایده‌‌   ‌از‌طرف‌دیگر‌،‌اگر.‌راش‌هستند-راتلیف‌‌  های‌ناتو‌‌ۀ،‌هم(‌        

‌گاه‌برای‌هر‌،‌آن‌1       ‌اگر)‌حداکثر‌یک‌است‌ نسبت‌به‌‌ ‌عدد‌تقلیل‌‌‌گاه‌راش‌باشد،‌آن-راتلیف‌‌    ‌باشد‌که

‌      ‌‌،‌          1 
   

1 ‌‌بنابراین.‌  ‌ ال‌اصلی‌دارای‌تقلیل‌ایده‌   ‌ ویژه‌اگر‌به(.‌1           

 .راتلیف‌راش‌هستند   های‌توان‌‌ۀپایدار‌است‌و‌هم ‌ ‌گاه‌راش‌باشد،‌آن-راتلیف    ‌بوده، ‌   

را‌‌‌  به‌‌‌9مدرج‌وابسته‌‌حلقه.‌باشد‌‌ R ‌حلقه‌نوتری‌‌‌ال‌سره‌یک‌ایده‌‌  فرض‌کنید‌(‌مدرج وابسته  حلقه). 6 تعریف

‌صورت‌داده،‌به‌نشان‌      ‌با‌

‌              1              1     ‌ 

‌‌عنوان‌نقش‌همریخت‌حلقه‌شود‌و‌به‌اعداد‌صحیح‌نامنفی‌مدرج‌می‌ۀوسیل‌طور‌طبیعی‌به‌این‌حلقه‌به.‌کنیم‌تعریف‌می ‌

 :‌[1]‌‌شود‌صورت‌در‌نظر‌گرفته‌می‌‌دینب‌‌  ریسِ‌‌‌یا‌توسیع‌حلقه‌‌  ریسِ

‌                          1       1    1    ‌ 

                                                           
1. reduction 

2. stable 
3. associated graded ring 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1931بهار‌و‌تابستان‌‌،‌1،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌6۲
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1          عبارت‌است‌از‌      ‌از‌‌‌‌       ‌ال‌مدرج‌مثبت‌ایده       1
چنین‌حلقه‌مدرج‌وابسته‌‌هم.‌‌ 

‌:کنیم‌تعریف‌می‌صورت‌دیننشانداده‌و‌ب‌      ‌‌راش‌را‌با-راتلیف‌‌1صافی‌نسبت‌به‌‌   ‌به

                1 
    

.‌مثبت‌است‌‌      ،‌همواره‌عمقبینیم‌می‌‌5درکه‌‌‌چنانمثبت‌نیست،‌اما‌‌      ‌عمق‌‌‌کنیم‌که‌لزوماً‌یادآوری‌می

       ‌،‌    علاوه‌برای‌هر‌به
         .‌

مثبت‌‌‌      ‌عمق‌راش‌هستند‌اگر‌-راتلیف  ال‌‌های‌ایده‌توان‌ۀند‌که‌هما‌ثابت‌کرده‌(‌1.9.1)راتلیف‌و‌راش‌در‌

مراجعه‌به‌)برعکس‌این‌گزاره‌نیز‌درست‌است‌‌.[5]‌علیه‌صفر‌باشد‌شامل‌یک‌عنصر‌غیرمقسوم‌‌‌      ‌باشد،‌یعنی

‌.‌(‌[۴]‌‌1.‌1برهان‌

تر،‌از‌منظر‌‌حتی‌کلی‌.مثبت‌باشد‌‌      ‌راتلیف‌راش‌هستند‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌عمق‌‌ ‌Iال‌های‌ایده‌توان‌‌ۀهم. 17ملاحظه 

‌،‌‌  ‌،‌برای‌هر‌عدد‌صحیح‌‌‌ ‌‌      نسبت‌به‌‌      ‌کوهمولوژی‌موضعی‌

      

       
 

  
  1 

    
  1

   

1    بنابراین‌
‌اگر-راتلیف‌‌  ‌تنها ‌و       ‌‌راش‌است‌اگر

‌‌مه‌.‌           ال‌تولید‌شده‌‌یک‌ایده‌‌ چنین‌اگر

‌‌یا‌حتی‌در‌حالت‌کلی)یک‌رشته‌منظم‌‌وسیلۀ‌به ‌باشد‌‌‌1منظم‌یک‌رشته‌شبه‌وسیلۀ‌به‌  ‌تر، ‌آن(تولید‌شده گاه‌چون‌‌،

‌ۀو‌هم‌‌  است،‌‌(یکریخت)‌هستند،‌‌   ‌،‌با‌متغیرهایی‌که‌تصویر‌مولدهای‌     ‌ای‌روی‌چندجمله‌‌،‌یک‌حلقه‌‌     

عنوان‌مثالی‌دیگر‌از‌‌به.‌‌            ‌،‌    ‌اعداد‌صحیح‌‌‌ۀراش‌هستند؛‌در‌واقع‌برای‌هم-های‌آن‌راتلیف‌ناتو

-از‌یک‌حلقه‌کوهن‌‌ ‌ال‌حالتی‌را‌در‌نظر‌گرفت‌که‌ایده‌توان‌میراش‌است‌-ها‌راتلیف‌های‌آن‌توان‌‌ۀهایی‌که‌هم‌ال‌ایده

‌باشد‌وسیلۀ‌به‌‌9مکالی ‌شده ‌تولید ‌منظم ‌یک‌رشته ‌این. ‌کوهن‌ال‌ایده‌‌ۀهم‌رو،‌از ‌یک‌حلقه ‌از ‌پارامتری مکالی‌-های

‌.‌مکالی‌بودن‌حلقه،‌اساسی‌است-فرض‌کوهن.‌راش‌هستند-راتلیف

را‌در‌نظر‌‌ روی‌میدآن‌‌‌        ‌ای‌‌چندجملهحلقه‌از‌‌‌‌‌ [ 9  5 1  7  1        ‌‌ۀزیرحلق. 11مثال  ‌

‌چنین‌‌هم‌دو‌است‌و‌‌۴با‌ارتفاع‌‌   ‌ال‌ماکسیمال‌ال‌اولیه‌برای‌یک‌ایده‌یک‌ایده‌‌   1       ‌صورت‌‌این‌در.‌بگیرید

‌  1 5 1    ‌مکالی‌نیست،‌و-کوهن‌   ‌صورت‌در‌این.‌راش‌نیست-راتلیف‌ رو‌‌از‌این‌.‌      1    
رشته‌منظم‌ 

   ‌ال‌رادیکال‌در‌ایده‌   ‌ سازی‌یک‌توسیع‌صحیح‌متناهی‌حاصل‌از‌موضعی‌             ‌حلقه‌منظم‌موضعی.‌نیست

5بنابراین‌تکمیل.‌است‌
برای‌این‌مثال،‌پس‌از‌تکمیل‌نیز‌های‌اساسی‌ذکر‌شده‌‌سازی،‌حوزه‌است؛‌و‌ویژگی‌این‌موضعی 

‌آن‌حفظ‌می ‌شود‌در ‌یک‌حوزه. ‌لزوما‌‌بنابراین‌حتی‌در ‌بعد‌دو، راش‌-ال‌پارامتری‌راتلیف‌یک‌ایده‌‌‌‌‌موضعی‌کامل‌از

 .نیست

                                                           
1. filtration 
2. quasi-regular 

3. Cohen-Macaulay 

4. height 
5. completion 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌6۳ال ایده یک راش-راتلیف بستار روی مباحثی

از‌یک‌حوزه‌‌‌ ال‌غیرصفر‌‌آند‌که‌اگر‌ایده‌ثابت‌کرده‌[(5]‌‌‌9.‌1ۀو‌نتیج‌‌‌‌1.1ۀقضی)علاوه،‌هینزر‌و‌همکاران‌در‌‌به

‌ایده-موضعی‌کوهن ‌تقریباً‌مکالی، ‌تقاطع ‌الزاما‌1‌ًکامل‌ال ‌راش‌نیست-راتلیف‌‌‌‌باشد، ‌یک‌ایده. ‌بعد ‌مثال ‌تقاطع‌‌در ال

 .راش‌نیست-بینیم‌که‌راتلیف‌ای‌می‌کامل‌از‌یک‌حلقه‌چندجمله

2  5      ‌فرض‌کنید. 1۲مثال    2  ۴ 1 ‌باشد‌        ‌ای‌الی‌از‌حلقه‌چندجمله‌ایده‌‌  ۴ 1   در‌.

 ‌توجه‌داریم‌که‌.‌کامل‌است‌ال‌تقاطع‌تقریباً‌یک‌ایده  ‌‌رو،‌از‌این.‌مولدی‌است‌-‌9ال‌صفر‌بعدی‌‌یک‌ایده‌   ‌صورت‌این

 9 ۴ ۴ 9 ‌،‌اما‌     ۴ 9 بنابراین‌.‌ 1  9          ‌. 

راش‌-ها‌راتلیف‌های‌آن‌کاملِ‌صفر‌بعدی‌دارای‌این‌ویژگی‌هستند‌که‌تمام‌توان‌تقریباً‌ایِ‌تقاطع‌جمله‌های‌تک‌ال‌اما‌ایده

 .هستند

.‌باشد‌   ‌ متغیر‌روی‌میدآن ‌   ‌با ‌       1   ‌ ای‌چندجمله‌ۀحلق ‌   ‌ فرض‌کنید ([12] ‌‌3.‌1 ۀگزار. )1۳ ۀگزار

مدرج‌‌ۀصورت‌حلق‌در‌این.‌عنصر‌باشد‌ ‌  1   ‌وسیلۀ‌بهای‌صفر‌بعدی‌تولید‌شده‌‌جمله‌ال‌تک‌یک‌ایده‌   ‌‌فرض‌کنید

 .راش‌هستند-راتلیف‌   ‌های‌توان‌ۀویژه،‌هم‌به.‌،‌عمق‌مثبت‌دارد‌     ‌،‌‌   ‌وابسته‌به

ای‌صفر‌بعدی‌که‌تعداد‌عناصر‌مولد‌مینیمال‌آن،‌‌های‌تک‌جمله‌ال‌برای‌ایده‌توان‌میباشید‌این‌گزاره‌را‌ن‌‌توجه‌داشته

 .ای‌است‌تعمیم‌داد‌تر‌از‌بعد‌حلقه‌چندجمله‌دو‌تا‌بیش

‌حلقه‌جمله‌الی‌تک‌ایده‌‌، ( 1  ۴   5  12     ‌فرض‌کنید. 14مثال  ‌باشد        ‌ای‌چندجمله‌‌ای‌از در‌.

9 7 ‌زیرا.‌راش‌نیست-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌‌   ‌صورت‌این 9 7 ،‌اما‌    1      .‌

‌

 راش در تغییر حلقه-بستار راتلیف

جبر‌-‌ ‌عنوان‌یک‌‌را‌به‌‌   ‌،‌‌     ‌  ‌  ‌همریختی‌وسیلۀ‌به.‌های‌نوتری‌باشد‌حلقه‌   ‌و‌   ‌فرض‌کنید‌. 1ۀ گزار

‌بگیرید ‌نظر ‌در ‌کنید. ‌ایده‌   ‌فرض ‌‌یک ‌حلقهال ‌از ‌که‌‌   ‌منظم ‌باشد ‌حلقه-راتلیف‌    ‌چنان ‌از ‌‌   ‌راش  ‌و

پوشا‌    ‌  ‌  ‌ویژه،‌اگر‌‌هب.‌است‌   راش‌از‌حلقه-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌   ‌صورت‌این‌در.‌باشد‌‌‌     1    

 .‌راش‌است-که‌منظم‌باشد،‌راتلیف‌‌   ‌در‌‌‌   ‌راش‌حلقه‌-ال‌راتلیف‌هر‌ایده‌1وارون‌ۀنگارگاه‌‌باشد،‌آن

 .‌دهد‌که‌فرض‌پوشا‌بودن‌در‌این‌گزاره،‌اساسی‌است‌‌نشان‌می‌1مثال‌‌

‌‌‌   5  ۴       ‌فرض‌کنید‌. ۲مثال ‌است‌‌   ‌یک‌متغیر‌روی‌میدآن‌‌   ‌که‌در‌آن‌‌  2     ‌و علاوه‌‌به.

‌است،‌اما‌   ‌راش‌از‌حلقه-راتلیفال‌‌یک‌ایده‌   ‌صورت‌در‌این.‌‌  11    ‌فرض‌کنید

11  ‌راش‌نیست‌زیرا‌-راتلیف‌‌   17  12  15          ‌‌ 1  ‌‌و‌‌            11  1 .‌

‌کنید‌.۳ۀ نتیج ‌‌‌   ‌و‌     ‌فرض ‌شده‌‌9.‌1مانند ‌باشند‌‌تعریف ‌این. ‌ایده‌در ‌هر ‌برای ‌منظم‌صورت ،‌ ‌از‌   ‌ال

‌‌        ‌ .‌ ‌صفح‌‌7.۴ ۀقضی‌،[19)]‌‌       1            1      ‌زیرا ،‌ ‌اگر‌به. ((‌۴1ۀ یک‌‌   ‌ویژه

‌آن-ال‌راتلیف‌ایده ‌نیز‌چنین‌خواهد‌بود‌    ‌گاه‌راش‌باشد، ‌اگر‌-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌   ‌نتیجه‌در. راش‌است‌اگر‌و‌تنها

                                                           
1. almost complete intersection 
2. preimage 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 (‌72 ۀ،‌صفح‌‌‌9.19 ۀگزار‌،[11])  راش‌باشد-راتلیف     ‌،‌‌  ‌ۀاز‌حلق‌  ‌ ال‌ماکسیمال‌ال‌اول‌یا‌هر‌ایده‌برای‌هر‌ایده

‌گزار[1]) و ‌صفح‌‌‌9.1 ۀ، ‌‌۴2ۀ، ‌‌‌‌1باوفا‌‌دست‌یک ‌  ‌روی  ‌حال‌فرض‌کنید (. د‌تابع‌شمول‌توان‌می  بنابراین)باشد،

 ‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌‌  ‌راش-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌    ‌و‌‌‌       ،‌ ‌ ‌‌از ‌  ال‌منظم‌صورت‌برای‌هر‌ایده‌؛‌در‌این(باشد

،‌‌   ‌در‌‌   ‌ال‌هر‌ایده‌‌9توسیع‌‌‌1نقباضِا‌‌‌کند،‌که‌‌دست‌باوفا‌ایجاب‌می‌باشد،‌زیرا‌فرض‌یک‌   ‌راش-ال‌راتلیف‌یک‌ایده‌‌  

‌.‌ال‌برابر‌باشد‌با‌خود‌آن‌ایده

 راش-ال و بستار راتلیف ایده 4تقلیل

‌‌5نورثکات‌ما‌از‌نتایج‌در‌این‌مورد.‌کند‌راش‌آن‌ارتباط‌برقرار‌می-بستار‌راتلیف‌و‌ال‌یک‌ایده‌ال،‌بین‌ایده‌تقلیل‌مفهوم

     و‌     ‌هرگاه‌است‌ ‌‌ال‌ایده‌یک‌تقلیل‌   ‌ال‌ایده‌‌      ‌موضعی‌‌ۀحلق‌در.‌[1۴]‌کنیم‌استفاده‌می‌‌2و‌ریس

‌باشد‌   ‌یک‌تقلیل‌‌ ‌آن‌‌   ‌ال‌تقلیل‌ایدهیک‌‌   ‌اگر. ‌و‌حلقه‌   ‌روی‌   ‌گاه‌باشد، ‌‌صحیح‌است،         ‌های‌ریسِ

‌‌.‌صحیح‌است‌‌       ‌عنوان‌یک‌توسیع‌حلقه‌‌به‌‌       ‌دارای‌این‌ویژگی‌هستند‌که‌‌       

     ‌های‌ال‌شرط‌روی‌ایدهاما‌در‌حالت‌کلی‌این‌.‌راشِ‌خودش‌است-ال‌منظم‌یک‌تقلیل‌بستار‌راتلیف‌هر‌ایده

یک‌‌   ‌ال‌تر‌از‌آن‌است‌که‌بگوییم‌ایده‌و‌این‌قوی‌       ‌،‌‌     ‌به‌معنی‌آن‌است‌که‌برای‌هر‌‌      ‌که‌‌

‌.دکنیمراجعه‌‌[3]به‌تر‌در‌این‌ارتباط‌برای‌دریافت‌توضیحات‌بیش‌.است‌ ‌ال‌‌تقلیل‌ایده

‌متغیر‌‌   ‌‌میدآن،‌یک‌‌ ‌کنید‌فرض. 1 مثال ‌‌چندجمله‌حلقه‌‌        ‌‌و‌دو ‌میدآن ‌روی و‌‌‌ ‌ای

 .‌          اما‌.‌است‌‌   1     1     ‌یک‌تقلیل‌‌   ‌صورت‌در‌این.‌باشد‌‌   1  1     

ال‌در‌اختیار‌ما‌قرار‌‌راش‌یک‌ایده-بستار‌راتلیف‌ۀتر‌برای‌محاسب‌ساده‌ای‌که‌یک‌روش‌نسبتاً‌در‌ادامه‌به‌بیان‌تبصره

‌.‌پردازیم‌دهد،‌می‌می

 ‌گاه‌،‌آن[15]‌باشد‌   ‌ال‌یک‌تقلیل‌ایده‌    ‌ ‌ ‌ 1     ‌اگر‌.۲ملاحظه

‌              1
      

    
   1 .  

‌ید‌درتوان‌میبرهان‌آن‌را‌.‌دهد‌‌نشان‌می‌ال‌راش‌را‌برای‌یک‌ایده-خوبی‌ارتباط‌بین‌عدد‌تقلیل‌و‌عدد‌راتلیف‌به‌‌9ۀگزار

 .ببینید‌‌(‌1.1گزاره‌‌[1])‌

فرض‌.‌ال‌اصلی‌است‌ایده‌،باشد‌که‌یک‌تقلیل‌آن‌   ‌ال‌منظم‌یک‌ایده   ‌یک‌حلقه‌نوتری‌و‌   ‌فرض‌کنید. ۳ۀ گزار ‌

‌‌  1               .‌ صورت‌در‌این.‌باشد   ‌ عدد‌تقلیل‌   و‌ راش-عدد‌راتلیف‌     کنید

 ال‌ایده‌توجه‌داریم‌که‌اگر‌عدد‌تقلیل.‌چقدر‌است‌راش-راتلیف‌های‌ال‌ایده‌که‌فراوآنی‌گردیم‌سؤال‌برمی‌این‌به‌اکنون

‌‌ۀبنابراین‌هم.‌[13]‌مکالی‌است-کوهن‌      ‌ گاه‌،‌حداکثر‌یک‌باشد،‌آن‌     مکالی-از‌حلقه‌کوهن‌   ‌‌اولیه-  ‌

 ‌.راش‌است-راتلیفال‌‌های‌این‌ایده‌توان

                                                           
1. faithfully flat 

2. contraction 
3. extension 

4. reduction 

5. Northcott 
6. Rees 
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 های هیلبرت ای راش و چند جمله-های راتلیف ال ایده

‌و‌‌یک‌حلقه‌       ‌فرض‌کنید ‌این-‌ ‌‌ال‌یک‌ایده‌‌  موضعی ‌در ‌باشد ‌برای‌اولیه ‌‌     صورت ‌‌1طول،

گوییم‌و‌آن‌را‌‌می‌  ‌ای‌هیلبرتِ‌‌آن‌را‌چندجمله‌‌است،‌ما‌‌  از‌درجه‌بعد‌‌   ‌ای‌برحسب‌یک‌چندجمله‌‌‌        ِ

‌.دهیم‌‌نشان‌می‌      ‌ گوییم‌و‌آن‌را‌با‌می‌‌‌   ‌‌1چندگآنگی‌را‌‌‌   ‌‌رو‌پیش‌‌‌چنین‌ضریب‌جمله‌هم.‌دهیم‌‌نشان‌می‌    ‌با

راش‌-راتلیف‌‌      موضعی‌‌از‌حلقه‌‌  اولیه-‌ ‌ال‌‌حال‌سؤالی‌که‌ممکن‌است‌مطرح‌شود‌آن‌است‌که‌اگر‌ایده

شود؟‌پاسخ‌این‌پرسش‌‌تولید‌می‌‌  ای‌هیلبرت‌توسط‌چندجمله‌ ‌         ،‌  یا‌برای‌هر‌عدد‌صحیح‌مثبتآباشد،‌

نی‌اهای‌تو‌سری‌‌از‌حلقه‌‌  ۴  9      ‌‌‌زیر‌حلقه‌‌     ‌یک‌میدآن،‌‌‌ ‌فرض‌کنید‌:‌عنوان‌مثال‌به.‌منفی‌است

،‌‌  ‌ای‌هیلبرتِ‌‌راش‌است،‌اما‌چندجمله-های‌آن‌راتلیف‌و‌حتی‌تمام‌توان‌   ‌صورت‌در‌این.‌باشد‌،‌‌       سمبلیک‌

‌‌  اگر‌ولی‌عکس‌این‌گزاره‌درست‌است‌یعنی.‌کند‌صدق‌نمی‌‌         1   در‌شرط‌‌9  9      ‌

،‌       ‌‌        ‌،‌‌  ‌چنان‌باشدکه‌برای‌هر‌عدد‌صحیح‌مثبت‌‌      ‌موضعی‌‌از‌حلقه اولیه-‌ ‌ال‌‌یک‌ایده

‌      ‌مکالی‌یک‌بعدی‌-موضعی‌کوهن‌‌از‌حلقه اولیه-‌ ‌ال‌‌یک‌ایده‌ دآنیم‌اگر‌‌می.‌راش‌است-راتلیف‌‌ گاه‌‌آن

،‌[11])در‌.‌است‌راش-های‌آن‌راتلیف‌توان‌‌ۀهم(‌‌‌‌1.2ۀ،‌نتیج[11])‌بنابراین‌طبق.‌پایدار‌است‌ال‌یک‌ایده‌‌  گاه‌باشد،‌آن

که‌حلقه،‌منظم‌موضعی‌از‌بعد‌دو‌باشد،‌درست‌‌دهد‌این‌گزاره‌در‌حالتی‌‌نشان‌می‌‌یافت‌که‌توان‌میمثالی‌را‌‌‌(‌5بخش‌

‌‌.‌نیست

ن‌اس‌یک‌نگیاچندگ‌‌    و    ‌های‌ای‌جمله‌چند.‌آن‌است‌تقلیل‌‌  الی‌است‌که‌ترین‌ایده‌،‌بزرگ‌   ،‌ ‌بستار‌صحیحِ‌

‌دارند ‌چند‌جمله. ‌یعنی‌هم‌     و ‌  ‌ های‌ای‌اما ‌هستد‌ضرایب‌آن‌‌ۀمساوی‌هستند؛ ‌برابر ‌ها ‌واقع. ترین‌‌بزرگ   ‌ در

‌.مساوی‌است‌ ‌ ای‌هیلبرت‌ای‌هیلبرت‌آن‌با‌چندجمله‌است‌که‌چندجمله  ‌ الی‌از‌حلقه‌ایده

‌،‌‌        های‌توآنی‌سمبلیک‌سری‌‌از‌حلقه‌‌  5  ۴  9      ‌‌‌زیر‌حلقه‌  ‌‌یک‌میدآن،‌‌‌‌Fفرض‌کنید‌. 1مثال ‌

است‌و‌چون‌‌   5  ۴  9     ‌طور‌اکید‌مشمول‌در‌به‌   ‌صورت‌در‌این.‌باشد ‌  9    ‌و‌ ‌   ۴  9     ‌

‌  1   1
‌‌ 1  9             داریم‌،‌     ‌،‌  ‌برای‌تقلیل. ‌طرف‌دیگر، ‌‌   ‌از‌   ‌از  ‌داریم‌‌‌ ‌و

      9  ‌. 

را‌یک‌عنصر‌سطحی‌از‌‌     ‌عنصر.‌کنند‌راش‌بازی‌می-نقش‌مهمی‌در‌ارتباط‌با‌بستار‌راتلیف‌‌9عناصر‌سطحی

‌هرگاه‌   ‌برای‌   ‌مرتبه ‌صحیح‌       ‌گوییم ‌عدد ‌هر‌   ‌و ‌برای ‌که ‌باشند ‌داشته ‌وجود  ‌،‌     ‌چنان

.‌میدآن‌خارج‌قسمتی‌نامتناهی‌داشته‌باشد،‌عناصر‌سطحی‌موجودند‌‌  دآنیم‌اگر‌‌می‌.‌                 

‌‌.‌است‌‌   ‌،‌یک‌عنصر‌منظم‌در‌‌  گاه‌هر‌عنصر‌سطحی‌برای‌‌دارای‌عمق‌مثبت‌باشد،‌آن‌‌   ‌علاوه،‌اگر‌‌به

  ‌راش‌را‌بـا‌‌-نسبت‌به‌صـافی‌راتلیـف‌‌‌‌      مدرج‌وابسته‌‌‌ای‌هیلبرتِ‌حلقه‌چندجمله
 ‌صـورت‌‌داده،‌بـه‌‌نشـان‌‌‌    

  
 .‌کنیم‌تعریف‌می‌‌                                  

-گاه‌با‌استفاده‌از‌لم‌ارتین‌علیه‌صفر‌نیست،‌آن‌چنان‌باشد‌که‌مقسوم‌  ‌یک‌عنصر‌سطحی‌برای‌‌   ‌اگر. ۲ملاحظه 

1         ‌داریم‌‌      ‌،‌برای‌هر‌۴ریس
‌ ‌  ‌       ‌،    دید‌برای‌هر‌توان‌میرو‌به‌سادگی‌‌از‌این.‌‌ 

                                                           
1. length 

2. multiplicity 

3. superficial 
4. Artin-Rees Lemma 
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 1    ‌،‌داریم‌   ‌‌بالاخره،‌برای‌هر
 .مثبت‌است‌‌‌     ‌رو‌عمقِ‌‌از‌این.‌‌ ‌       ‌  

یک‌عدد‌‌   ‌،‌  ‌از اولیه-‌  ‌ال‌‌یک‌ایده‌‌   مکالی‌موضعی‌از‌بعد‌یک،-یک‌حلقه‌کوهن‌‌      فرض‌کنید. ۲ ۀقضی

‌:های‌زیر‌معادلند‌صورت‌گزاره‌در‌این.‌باشد‌‌  یک‌عنصر‌سطحی‌برای‌‌‌   ‌صحیح‌نامنفی‌و

1.   
       

    1 ‌‌.‌

1.           1 
               . 

9.   
          ‌. 

  ،‌‌   برای‌هر .۴
          . 

‌.را‌ببینید‌‌(‌‌1.1ۀ،‌قضی[17])‌برای‌مشاهده‌برهان،‌‌

‌

‌راش هستند-ها راتلیف های غیر صفر آن ال ایده  ۀهای نوتری که هم حوزه

راش‌-راتلیف‌‌1ددکیند‌‌‌‌ال‌غیر‌صفر‌در‌یک‌حوزه‌آند‌که‌هر‌ایده‌ثابت‌کرده(‌‌‌‌1.۴ۀنتیج‌،[15])راتلیف‌و‌راش‌در‌

های‌غیر‌‌ال‌ایده‌‌ۀها‌هم‌های‌نوتری‌را‌که‌در‌آن‌حوزهند‌که‌ا‌دهکرها‌ابراز‌علاقه‌‌آن(‌‌‌‌1.5ۀتبصر،‌[15]‌)چنین‌در‌‌هم.‌است

‌بندی‌کنند‌راش‌هستند،‌دسته-صفر‌راتلیف (‌‌‌‌‌‌9.1ۀ،گزار[۴])زیر‌را‌در‌پاسخ‌به‌این‌امر،‌هینزر‌و‌همکاران‌در‌‌‌گزاره.

 .آند‌اورده

حداکثر‌یک‌‌‌  گاه‌بعد‌باشد،‌آنراش‌-راتلیف‌   ‌ال‌غیرصفر‌اگر‌هر‌ایده.‌نوتری‌باشد‌ۀیک‌حوز‌‌  فرض‌کنید‌ .1ۀ گزار

 .است

چنین‌فرض‌کنید‌‌هم.‌باشد‌با‌ارتفاع‌دو‌‌  الی‌از‌ایده‌        ‌فرض‌کنید.‌حداقل‌دو‌باشد‌   ‌فرض‌کنید‌بعد‌.اثبات

    ۴  9    9  ۴   ‌‌ ‌بخش‌[12])طبق‌. ‌قضی‌‌5، ‌‌(‌‌۴.1۴ۀ، ‌یک‌مجموعه‌مستقل‌است‌    ‌،  ‌بنابراین‌.

 1 1 1 ‌اما.‌‌     1 1  ،‌بنابراین‌ 1          ‌.راش‌نیست-راتلیف‌‌ ‌؛‌یعنی‌      

راش‌است‌-راتلیف  ‌ال‌غیرصفر‌در‌‌هر‌ایده‌گفت؛‌توان‌می،‌‌  ‌بعدی‌مانند‌های‌نوتری‌یک‌در‌حوزه‌‌،‌9ۀنتیج‌طبق‌

بنابراین،‌بدون‌کاستن‌از‌کلیت‌.‌نیزچنین‌ویژگی‌داشته‌باشد‌‌   ‌،‌‌  در‌   ‌ال‌ماکسیمال‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌برای‌هر‌ایده

‌.فرض‌موضعی‌بودن‌حلقه‌را‌به‌گزاره‌زیر‌اضافه‌کرد‌‌توان‌میمسئله‌

‌قضی[۴]) . 1ۀ قضی ‌‌‌  فرض‌کنید‌‌(‌9.3 ۀ، ‌بعد‌یک‌و ‌نوتری‌موضعی‌از ‌بستار‌صحیح‌آن‌باشد‌‌    ‌یک‌حوزه در‌.

 :های‌زیر‌معادلند‌صورت‌گزاره‌این

 .پایدار‌است‌‌  ال‌‌هر‌ایده .1

 .راش‌است-راتلیف‌‌   ‌ال‌غیر‌صفر‌‌هر‌ایده‌ .1

ضـرب‌مسـتقیم‌سـه‌کاـی‌از‌‌‌‌‌‌با‌حاصـل‌‌‌        ‌باشد‌یک‌حلقه‌است،‌و‌‌‌   ‌که‌شامل‌   ‌‌زیرمدول‌-‌   ‌هر‌‌ .9

 .تیکریخت‌نیس‌  1 

 ،‌ 1                    ،‌    ‌برای‌هر .۴

                                                           
1. Dedekind 
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ضرب‌مستقیم‌سه‌کاـی‌از‌‌‌با‌حاصل‌‌        ‌و‌‌9                        ،‌‌        ‌برای‌هر‌و‌

 .یکریخت‌نیست‌  1 ‌
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