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 چکیده

‌روش‌هم ‌این‌مقاله ‌‌در ‌چند ‌بها‌‌ای‌جملهمحلی‌مبتنی‌بر ‌یافته ‌انتقال ‌‌هی‌ژاکوبی ‌توابع ‌برای‌تقریب‌‌ای‌پایهعنوان را

‌با‌استفاده‌از‌قضایای‌وجود‌و‌یکتایی.‌کنیم‌معرفی‌می‌ای‌مرتبه‌ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی‌تکها‌‌مناسب‌جواب

‌می ‌مشتقات‌جواب‌نتیجه ‌برخی‌از ‌مبدها‌‌گیریم‌که ‌معادلات‌در ‌از ‌این‌به‌اند‌پیوستهنا‌أی‌این‌دسته ‌موجب‌‌که ‌خود نوبه

‌پیاده‌می ‌که ‌باشد‌شتهپایینی‌دا‌همگرایی‌ۀمرتب‌،شکل‌معمول‌محلی‌به‌سازی‌روش‌هم‌شود ‌رفع‌این‌مشکل‌با‌‌به. منظور

‌ ‌یک‌تغییر‌متغیر‌مناسب‌ابتدا ‌از ‌به‌یک‌معادلاستفاده ‌را ‌جواب‌هموارتر‌تبدیل‌می‌ۀمعادله کنیم‌و‌سپس‌روش‌‌جدید‌با

و‌نتایج‌عددی‌حاصل‌از‌اعمال‌روش‌‌کردههمگرایی‌روش‌را‌بررسی‌آنالیز‌.‌کنیم‌سازی‌می‌محلی‌موردنظر‌را‌روی‌آن‌پیاده‌هم

‌.‌دهیم‌را‌گزارش‌می‌پیشنهادی

 

 .ی‌ژاکوبی،‌آنالیز‌همگراییها‌‌ای‌جملهمحلی،‌چند‌،‌روش‌همای‌مرتبه‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی‌تک: کلیدی یها  هواژ

 

 مقدمه

‌‌ای‌مرتبهدیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی‌تک‌‌ۀروش‌تقریبی‌مناسب‌برای‌حل‌عددی‌معادل‌ۀهدف‌از‌این‌مقاله،‌ارائ 
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[9]‌دشو‌عریف‌میترابطه‌وسیلۀ‌این‌‌بهکه‌‌است‌: 
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‌:[9]برقرار‌است‌‌(2)‌ۀتوان‌نشان‌داد‌که‌رابط‌می.‌است‌αانتگرال‌کسری‌از‌مرتبه‌

( ) ( ) (0).I D y y x y                                               (2)  

ی‌فیزیکی‌و‌مسائل‌ها‌‌پدیده‌سازی‌مدل‌دلیل‌کاربرد‌فراوان‌در‌‌هب‌،این‌دسته‌از‌معادلات‌محققان‌بهبسیاری‌از‌‌امروزه

تغییر‌شکل‌‌خواص‌الکتریکی‌و‌مکانیکی‌مواد،‌تشریح‌خواص‌سازی‌مدل‌توان‌به‌‌می‌ها‌‌که‌از‌آن‌دارندمهندسی،‌توجه‌
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‌نظریه‌کنترل‌سیستمها‌‌سنگ ‌ریاضی‌فیزیک، ‌در ‌انتشار ‌معادله ‌نوسانات‌غیرخطی‌زلزله، ‌ها‌‌، ‌سازی‌مدل‌ی‌دینامیکی،

‌ ‌معادله ‌و ‌نور ‌انتشار ‌نظریه‌‌جایی‌جابهمعادلات ‌الکتروشیمیایی، ‌فرآیند ‌کسری، ‌یک‌زمان ‌در ‌هوا ‌افقی ‌پراکندگی و

[.7]-[9]‌کردی‌الکتریکی‌و‌احتمالات‌اشاره‌ها‌‌پردازش‌سیگنال،‌نظریه‌الکترومغناطیس،‌شبکه
‌ یا‌دارای‌جواب‌تحلیلی‌نیستند‌و‌یا‌‌ها‌‌از‌نوع‌غیرخطی‌آن‌ویژه‌هکه‌اکثر‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌ب‌با‌توجه‌به‌این

ارائه‌روش‌تقریبی‌مناسب‌‌رو،‌است‌از‌اینی‌بسیار‌پیچیده‌ها‌‌نیازمند‌اتخاذ‌روش‌ها‌‌دست‌آوردن‌آن‌هدر‌صورت‌وجود،‌ب

در‌مقالات‌ی‌متنوعی‌برای‌حل‌این‌دسته‌از‌معادلات‌ها‌‌تاکنون‌روش.‌استبسیار‌حائز‌اهمیت‌‌ها‌‌برای‌حل‌عددی‌آن

‌آن ‌جمله ‌از ‌است‌که ‌شده ‌روش‌می‌ها‌‌ارائه ‌به ‌برونها‌توان ‌چندگامی، ‌هموتوپی، ‌آدومیان، ‌تجزیه ‌اسپلاین،‌‌ی یابی،

معادله‌را‌در‌حالت‌خطی‌در‌نظر‌‌ها‌که‌اکثر‌آن‌،[97]-[8]‌کردگر‌اشاره‌‌اصلاح-گیری‌ضربی‌و‌پیشگو‌موجک،‌انتگرال

‌تاکنون‌مقالات‌اندکی‌برای‌ح‌گرفته ‌نوع‌اند‌و ‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌از ‌استشارائه‌غیرخطی‌ل‌عددی‌ ‌ده از‌.

تواند‌بسیار‌حائز‌‌میغیرخطی‌ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌ها‌منظور‌تقریب‌جواب‌ی‌عددی‌کارا‌بهها‌روش‌ۀارائ‌رو،‌این

‌اهمیت‌باشد محلی‌برای‌‌مبتنی‌بر‌روش‌هم‌زیاد‌دقت‌ۀهدف‌از‌این‌مقاله‌معرفی‌و‌تحلیل‌یک‌روش‌عددی‌با‌مرتب.

‌.است(‌9)معادلات‌

ی‌از‌معادلات‌از‌زیاد‌ۀکه‌برای‌حل‌عددی‌دست‌استمحلی‌‌ی‌عددی‌موجود،‌روش‌همها‌یکی‌از‌پرکاربردترین‌روش

‌معادلات‌انتگرال ‌مشتقات‌صحیح‌و‌جزئی، ‌معادلات‌انتگرالقبیل‌معادلات‌دیفرانسیل‌با ‌مسائل‌مقدار‌‌دیفرانسیل-، و

‌[98]‌است‌شدهاده‌ویژه‌استف ،[91‌ ‌می‌ۀنوب‌این‌به[. ‌رساند‌خود‌اهمیت‌و‌کارآیی‌بالای‌این‌روش‌را ‌این‌. ویژگی‌بارز

مورد‌‌ۀثابت‌شده‌است‌که‌اگر‌جواب‌معادل.‌استی‌هموار‌معادلات‌ها‌در‌تقریب‌جواب‌بالا‌همگرایی‌ۀروش‌داشتن‌مرتب

ی‌ها‌رو‌با‌توجه‌به‌ناهمواری‌از‌این.‌دبا‌نرخ‌نمایی‌دار‌همگراییسرعت‌محلی‌‌همکافی‌هموار‌باشد‌روش‌ۀ‌نظر‌به‌انداز

‌انتظار‌می(9)ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌ها‌موجود‌در‌برخی‌از‌مشتقات‌جواب محلی‌‌هم‌سازی‌روش‌رود‌که‌پیاده‌،

رفی‌ترین‌انگیزه‌برای‌نگارش‌این‌مقاله،‌مع‌مهم.‌ی‌شوداندک‌همگراییتقریبی‌با‌سرعت‌‌یمعمول‌منجر‌به‌روش‌صورت‌به

‌تحلیل‌یک‌روی ‌و ‌بازیابی ‌برای ‌جدید ‌معادلات‌محلی‌‌همبالای‌روش‌‌ۀمرتب‌همگراییکرد ‌عددی ‌حل ‌9)در .‌است(

‌استفاده‌از‌یک‌تغییر‌متغیر‌مناسب‌معادلمنظور‌بدین ‌با ‌ابتدا ‌به‌یک‌معادل‌ۀ، دیگر‌با‌جوابی‌هموارتر‌تبدیل‌‌ۀاصلی‌را

با‌.‌آوریم‌می‌دست‌به(‌9)‌ۀبرای‌معادلزیاد‌دقت‌‌ۀمناسب‌با‌مرتبتقریب‌محلی‌‌همسازی‌روش‌‌کنیم‌و‌سپس‌با‌پیاده‌می

.‌شود‌می‌همگرایی‌ۀهموارسازی‌اتخاذ‌شده‌موجب‌بهبود‌مرتب‌رویکرددهیم‌که‌‌روش‌نشان‌می‌همگراییتحلیل‌رفتار‌

ی‌موجود‌در‌مقالات‌ها‌دی‌نسبت‌به‌روشاهآمده‌همگی‌حاکی‌از‌برتری‌محسوس‌روش‌پیشن‌دست‌بهای‌‌نتایج‌مقایسه

‌.‌است

را‌(‌9)‌ۀی‌معادلها‌یکتایی‌جواب‌در‌بخش‌دوم،‌قضیه‌وجود‌و.‌این‌مقاله‌در‌شش‌بخش‌تهیه‌و‌تنظیم‌شده‌است

در‌ادامه‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌رفتار‌.‌دهد‌می‌را‌نتیجه‌أدهیم‌که‌ناهموار‌بودن‌برخی‌از‌مشتقات‌جواب‌واقعی‌در‌مبد‌ارائه‌می

‌ۀکنیم‌که‌بر‌اساس‌آن‌با‌استفاده‌از‌یک‌تغییر‌متغیر‌مناسب‌معادل‌می‌هموارسازی‌معرفی‌رویکردمجانبی‌جواب‌معادله،‌

‌به‌معادله(‌9) ‌جواب‌واقعی‌هموارتر‌تبدیل‌ای‌را ‌کنیم‌جدید‌با ‌این‌. ‌رویکردهدف‌از ‌مهیا ن‌مقدمات‌لازم‌برای‌کرد،

در‌بخش‌سوم،‌.‌است‌زیاددقت‌‌ۀی،‌با‌مرتبمحل‌با‌استفاده‌از‌روش‌هم(‌9)ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌ها‌تقریب‌جواب

‌برای‌تقریب‌جوابها‌ای‌ی‌چندجملهها‌‌پایه‌مبتنی‌برمحلی‌‌همروش‌ چنین‌‌ی‌معادله‌تبدیل‌یافته‌و‌همها‌ی‌ژاکوبی‌را
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‌دهیم‌می‌ارائه(‌9)‌ۀمعادل ‌رفتار‌هادر‌بخش‌چ. ‌بررسی‌هاروش‌پیشن‌همگراییرم، ده‌و‌در‌بخش‌پنجم‌نتایج‌کردی‌را

‌.دهیم‌می‌دات‌را‌ارائههاگیری‌و‌پیشن‌در‌بخش‌ششم،‌نتیجه‌یتاًهان.‌کنیم‌می‌گزارشعددی‌را‌

 

 وجود و یکتایی و رویکرد هموارسازی ۀقضی

‌.دهیم‌می‌را‌ارائه(‌9)ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌ها‌در‌این‌بخش،‌قضیه‌وجود‌و‌یکتایی‌جواب 

‌ [3] .1 ۀقضی فرض‌کنید
p

q
 آن‌‌‌ ‌در ,1که 2p q صحیح‌نسبت‌به‌‌ ‌عدد ‌اول‌هستند‌دو ‌هم ‌ۀمعادل.

صورت‌قابل‌نوشتن‌به‌fرا‌در‌نظر‌بگیرید‌و‌فرض‌کنید‌که‌تابع(‌9)دیفرانسیل‌کسری‌
1

( , ) (x , y)qf x y fباشد‌‌

d,0)‌0ۀتحلیلی‌در‌یک‌همسایگی‌از‌نقطیک‌تابع‌‌fکه‌در‌آن در‌یک‌(‌9)‌ۀمعادل‌از‌yصورت‌جواب‌در‌این.‌است‌(

‌گرای‌‌صورت‌سری‌هم‌همسایگی‌از‌مبدا‌قابل‌نوشتن‌به
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y x d y x




                                              (3)  

‌.است‌iyبا‌ضرایب‌معین‌

با‌‌أدارای‌مشتق‌مرتبه‌اول‌ناپیوسته‌در‌مبد(‌9)ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌ها‌دهد‌که‌جواب‌می‌نشان‌9ۀ‌قضی

)'1رفتاری‌شبیه ) ~ xy x معمول‌منجر‌‌صورت‌بهمحلی‌‌همسازی‌روش‌شود‌که‌پیاده‌می‌این‌ویژگی‌سبب.‌هستند‌

معرفی‌رویکرد‌هموارسازی‌با‌هدف‌بهبود‌بخشیدن‌‌رو،‌از‌این.‌ی‌تقریبی‌با‌دقت‌ضعیف‌شودها‌آوردن‌جواب‌دست‌بهبه‌

منظور‌با‌‌بدین.‌تواند‌بسیار‌با‌اهمیت‌باشد‌می‌به‌وضعیت‌همواری‌توابع‌داده‌شده‌و‌در‌نتیجه‌هموارتر‌شدن‌جواب‌واقعی

توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌با‌اعمال‌تغییر‌‌می‌راحتی‌هارائه‌شد‌ب‌‌9ۀکه‌در‌قضی(‌9)‌ۀمعادلاستفاده‌از‌رفتار‌مجانبی‌جواب‌

‌متغیر‌
1 1
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‌:است‌(5)ۀ‌قابل‌تبدیل‌به‌معادل(‌9)‌ۀمعادل
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1

(s) y(s ),y                                                   (7)  

)همواری‌بهتری‌در‌مقایسه‌با‌‌ۀدارای‌درج(‌3)‌ۀکه‌با‌توجه‌به‌رابط‌استجواب‌واقعی‌مسئله‌ )y xاست‌‌.‌

 

 رویکرد عددی

ه‌و‌سپس‌با‌کردسازی‌‌پیاده(‌5)ی‌معادله‌تبدیل‌یافته‌ها‌منظور‌تقریب‌جواب‌را‌بهمحلی‌‌همدر‌این‌بخش‌ابتدا‌روش‌

‌ۀمعادلمحلی‌‌هممنظور‌تقریب‌‌بدین .کنیم‌می‌معرفی(‌9)‌ۀبرای‌معادلزیادعددی‌با‌دقت‌‌یروش(‌7)‌ۀاستفاده‌از‌رابط

‌:گیریم‌می‌در‌نظرصورت‌‌دینرا‌ب(‌5)

, ,

0

( ) (s),
N

N i i

i

y s y J   



                                           (8)  

‌آن‌ ,که‌در ( )iJ s ۀای‌ژاکوبی‌از‌درج‌چند‌جمله‌‌iۀانتقال‌یافته‌به‌باز‌Iپارامتر‌ ,یها‌با 1   [98]‌است‌‌،

,محلی‌تقریب‌هم.‌[91] ( )Ny s 
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‌:داریم(‌99)در‌(‌93)گذاری‌‌حال‌با‌جای
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‌ی‌ریاضی‌ها‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌510
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌فوق‌ضرایب‌مجهول‌ ‌حل‌دستگاه ‌نتیجه‌تقریب‌iyبدیهی‌است‌که‌با ‌در ,و ( )Ny s ‌‌ ‌در ‌8)تعریف‌شده برای‌(

‌ۀجواب‌تقریبی‌برای‌معادل(‌7)و‌(‌0)توان‌با‌استفاده‌از‌روابط‌‌می‌حال.‌آیند‌دست‌می‌به(‌5)جواب‌معادله‌تبدیل‌یافته‌

‌:کردتعریف‌صورت‌‌دینرا‌ب(‌9)غیرخطی‌دیفرانسیل‌کسری‌
, , ,(x) ( ) (x ).N N Ny y s y         

‌

 آنالیز همگرایی

‌ ‌رفتار ‌بررسی ‌بخش‌به ‌این ‌معادلهاروش‌پیشن‌همگراییدر ‌عددی ‌حل ‌در ‌5)‌ۀدی ‌معادل( ‌نتیجه ‌در ‌(9)‌ۀو

‌پردازیم‌می ‌این‌بخش‌نشان‌. ‌ۀشود‌که‌مرتب‌می‌دی‌در‌بخش‌قبل‌موجبهاهموارسازی‌پیشن‌رویکردکه‌‌دهیم‌میدر

)همواری‌تابع‌اصلاح‌شده‌ۀدرج‌افزایشبا‌محلی‌‌همروش‌‌همگرایی , ( ))f s y sکه‌این‌تابع‌‌و‌هنگامی‌شودتر‌‌بیش‌

‌.آید‌دست‌بهاز‌نرخ‌نمایی‌‌همگراییپذیر‌باشد‌‌طور‌پیوسته‌مشتق‌هبار‌ب‌بینهایت

ابتدا‌چند‌تعریف‌و‌لم‌که‌.‌باشد‌Nثابت‌مثبت‌دلخواه‌و‌مستقل‌از‌درجه‌تقریب‌Cکنیم‌‌می‌جا‌به‌بعد‌فرض‌از‌این

‌.دهیم‌می‌را‌ارائه‌استدر‌ادامه‌مورد‌نیاز‌

 [.29]،‌[91]،‌[98]. 1تعریف 
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‌.پردازیم‌می‌گرونوال

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

20
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.7

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
06

 ]
 

                             6 / 16

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.205
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.7.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2684-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌511ی‌غیرخطیها‌محلی‌ژاکوبی‌با‌مرتبۀ‌بالا‌برای‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌تک‌مرتب‌روش‌هم

,برای‌هر:‌[91]و‌[‌98]. 1لم  ( )mu B I با‌m 1داریم‌:‌‌
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‌که‌در‌نامساوی‌‌باشد‌طوری‌Iپذیر‌در‌تابعی‌نامنفی‌و‌انتگرال‌uفرض‌کنید [22]‌(:نامساوی گرونوال). 5لم 
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1 2 1 2| f(s, y (s)) f(s, y (s)) | K | y (s) y (s) | .    
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,که‌در‌آن ,e ( ) (s) ( )N Ns y y s    1تابع‌خطا‌و‌m همواری‌تابع‌ۀدرج‌f(s, y(s))است‌.‌
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, , ,(s) ( (s, (s))).N N ND y I f y                                    (97)  

,(90)‌ۀکه‌بنا‌به‌رابط‌تذکر‌این (s)ND y  حداکثر‌ۀای‌از‌درج‌یک‌چندجمله‌Nو‌در‌نتیجه‌‌است‌‌
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        یابی‌است‌خطای‌حاصل‌از‌درون‌‌ با‌.

I،‌عملگرIدر‌عملگر‌انتگرال‌کسری(‌0)اعمال‌تغییر‌متغیر‌ آید‌دست‌می‌بهصورت‌‌دینب‌:‌
1

1
1 1

1

0

1
( ) (s ) ( ) ,

( )

s
w

I y s w y w dw


  

 



 
   

‌‌:توان‌نتیجه‌گرفت‌می‌(2)‌ۀکه‌با‌استفاده‌از‌رابط
, , , ,( (s)) (s) (0) (s).N N N NI D e e e e                                  (91)  

Iبا‌اعمال‌عملگر توان‌نوشت‌می(‌91)‌ۀو‌با‌استفاده‌از‌رابط(‌98)‌ۀبه‌طرفین‌رابط‌:‌‌

,

, , ,(s) ( (s, (s)) (s, (s))) ( ( (s, (s)))).
N

N N NI
e I f y f y I e f y 

           

,s)که‌تابع‌با‌توجه‌به‌این (s))f y(‌21)صورت‌‌مذکور‌به‌ۀکند‌رابط‌لیپ‌شیتس‌صدق‌مینسبت‌به‌متغیر‌دوم‌در‌شرط‌

‌.قابل‌بازنویسی‌است
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

,

,

, , ,

, ,

| | (| (s, (s)) (s, (s)) |) | ( ( (s, (s)))) |

(| (s) |) | ( ( (s, (s)))) | .

N

N

N N NI

N NI

e I f y f y I e f y

I e I e f y

 

 

       

     

  

 
                 (21)  

‌‌:داریم(‌21)‌ۀدر‌رابط(‌نامساوی‌گرونوال)‌2کارگیری‌لم‌‌هبا‌ب

,

, ,

, ,|| || || ( ( (s, (s)))) || .
N

N NI
e I e f y 

    

                                (29)  

2انتگرال‌کسری‌در‌فضایکه‌عملگر‌‌با‌توجه‌به‌این

, ( )L I مراجعه‌‌[2]‌در‌مرجع‌2.9به‌لم‌)‌استدار‌‌عملگری‌کران‌

‌‌:صورت‌نوشت‌دینتوان‌ب‌را‌می(‌29)‌ۀرابط(‌دشو

,

, ,

, ,|| || || ( (s, (s))) || .
N

N NI
e C e f y 

   

     

‌‌:داریمر‌مذکو‌ۀدر‌رابط‌9کارگیری‌لم‌‌هبا‌ب

, ,

, ,|| || || (s, (s))) || .
m

m

N N m mm
e C N f y

s

   

   



 




                        (22)  

‌‌:با‌استفاده‌از‌بسط‌تیلور‌داریم

,

1
, , ,

,
(s, (s))) (s, (s))) (s, (s))) | ,

N

m m m

N N Nm m m y
N

f y f y e f y
s s y s

 

     

  





  
 

   
            (23)  

,و‌yتابعی‌بین‌ξکه‌در‌آن‌

Ny  با‌توجه‌به‌فرض‌همواری‌تابع‌.‌است‌f(s, y(s))(‌23)‌ۀکارگیری‌رابط‌هدر‌قضیه‌و‌ب‌

‌‌:توان‌نتیجه‌گرفت‌می‌(22)‌ۀدر‌رابط

,

1
, , ,

, , , ,
|| || (|| (s, (s))) || || || || (s, (s))) | || ),

N

m m
m

N m m N m m Nm m y
N

e C N f y e f y
s y s

 

     

        




    

 
 

  
 

‌.دهد‌می‌کافی‌بزرگ‌همان‌نامساوی‌مورد‌نظر‌را‌نتیجه‌ۀی‌به‌اندازها‌‌Nازای‌که‌به

 

 نتایج عددی

‌ارائه(‌9)‌ۀی‌معادلها‌برای‌تقریب‌جوابمحلی‌‌همسازی‌روش‌‌آمده‌از‌پیاده‌دست‌بهدر‌این‌بخش‌نتایج‌عددی‌ ‌را

‌در‌جدول‌منظور‌از‌خطا‌همان‌.‌دهیم‌می
1

2
, , 2 ,

,
0

( (x)) ( ) ,N Ne e w x dx     

 
   

,که‌در‌آن‌‌است ,(x) ( ) (x)N Ne y x y    ‌.روش‌از‌طریق‌فرمول‌‌همگراییچنین‌مرتبه‌‌هم‌

1

,

,

2

1

2

ln( )

| |,

ln( )

N

N

e

e
order

N

N

 

 

  

0ی‌ها‌منظور‌سادگی‌نتایج‌را‌در‌حالت‌به.‌محاسبه‌شده‌است  ‌(ی‌لژاندرها‌ای‌چندجمله‌)و‌
1

2
   ‌

حاصل‌با‌استفاده‌از‌روش‌نیوتن‌اصلاح‌غیرخطی‌ی‌ها‌چنین‌دستگاه‌هم.‌کنیم‌می‌گزارش(‌ی‌چبیشفها‌ای‌چندجمله)

‌.اند‌شده‌حل‌شده
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‌.گیریم‌میرا‌در‌نظر‌(‌20)غیرخطی‌دیفرانسیل‌کسری‌‌ۀمعادل‌:1مثال 
1

2
cosh( )

( ) (1 ) e ,
( 1)

(0) 0,

x x yArc x
D y x e x

x

y






    





                    (20)  

)که‌دارای‌جواب‌واقعی‌ ) ln( 1)y x x دارای‌مشتق‌ناپیوسته‌است‌أکه‌در‌مبد‌است‌.‌

‌‌:کند‌زیرا‌داریم‌صدق‌می‌9ۀدر‌شرایط‌قضی(‌20)معادله‌

cosh( )
( , ) (1 ) e ( , ),

( 1)

x x yArc x
f x y e x f x y

x

     


 

که‌در‌آن
2 2

2

cosh( )
( , ) (1 ) e

( 1)

s s yArc s
f s y e s

s

    


s,یک‌تابع‌تحلیلی‌بر‌حسب‌ yبنابراین‌بنا‌.‌است‌

‌صورت‌سری‌همگرا‌ه،‌جواب‌واقعی‌معادله‌قابل‌نوشتن‌ب‌9ۀبر‌قضی

2

1

( ) ,
i

i

i

y x y x




  

دی‌در‌هامنظور‌رفع‌این‌مشکل،‌با‌توجه‌به‌روش‌پیشن‌به.‌استأناپذیر‌بودن‌جواب‌در‌مبد‌مشتق‌ۀدهندکه‌نشان‌است

‌مقاله‌تغییر‌متغیر‌
2 2, , , ,x s s x t w w t     

‌‌ۀرا‌به‌معادل‌‌کنیم‌و‌آن‌اعمال‌می(‌20)ۀ‌را‌روی‌معادل
1

2 ( ) ( , ),

(0) 0,

D y s f s y

y


 

 

                                              (25)  

‌ ‌هموار ‌واقعی ‌جواب )با ) ln( 1)y s s کنیم‌می‌تبدیل‌‌ ‌معادل. ‌‌ۀحال ‌یافته ‌25)تغییر ‌روش‌( ‌از ‌استفاده ‌با را

‌در‌جدول‌دست‌بهطور‌عددی‌حل‌کرده‌و‌نتایج‌عددی‌‌هدی‌بهاپیشنمحلی‌‌هم ‌گزارش‌9و‌شکل‌‌‌2و‌‌9های‌آمده‌را

‌مرتب‌می ‌و ‌مناسب‌بودن ‌ ‌از ‌همگی‌حاکی ‌که ‌‌ۀکنیم ‌است‌پیشنهادیروش‌‌همگراییبالای ‌این. ‌به ‌توجه yکه‌با

mداریم‌‌‌2ۀپذیر‌است‌در‌قضی‌مشتق‌Iۀطور‌پیوسته‌در‌باز‌هنامتناهی‌بار‌ب ست‌که‌پس‌از‌ا‌این‌ۀدهند‌که‌نشان‌

‌ ‌‌رویکرداعمال ‌تقریب ‌‌همهموارسازی ‌محلی ‌سرعت ‌‌همگراییدارای ‌نمایی ‌نرخ ‌استاز ‌می. ‌را ‌نتیجه ‌از‌‌این توان

‌جدولها‌‌مرتبه ‌در ‌شده ‌ارائه ‌‌‌9های‌ی‌همگرایی ‌هم‌2و ‌‌و ‌دریافت‌9چنین‌شکل ‌‌آن‌.نیز ‌شکل ‌در ‌که رفتار‌‌9جا

ی‌ها‌‌مرتبه‌2و‌‌‌9های‌خطی‌است‌و‌در‌جدول‌ای‌به‌بعد‌تقریباً‌بعد‌از‌مرحله‌Nازای‌مقادیر‌متفاوت‌لگاریتمی‌مشتق‌به

‌.‌کنند‌می‌میلبینهایت‌‌تر‌شده‌و‌به‌تقریب‌رفته‌رفته‌بیش‌ۀبا‌افزایش‌درج‌همگرایی

‌

‌

‌

‌
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 1ی لژاندر برای مثال ها  ی متفاوت با پایهها  N ازای به پیشنهادیسازی روش  آمده از پیاده دست بهنتایج  .1جدول 

N ‌(ثانیه)زمان‌اجرای‌برنامه‌همگرایی‌ۀمرتب‌‌‌‌‌‌‌‌خطا 

0‌0-91×11/15‌‌‌‌‌‌‌‌80/10‌27/12‌

8‌6-91×97/19‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 1‌55/17‌

92‌1-91×29/13‌‌‌‌‌‌‌‌‌55/90‌56/11‌

96‌99-91×98/19‌‌‌‌‌‌‌‌01/91‌98/93‌

21‌93-91×12/19‌‌‌‌‌‌‌‌21/29‌50/28‌

  1ی چبیشف برای مثال ها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به پیشنهادیسازی روش  آمده از پیاده دست بهنتایج   .5جدول 

N ‌(ثانیه)زمان‌اجرای‌برنامه‌مرتبه‌همگرایی‌خطا 

 0‌0-91×99/10‌11/10 78/19‌

8‌7-91×19/17‌12/11‌82/10‌

92‌1-91×3/12‌0/90‌10/16‌

96‌92-91×16/18‌28/91‌01/95‌

21‌93-91×58/19‌11/91‌99/21‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
و ( سمت چپ) ی لژاندرها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به پیشنهادیسازی روش  آمده از پیاده دست بهی ها خطا .1شکل 

 1برای مثال ( سمت راست) چبیشف

‌دیفرانسیل‌کسری‌‌ۀمعادل‌:5مثال 
3

'' 2( ) ( ) ( ) 0,

(0) 1, '(0) 0,

y x D y x y x

y y

 


  


  



                                    (26)  

‌چسبندگیگیری‌‌برای‌اندازه‌که‌عمدتاً‌(MEMS)‌مکانیک-الکترو-دستگاه‌میکرو‌سازی‌مدل‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌که‌در‌

صورت‌‌هجواب‌واقعی‌معادله‌ب.‌[23]‌شود‌می‌استفاده‌؛شود‌می‌برخورد‌ها‌نفت‌به‌آن‌جراخسیالاتی‌که‌در‌طول‌روند‌است

‌:استسری‌نامتناهی‌

2 2
2

0 0

( 1) ( ) ( )!
( ) 1 .

! !(2 2 ) (2 2 )
2 2

j
k

k j

j k

j k x
y x

j j
j k k k

 
 

 

 

  
 

    
                             (27)  
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چون‌این‌معادله‌.‌که‌یکی‌از‌پر‌کاربردترین‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌است‌است‌9تورویک-این‌معادله‌از‌نوع‌باگلی

از‌‌‌8.9ۀدر‌این‌مقاله،‌ابتدا‌با‌استفاده‌از‌قضی‌پیشنهادیسازی‌روند‌عددی‌‌منظور‌پیاده‌به‌رو،‌از‌اینای‌نیست‌‌تک‌مرتبه

‌ای‌‌را‌به‌دستگاه‌معادله‌دیفرانسیل‌تک‌مرتبه(‌‌26)‌ۀمعادل‌[3]‌مرجع
1

2
0 1

1

2
1 2

1

2
2 3

1

2
3 3 0

0 1 2 3

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(0) 1, (0) (0) (0) 0,

D y x y x

D y x y x

D y x y x

D y x y x y x

y y y y

 





 





   


    

                           (28)  

0کنیم‌که‌در‌آن‌جواب‌می‌تبدیل ( )y xمتناظر‌با‌جواب(28)از‌دستگاه‌‌‌،( )y xرا‌‌است‌و‌سپس‌آن(‌26)‌ۀاز‌معادل‌

‌ای‌برداری‌صورت‌تک‌مرتبه‌قابل‌بازنویسی‌به(‌28)‌ۀبدیهی‌است‌که‌معادل.‌کنیم‌می‌طور‌عددی‌حل‌هبمحلی‌‌همروش‌‌به

‌:است
1

2 ( ) ( , ( )),D Y x F x Y x                                (21)  

‌که‌در‌آن‌‌

10

21

32

3 3 0

( )( )

( )( )
( ) , ( , ( )) ,

( )( )

( ) ( ) ( )

y xy x

y xy x
Y x F x Y x

y xy x

y x y x y x 

  
  
   
  
  
     

 

(0)و [1 0 0 0]TY ۀی‌معادلها‌‌منظور‌تقریب‌جواب‌را‌به‌پیشنهادیحال‌روش‌.‌مورد‌نیاز‌استۀ‌شرایط‌اولی‌‌

0.1با‌در‌نظر‌گرفتن‌(‌21) آمده‌‌دست‌بهکنیم‌و‌نتایج‌عددی‌‌سازی‌می‌پیاده(‌27)و‌پنجاه‌جمله‌از‌سری‌جواب‌‌

‌برای‌جواب‌

0 1

2
1

2

3
3 2

( )
( )

( ) ( )
( ) ,

( ) '( )

( )
( )

y x
y x

y x D y x
Y x

y x y x

y x
D y x

 
   
   
    
   
   
   

 

 

‌.دهیم‌می‌ارائه‌2و‌شکل‌‌0و‌‌‌3های‌را‌در‌جدول(‌26)‌ۀو‌مقادیر‌متناظرشان‌در‌معادل(‌28)از‌دستگاه‌

‌

‌

                                                           
1. Bagley-Torvik 
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  5های لژاندر برای مثال   های متفاوت با پایه   N ازایسازی روش پیشنهادی بهدست آمده از پیاده های به خطا .2جدول 

N  
0 ( )y x  

1( )y x  2 ( )y x  3( )y x  

 0‌3-91×10/19‌0-91×53/11‌0-91×29/16‌0-91×91/13‌

8‌7-91×19/16‌6-91×09/19‌6-91×15/12‌6-91×87/15‌

92‌1-91×23/13‌1-91×12/17‌8-91×85/19‌8-91×92/10‌

96‌99-91×38/12‌99-91×18/13‌99-91×18/13‌91-91×31/12‌

  5ی چبیشف برای مثال ها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به پیشنهادیسازی روش آمده از پیاده دست بهنتایج   .2جدول 

N  
0 ( )y x  

1( )y x  2 ( )y x  3( )y x  

 0‌3-91×39/19‌3-91×97/19‌0-91×38/17‌0-91×33/15‌

8‌7-91×60/13‌7-91×55/12‌8-91×77/17‌7-91×93/12‌

92‌99-91×28/10‌99-91×17/12‌92-91×11/18‌99-91×05/12‌

96‌99-91×90/12‌99-91×97/19‌92-91×29/12‌99-91×63/19‌

‌

و ( سمت چپ) ی لژاندرها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به پیشنهادیسازی روش  آمده از پیاده دست بهی ها خطا .5شکل 

‌‌2برای مثال( سمت راست) چبیشف

 ‌ۀمعادل: 2مثال 
3( ) (0.5 )sin( ( )) 0.8sin( )

(0) 1

D y x x y x x

y

     



                          (31)  

‌ ‌نظر ‌در ‌گیریم‌میرا ‌حالت‌کلی‌روش. ‌31)‌ۀآوردن‌جواب‌واقعی‌معادل‌دست‌بهکاربردی‌مناسب‌برای‌‌چون‌در در‌(

‌برای‌محاسبها‌دسترس‌نیست‌باید‌از‌روش گزین‌‌یک‌جواب‌مرجع‌مناسب‌که‌بتواند‌جای‌ۀی‌عددی‌همیشه‌همگرا

‌باشد ‌برای‌جواب‌واقعی ‌کنیم‌،خوبی ‌استفاده ‌روش‌تکرار‌بدین. ‌از ‌این‌مثال ‌در VIM)‌روشی‌و‌منظور
9
‌استفاده‌(

)روش‌جواب‌واقعیدر‌این‌.‌[25]،‌[20]‌کنیم‌می )y xشود‌می‌ارائه(‌39)‌صورت‌هب(‌31)‌ۀاز‌معادل‌:‌

( ) ( ),k
k

y x Lim y x


                                               (39)  

)یها‌که‌در‌آن‌تکرار )ky xبازگشتی‌‌ۀرابط‌وسیلۀ‌به‌‌

                                                           
1. Variational Iteration method 
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0

3

1 1 1

( ) (0) 1,

( ) ( ) [( ( )) (0.5 ) ( ( )) 0.8 ( )],k k k k

y x y

y x y x I D y x x g y x g x   



 


    
 

)sinبرای‌تابع‌‌kۀهمان‌سری‌تیلور‌از‌درج‌1gآیند‌که‌در‌آن‌دست‌می‌به )xجواب‌‌مطمئناً(‌39)‌ۀبنا‌بر‌رابط.‌است‌‌

( ) ( ),Ly x y x                                                   (32)  

)گزینی‌جواب‌واقعی‌کافی‌بزرگ‌یک‌گزینه‌مناسب‌برای‌جای‌ۀی‌به‌اندازها‌‌Lازای‌به )y xدر‌محاسبه‌دقت‌جواب‌‌

‌ازای‌‌را‌به(‌31)‌ۀمعادل.‌در‌بخش‌سوم‌مقاله‌است‌پیشنهادیآمده‌از‌روش‌‌دست‌محلی‌به‌هم

1
100, , 15,

4
L N    

ازای‌نقاط‌متفاوت‌را‌در‌آمده‌به‌دست‌بهحل‌کرده‌و‌مقادیر‌تقریبی‌‌و‌روشی‌و‌روش‌تکرارمحلی‌‌هماستفاده‌از‌روش‌‌اب

‌ارائه‌دادیم‌5جدول‌ نزدیک‌بین‌جواب‌‌یارتباط‌دست‌آمده‌همگی‌حاکی‌از‌داشتن‌بهنتایج‌‌ۀبدیهی‌است‌که‌مقایس.

‌.استمحلی‌‌هممرجع‌و‌جواب‌

 2آمده برای مثال  دست بهنتایج  عددی  .2جدول 

x چبیشف-روش‌هم‌محلی‌لژاندر-روش‌هم‌محلی‌جواب‌مرجع 
‌

 2/1‌169672161/19 169672906/19‌169672222/19 

0/1‌168788007/19‌168788558/19 168788101/19‌

6/1‌162770996/19‌162770527/19‌162770996/19‌

8/1‌991605637/19 991602121/19‌991602661/19‌

9‌287629371/19‌287625612/19‌287625310/19‌

‌کسری‌‌ۀریکاتی‌از‌مرتب‌ۀمعادل: 2مثال 
1

22 ( ) ( ) ( ) ( )

(0) 0,

D y x y x x y x f x

y


   

 

                               (33)  

‌که‌در‌آن‌مگیری‌میرا‌در‌نظر‌
1

1 2
2

( )
( ) (1 ) ,

1
( )

2

q
q

q qx q
f x x x

q


 

   

 

 

‌ )و‌جواب‌واقعی‌معادله‌برابر‌با ) , 0qy x x q است‌‌ روش‌تاو‌ی‌متفاوت‌بهها‌‌qازای‌به‌[26]‌در‌(33)‌ۀمعادل.

در‌‌پیشنهادییید‌مناسب‌بودن‌روش‌أمنظور‌تبه.‌ی‌چبیشف‌و‌لژاندر‌حل‌شده‌استها‌ایچمله‌عملیاتی‌مبتنی‌بر‌چند

1.8qو‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌‌3ارائه‌شده‌در‌بخش‌محلی‌‌همروش‌‌را‌به(‌33)‌ۀاین‌مقاله،‌معادل ی‌ها‌حل‌کرده‌و‌خطا‌

‌3و‌شکل‌‌7و‌‌‌6های‌کنیم‌و‌نتایج‌را‌در‌جدول‌مقایسه‌می[‌26]در‌‌2ی‌ارائه‌شده‌در‌جدول‌ها‌آمده‌را‌با‌خطا‌دست‌به

‌دهیم‌می‌ارائه ‌جدول. ‌در ‌گزارش‌شده ‌نتایج ‌است‌که ‌‌‌6های‌بدیهی ‌‌7و ‌شکل ‌روش‌‌3و ‌برتری ‌از ‌حاکی همگی

‌.‌است‌[26]روش‌ارائه‌شده‌در‌‌به‌پیشنهادی

‌
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 [52] و روش تاو عملیاتی محلی پیشنهادی همآمده از روش  دست بهی ها آمده از مقایسه خطا دست بهنتایج  .2جدول 
 2ی لژاندر برای مثالها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به

N  روش‌تاو‌عملیاتی‌روش‌هم‌محلی‌پیشنهادی 

 5‌3-91×18/12 2-91×51/19‌

8‌0-91×10/19‌3-91×13/19 

99‌5-91×68/19‌0-91×55/12‌

90‌6-91×77/13 5-91×65/18‌

97‌7-91×61/18‌5-91×62/13‌

21‌7-91×78/12 
5-91×70/19 

و روش تاو عملیاتی   محلی پیشنهادی همآمده از روش  دست بهی ها آمده از مقایسه خطا دست بهنتایج . 2  جدول
 2ی چبیشف برای مثالها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به[ 52]

N  روش‌تاو‌عملیاتی‌محلی‌پیشنهادیروش‌هم 

 5‌0-91×12/18 3-91×68/10‌

8‌0-91×23/19‌0-91×17/10 

99‌5-91×6/19‌5-91×19/11‌

90‌6-91×98/17 5-91×19/12‌

97‌7-91×81/16‌5-91×97/19‌

21‌7-91×83/15 
6-91×59/15 

‌
شکل خط ) [52] و روش تاو عملیاتی( شکل خط چین)پیشنهادیآمده از پیاده سازی روش  دست بهی ها خطا .2شکل 

 2برای مثال ( سمت راست) چبیشف و( سمت چپ) ی لژاندرها  ی متفاوت با پایهها   N ازای به( پر

 

 گیری بحث و نتیجه

ی‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌غیرخطی‌تک‌ها‌منظور‌تقریب‌جواب‌یک‌روش‌عددی‌کارآمد‌به‌ۀارائ‌‌در‌این‌مقاله‌به

‌پردازیم‌میای‌‌مرتبه ‌به‌تکینی‌جواب. ‌یک‌أی‌این‌دسته‌از‌معادلات‌در‌مبدها‌بنا منظور‌بهبود‌‌هموارسازی‌به‌رویکرد،

‌تقریب‌‌ۀدرج ‌و ‌معرفی‌کرده ‌پیادهمحلی‌‌همهمواری‌جواب‌واقعی‌مسئله ‌یافته ‌تبدیل ‌برای‌تقریب‌معادله سازی‌‌را

‌کردیم ،‌همگی‌حاکی‌از‌پیشنهادیسازی‌روش‌‌نتایج‌عددی‌حاصل‌از‌پیاده.‌ی‌روش‌ارائه‌شدئچنین‌آنالیز‌همگرا‌هم.

‌.بوده‌است‌پیشنهادیبالای‌روش‌‌ۀکارآمدی‌و‌مرتب

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

20
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.7

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
06

 ]
 

                            14 / 16

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.205
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.7.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2684-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌512ی‌غیرخطیها‌محلی‌ژاکوبی‌با‌مرتبۀ‌بالا‌برای‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌تک‌مرتب‌روش‌هم

 منابع

1. Podlubny I., "Fractional ‎D‎‎ifferential Equations", Academic Press, SanDiego, CA. (1999). 

2. Kilbas A. A., Srivastava H. M., Trujillo J. J. "Theory and Applications of Fractional 

Differential Equations, Elsevier", Amsterdam (2006).‎ 

3. Diethelm K., "The Analysis of Fractional Differential Equations", Springer-Verlag Berlin 

(2010).‎ 

4. Oldham K. B., Spanier J., "The Fractional Calculus: Theory and Applications of 

Differentiation and Integration of Arbitrary Order", Academic Press, New York (1974). 

5. ‎Torvik P. J., Bagley R. L., "On the appearance of the fractional derivative in the behavior of 

real materials", J. Appl. Mech., 51 (1984) 294-298. 

 6. Caputo M., "Linear models of dissipation whose Q is almost frequency independent-II, 

Geophys", J. Roy. Astrom. Soc., 13 (1967) 529-539. 

 7. Caputo M., Mainardi F., "A new dissipation model based on memory mechanism", Pure 

Appl. Geophys., 91 (1971) 134-147, reprinted in Fract. Calc. Appl. Anal., 10, (2007) 310-

323. 

8. El-sayed A., Gaber M., "The Adomian decomposition method for solving partial differential 

equations of fractional order in finite domains", Phys. Lett. A., 359 (2006) 175-182. 

9. Odibat Z., Momani S., Xu H., "A reliable algorithm of Homotopy analysis method for 

solving nonlinear fractional differential equations", Appl. Math. Model.,  34 (2010) 593-600. 

10. Galeone L., Garrappa R., "On multistep methods for differential equations of fractional 

order", Mediterr. J. Math., 3 (2006) 565-580. 

11. Diethelm K., Walz G., "Numerical solution of fractional order differential equations by 

extrapolation", Numer. Algorithms, 16 (1997) 231-253. 

12. Lakestani M., Dehghan M., Irandoust-Pakchin S., "The construction of operational matrix of 

fractional derivatives using B-spline functions", Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 

17(2012) 1149-1162. 

13. Rahimkhani P., Ordokhani Y., Babolian E., "A  new operational matrix based on Bernoulli 

wavelets for solving fractional delay differential equations, Numer. Algorithms", 74 (2017) 

223-245. 

14. Rahimkhani P., Ordokhani Y., Babolian E., "Fractional-Bernoulli wavelets and their 

applications", Appl. Math. Model., 40 (2016) 8087-8107. 

15. Rehman M. U., Khan R. A., "The Legendre wavelet method for solving fractional 

differential equations", Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 16 (2011) 4163-4173. 

16. Garrappa R., Popolizio M., "On accurate product integration rules for linear fractional 

differential equations", J. Comput. Appl. Math., 235 (2011) 1085-1097. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

20
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.7

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
06

 ]
 

                            15 / 16

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.205
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.7.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2684-fa.html


‌ی‌ریاضی‌ها‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌550
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

17. Diethelm K., Ford N. J., Freed A. D., "A Predictor-Corrector approach for the numerical 

solution of fractional differential equations", Nonlinear Dynam., 16 (2002) 3-22. 

18. Hesthaven J. S., Gottlieb S., Gottlieb D., "Spectral Methods for Time-Dependent Problems, 

Cambridge Monographs on Applied and Computational Mathematics", Vol 21, Cambridge 

University Press, Cambridge, London and New York(2007). 

19. Shen J., Tang T., Wang L. L., "Spectral methods, Algorithms, Analysis and Applications", 

Springer Series in Computational Mathematics, Vol. 41, Springer, Berlin, Heidelberg and 

New York (2011). 

20. Ghoreishi F., Mokhtary P., "Spectral collocation method for multi-order fractional 

differential equations", Int. J. Comput. Methods, 11, No. 5, (2014)1350072(23 ). 

21. Rivlin T. J., "An Introduction to the Approximation of Functions", United States (1969). 

 22. Mokhtary P., "Reconstruction of exponentially rate of convergence to Legendre collocation 

solution of a class of fractional integro-differential equations", J. Comput. Appl. Math., 279 

(2015) 145-158. 

 23. Fitt A. D., Goodwin A. R. H., Ronaldson K. A., Wakeham W. A., "A fractional differential 

equation for a MEMS viscometer used in oil industry, J. Comput. Appl. Math., 229 (2009) 

373-381. 

 24. He Ji-Huan, Wu Xu-Hong, "Variational iteration method: new development and 

applications", Comput. Math. Appl., 54 (7-8) (2007) 881-894. 

 25. Odibat Z., "A study on the convergence of variational iteration method", Math. Comput. 

Modelling, 51 (9-10) (2010) 1181-1192. 

 26. Mokhtary P., Ghoreishi F., "Convergence analysis of spectral Tau method for fractional 

Riccati differential equations", Bull. Iran. Math. Soc., 40, No. 5 (2014) 1275-1290. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

20
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.7

.1
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

7-
06

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            16 / 16

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.205
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.7.1
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2684-fa.html
http://www.tcpdf.org

