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گاما و ۀ های هست با روش  برآورد تابع چگالی ای کوچک نمونهۀ مقایس
 های متعامد سری

 
‌،‌عبداله‌جلیلیان*الدین‌ایزدی‌محی

‌،‌گروه‌آماردانشگاه‌رازی
‌99/92/17پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌22/07/16دریافت‌‌‌

 چکیده
گاه‌اعداد‌حقیقی‌‌هایی‌با‌تکیه‌های‌چگالی‌احتمال‌توزیع‌ای‌استاندارد‌دچار‌مشکل‌اریبی‌مرزی‌برای‌تابع‌برآوردگر‌هسته

مبرا‌‌ای‌استاندارد‌هستند‌که‌‌گزین‌برای‌برآوردگر‌هسته‌های‌متعامد‌دو‌جای‌ای‌گاما‌و‌سری‌برآوردگرهای‌هسته.‌مثبت‌است

ای‌گاما‌‌ای‌برآوردگرهای‌هسته‌نمونه‌عملکرد‌کوچکۀ‌منظور‌مقایس‌سازی‌به‌شبیه‌بررسیدر‌این‌مقاله‌یک‌.‌‌اند‌ی‌‌از‌اریبی‌مرز

‌پایه‌و‌برآوردگر‌سری ‌شده‌است‌های‌متعامد‌با ‌اِرمیت‌اجرا ‌های‌لاگِر‌و سازی‌دریافتیم‌که‌اگر‌‌شبیهۀ‌بر‌اساس‌این‌مطالع.

های‌‌ی‌از‌شکل‌تابع‌چگالی‌هدف‌باشد،‌برآوردگر‌سریئس‌شناخت‌جزهای‌متعامد‌بر‌اسا‌برای‌برآوردگر‌سری‌‌انتخاب‌پایه

 ‌.‌ای‌گاما‌داشته‌باشد‌تواند‌عملکردی‌بهتر‌از‌برآوردگر‌هسته‌متعامد‌می

 

‌.توان‌دوم‌خطا،‌پارامتر‌هموارسازۀ‌بست‌اریبی‌مرزی،‌میانگین‌جمع:  های کلیدی اژهو

 62G07 ،62Gxx ،93E14(: 0202)بندی ریاضی  موضوع کد 

 
 مقدمه

های‌پژوهشی‌آمار‌در‌‌یکی‌از‌پویاترین‌زمینه تصادفی‌از‌آنۀ‌برآورد‌ناپارامتری‌تابع‌چگالی‌احتمال‌بر‌اساس‌یک‌نمون‌

ها‌بحث‌‌های‌موجود‌و‌سیر‌تکوینی‌آن‌مورد‌روش‌درهای‌متعددی‌‌مروری‌و‌کتاب‌های‌مقاله.‌اخیر‌بوده‌استۀ‌چند‌ده

،‌‌  ‌فرض‌کنید‌(.‌[5]‌و‌دوروی‌و‌لوگوسی‌[4]‌،‌واند‌و‌جونز[3]‌من‌،‌آیزن[2]‌،‌سیلورمن[9]‌تاپیا‌و‌تامسون)‌اند‌کرده

‌ ‌‌ ‌تابع‌چگالی‌نامعلوم‌‌نمونه‌‌  ‌، ‌باشد‌‌‌         ای‌تصادفی‌از‌یک‌توزیع‌احتمال‌با ‌نام. آشناترین‌‌یکی‌از

‌:است(‌9)طبق‌رابطۀ‌‌،‌   ‌ ۀدر‌نقط‌‌ ‌برآوردگرهای‌تابع‌چگالی‌

‌        
 

  
    

    

 
  

             ‌                                        (9)  

تابع‌هسته‌اغلب‌یک‌تابع‌چگالی‌.‌شود‌نامیده‌می‌‌9پارامتر‌هموارساز‌یا‌پهنای‌نوار‌‌   ‌تابع‌هسته‌و‌‌‌ ‌که‌در‌آن‌

‌های‌با‌ویژگی‌‌          ‌احتمال‌متقارن‌

‌        
 

    ‌ ‌           
 

   ‌ ‌           
 

   ‌  

‌است ‌هموارساز‌چنین‌فرض‌می‌هم. ‌پارامتر ‌که ‌‌     ‌شود ‌که ‌هنگامی ‌شرط‌   ‌نیز ‌در ‌‌و‌‌    ‌‌های‌،

‌کند‌صدق‌می‌‌      ‌به‌برآوردگر‌هسته       ‌برآوردگر. ‌برآوردگر‌پارزن‌، ‌یا روزنبلت‌معروف‌-ای‌استاندارد‌و

‌است ‌برآوردگر‌هسته. ‌انتخاب‌مناسب‌پارامتر‌هموارساز، و‌است‌ای‌استاندارد‌سازگار‌بوده‌‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌با

‌‌،2توان‌دوم‌خطاۀ‌بست‌چنین‌میانگین‌جمع‌میانگین‌توان‌دوم‌خطای‌آن‌و‌هم

                                                           
‌‌‌‌‌‌‌m.izadi@razi.ac.irنویسنده مسئول*

1. Bandwidth 
2. Mean Integrated Squared Error 
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‌                       
 

 
    ‌               (2)  

    ‌با‌نرخ‌رشد‌
 

مروری‌جامع‌بر‌عملکرد‌و‌‌‌[4]‌واند‌و‌جونزو‌‌[2]‌سیلورمن‌.‌‌([6]پارزن‌)‌به‌صفر‌همگرا‌است‌‌  

توانند‌به‌این‌مراجع‌رجوع‌‌مند‌می‌اند‌که‌خوانندگان‌علاقه‌ای‌استاندارد‌تابع‌چگالی‌داشته‌های‌برآوردگر‌هسته‌ویژگی

‌.ندکن

عملکرد‌مناسبی‌در‌‌(9)‌باشد،‌برآوردگر‌ ‌  ‌ ‌  ‌دار‌مانند‌ای‌کران‌گاه‌تابع‌چگالی‌بازه‌هنگامی‌که‌تکیهاین‌با‌وجود‌

در‌واقع‌این‌برآوردگر‌در‌نقاط‌مرزی‌دارای‌اریبی‌است‌که‌.‌شود،‌ندارد‌مرزی‌گفته‌میۀ‌ها‌که‌ناحی‌نقاط‌نزدیک‌به‌مرز

‌مسئل ‌به ‌معروف‌است‌‌9اریبی‌مرزیۀ ‌آن. ‌کمیت‌جا‌از ‌کاربردها، ‌از ‌بسیاری ‌در ‌نامنفی‌‌که ‌بررسی ‌مورد های‌تصادفی

ۀ‌زیرا‌این‌برآوردگر‌در‌نقاط‌نزدیک‌به‌صفر‌دارای‌مسئل‌نیست،ای‌استاندارد‌مناسب‌‌هستند،‌استفاده‌از‌برآوردگر‌هسته

‌اریبی‌مرزی‌است ‌فرض‌کنید‌‌به. ‌تکیه‌یک‌تابع‌چگالی‌حتمال‌‌ ‌طور‌مثال، ‌‌با باشد‌که‌مشتق‌دوم‌آن‌‌‌  ‌ ‌  ‌گاه

و‌هر‌‌‌  ‌ ‌   ‌گاه‌‌با‌تکیه‌‌ ‌‌متقارنۀ‌در‌این‌صورت‌برای‌تابع‌هست‌.پیوسته‌است‌‌   ‌موجود‌و‌در‌یک‌همسایگی‌

‌،([7]‌مارون‌و‌راپرت)‌   ‌ ‌    ‌

‌                ‌ ‌‌‌               

‌                                                   
 

 
 

                

 
 

  

‌ 

‌                                  
  

 
                      

 
 

  

‌  

 ،‌مثال‌عنوان‌به‌.‌ای‌استاندارد‌دارای‌اریبی‌است‌برآورگر‌هسته‌‌  ‌ ‌     ‌بنابراین‌واضح‌است‌که‌برای‌

‌             ‌
 

 
     ‌‌‌‌‌‌ ‌‌ 

‌راه  ‌این‌مشکل ‌از ‌می‌برای‌رهایی ‌جمله ‌از ‌است‌که ‌شده ‌پیشنهاد ‌به‌کارهای‌متعددی ‌ها‌بازتاب‌داده‌‌روش‌توان

‌[92]،‌[99]‌،‌مولر[90]‌گسر‌و‌همکاران)‌دار‌های‌کران‌روش‌هسته‌،‌([1]‌و‌کلاین‌و‌هارت‌[2]‌،‌سیلورمن[8]‌شوستر)

های‌بسیار‌‌یکی‌از‌روش.‌دکراشاره‌‌‌([7]‌و‌مارون‌و‌راپرت‌[94]‌وند‌و‌همکاران)ها‌‌و‌روش‌تبدیل‌داده(‌[93]‌و‌جونز

بتا‌را‌برای‌برآورد‌توابع‌چگالی‌با‌ۀ‌استفاده‌از‌هست‌‌[95]‌چن.‌های‌نامتقارن‌است‌موثر‌در‌این‌زمینه‌استفاده‌از‌هسته

،‌دو‌برآوردگر‌‌  ‌ ‌  ‌گاه‌‌چگالی‌با‌تکیه‌های‌برای‌برآورد‌تابع‌‌[96]‌چن.‌ده‌استکر‌بررسیپیشنهاد‌و‌‌‌  ‌ ‌  ‌گاه‌‌تکیه

‌هست ‌با ‌معرفی‌ۀ ‌مسئلکرگاما ‌از ‌مبرا ‌این‌برآوردگرها ‌است‌که ‌نشان‌داده ‌و ‌ده ‌استاریبی‌مرزی‌ۀ چنین‌وی‌با‌‌هم.

‌از‌ ‌بهتری‌نسبت‌به‌برآوردگرهای‌‌شبیه‌های‌بررسیاستفاده ‌دارای‌عملکرد ‌است‌که‌این‌برآوردگرها سازی‌نشان‌داده

نیز‌به‌بررسی‌‌‌[91]‌مالک‌و‌شاینلی.‌است‌‌[98]‌مولر‌و‌وانگو‌‌‌[97]‌جونز‌و‌فوستر،‌‌[93]‌جونزوسیلۀ‌‌بهمعرفی‌شده‌

‌‌[29]‌گسر‌و‌مولر،‌‌[20]‌کارونامونی‌و‌آلبرت‌،‌[8]‌شوستر‌گاما‌با‌برآوردگرهای‌ارائه‌شده‌عملکرد‌برآوردگرهایۀ‌مقایس

اند‌‌های‌مختلفی‌از‌تابع‌چگالی،‌نشان‌داده‌سازی،‌برای‌حالت‌ها‌با‌استفاده‌از‌شبیه‌آن.‌اند‌پرداخته‌‌[97]‌جونز‌و‌فوسترو‌

تر‌و‌یا‌‌ناسبعملکرد‌مویژه‌برآوردگر‌نوع‌اول‌نسبت‌به‌برآوردگرهای‌دیگر‌دارای‌‌که‌در‌حالت‌کلی‌برآوردگرهای‌گاما‌به

‌.ندپذیر‌رقابت

برآودگرهای‌.‌ای‌تنها‌برآودگرهای‌پیشنهاد‌شده‌برای‌برآورد‌ناپارامتری‌تابع‌چگالی‌نیستند‌اما‌برآوردگرهای‌هسته

و‌پس‌از‌آن‌سایر‌‌کرد‌معرفی‌[20]‌چنکوف‌دیگری‌از‌برآوردگرها‌هستند‌که‌نخستین‌بار‌ۀ‌دست‌‌‌2های‌متعامد‌سری

                                                           
1. ‎Boundary bias 
2. Orthogonal series estimators  
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شوند‌که‌همانند‌پهنای‌نوار‌در‌‌در‌این‌برآوردگرها،‌ضرایب‌هموارسازی‌در‌نظر‌گرفته‌می‌.کردندگران‌بررسی‌‌پژوهش

‌هسته ‌برآورد ‌برآو‌ای‌روش ‌عملکرد ‌ربر ‌بهتأثیردگردها ‌باید ‌عمل ‌در ‌و ‌شوند‌گذارند ‌انتخاب ‌بهینه  .‌[23]‌صورت

‌داده‌های‌بزرگ‌نمونه‌بررسی ‌برآودگرهای‌سری‌ای‌نشان ‌که ‌مانن‌اند ‌نیز ‌برآوردگرهای‌هستههای‌متعامد ای‌خواص‌‌د

‌.ده‌استکرارائه‌‌‌[25]‌اِفروموویچ‌رامروری‌جامع‌بر‌این‌نوع‌برآوردگرها‌‌.‌[24]‌مجانبی‌مطلوبی‌دارند

ای‌مبتنی‌بر‌‌ای‌برآوردگرهای‌هسته‌در‌این‌مقاله،‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌چندین‌تابع‌چگالی‌خاص،‌رفتار‌کوچک‌نمونه

‌و‌برآوۀ‌هست ‌در‌قالب‌یک‌‌دگرهای‌سریرگاما ‌را ‌بررسی‌و‌عملکرد‌آنها دیگر‌‌سازی‌با‌یک‌شبیه‌بررسیهای‌متعامد‌را

های‌متعامد‌‌و‌برآوردگرهای‌سریبعد‌‌گاما‌در‌بخشۀ‌ای‌با‌هست‌برای‌این‌منظور،‌برآوردگرهای‌هسته‌.کنیم‌مقایسه‌می

و‌‌ها‌برای‌چند‌تابع‌چگالی‌معین‌بررسی‌عملکرد‌این‌برآوردگر‌‌پایانی‌سپس‌در‌بخش.‌شوند‌معرفی‌میسوم‌‌‌در‌بخش

‌‌‌.شود‌مقایسه‌می

‌
 اگامۀ برآورد با هست

‌که‌چنان.‌باشد‌ ‌ ‌ای‌تصادفی‌از‌‌نمونه‌‌  ‌،‌‌ ‌،‌‌  ‌و‌‌‌     ‌گاه‌‌یک‌تابع‌چگالی‌احتمال‌با‌تکیه‌‌ ‌فرض‌کنید‌

برای‌رفع‌این‌مشکل‌.‌صفر‌دارای‌اریبی‌استۀ‌ای‌استاندارد‌در‌همسایگی‌نقط‌که‌گفته‌شد،‌استفاده‌از‌برآوردگر‌هسته

.‌دکرعنوان‌تابع‌هسته‌استفاده‌شده‌است‌را‌معرفی‌‌ها‌از‌تابع‌چگالی‌گاما‌به‌ای‌که‌در‌آن‌دو‌برآوردگر‌هسته‌[16]چِن‌

‌‌فرض‌کنید

‌     ‌  ‌    
 

        
           

 

 
 ‌    ‌  

‌برآوردگر.‌باشد‌‌0  ‌و‌پارامتر‌مقیاس‌‌‌0  ‌تابع‌چگالی‌توزیع‌گاما‌با‌پارامتر‌شکل‌

‌    
      

 

 
      

        
 

 
  ‌ ‌  ‌ ‌    ‌                                         (3)  

ای‌از‌اعداد‌‌دنباله‌‌    ‌،‌(3)‌در‌برابری.‌معرفی‌کرده‌است[‌96]‌چِن‌گاما‌است‌کهنخستین‌کلاس‌از‌برآوردگرهای‌

صدق‌‌‌   ‌هنگامی‌که‌‌‌    ‌و‌‌‌   ‌های‌‌شود‌و‌در‌شرط‌است‌که‌پارامتر‌هموارساز‌نامیده‌می‌مثبت

‌‌چِن‌نشان‌داد‌.کند‌می

‌       
            ‌   ‌        

 

 
          ‌    ‌                     (4)  

 و

‌‌        
       

 
 

 
 

   
      

 
              

 

 
    

       

     
                   

 

 
    ‌ 

 ‌ 

     ‌چون‌اریبی‌برآوردگر‌.‌است‌‌ ‌های‌اول‌و‌دوم‌‌ترتیب‌مشتق‌به‌‌‌''‌fو‌‌‌  ‌که‌در‌آن‌
است،‌‌ ‌    ‌ۀ‌از‌مرتب ‌     

‌از‌مسئل مطلوب‌نیست،‌از‌‌(4)‌در‌‌  ‌اما‌وجود‌.‌برآوردگرهای‌استاندارد‌استمرزی‌اریبی‌ۀ‌بنابراین‌این‌برآوردگر‌مبرا

‌:معرفی‌کرد(‌5)‌صورت‌بهرا‌ای‌گاما‌‌کلاس‌دیگری‌از‌برآوردگرهای‌هسته‌‌[96]‌چِنرو‌‌این‌

‌     
      

 

 
           ‌ ‌   

                                       (5)  

‌‌که‌در‌آن

‌       

 

 
       

 
 

  
 
 

  ‌ ‌       ‌ ‌   ‌ 

 ‌‌ 
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‌‌توان‌نشان‌داد‌می

‌          
        

 

 
             ‌ ‌        

                           ‌ ‌   ‌
                           (6)  

‌‌که‌در‌آن‌

‌           
     ‌   ‌

 
 

        ‌   
‌  

‌توجه‌به‌برابری ‌می‌(6)‌با ‌مشاهده ‌به‌‌  ‌شود‌که‌‌، ‌باز‌ ‌ازای‌‌تنها کوچکی‌در‌نزدیکی‌صفراند‌در‌میزان‌ۀ‌هایی‌که‌در

     ‌اریبی‌برآوردگر‌
‌.گذار‌استتأثیر‌‌     

‌

 های متعامد برآورد با سری

‌ای‌که‌باشد‌به‌گونه‌‌         ‌های‌‌تابعۀ‌همۀ‌مجموع‌ ‌  ‌ ‌       ‌فرض‌کنید‌

‌      
 

 

       ‌ 

‌یک‌فضای‌هیلبرت‌با‌ضرب‌داخلی‌‌  ‌در‌این‌صورت‌

‌   ‌ ‌                 
 

 
‌            

 و‌نرم

‌          ‌ ‌             
 

 

  

 
 

       

‌‌[26]‌است ‌آن‌ ‌  ‌یکامتعامد‌برایۀ‌یک‌پای‌ ‌              ‌ۀ‌اگر‌گردای. دارای‌بسط‌‌‌      ‌گاه‌هر‌‌باشد،

‌یکتای

‌              

 

   

 ‌ 

 ست‌که‌در‌آنا‌ها‌  ‌برحسب‌

‌       ‌ ‌                   
 

 

‌ 

 دارای‌بسط‌‌         ‌ۀ‌بر‌حسب‌پای‌‌ ‌،‌تابع‌چگالی‌‌     ‌با‌فرض‌این‌که‌

‌              

 

   

‌ 

 با‌ضرایب

‌      ‌ ‌                  
 

 
‌          ‌ 

 ، ‌           ‌این‌کهبا‌توجه‌به‌.‌است

‌    
 

 
        

 

   

‌ 

 و‌در‌نتیجه‌‌  ‌یک‌برآوردگر‌نااریب‌و‌سازگار‌برای‌

‌                   
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آن‌در‌ۀ‌و‌محاسب‌واریانسی‌نامتناهی‌دارد‌‌       ‌با‌این‌حال‌.‌([27]‌واتسون)‌است‌‌‌    یک‌برآوردگر‌نااریب‌برای‌

های‌‌را‌با‌وزن‌‌    ضرایب‌‌توان‌می‌‌    نامتناهی‌بودن‌واریانس‌‌برای‌رفع‌مشکل.‌([23]‌وهَبا)‌پذیر‌نیست‌‌عمل‌امکان

‌[:24]‌استفاده‌کرد‌برآوردگراین‌منقبض‌و‌از‌‌‌  ‌

‌                        

 

   

‌ 

‌‌ ‌برآوردگر ‌‌       ‌در ‌بردار‌هموارساز‌‌        ‌ ‌     ‌بردار و‌‌‌        ‌شود‌‌گویند‌و‌فرض‌می‌را

‌      
‌،‌ ‌یک‌انتخاب‌رایج‌برای‌‌.‌   

‌‌    
        
      

  (7)  

‌:شود‌می(‌8)‌‌9ۀاست‌که‌منجر‌به‌برآودگر‌بریده‌شد

‌         ‌           
 
                                                                 (8)  

‌‌استفاده‌از‌ضرایب‌هموارساز‌پارامتری‌[23]‌‌وهَبا‌

‌          ‌ ‌    
 

  ‌      
   

‌ 

2 ‌و‌‌‌0   ‌را‌پیشنهاد‌کرد‌که‌در‌آن‌  .مجهول‌هستند‌‌9 

ای‌انتخاب‌‌بهینه‌روش‌گذار‌است‌و‌باید‌بهتأثیر‌‌        ‌بر‌عملکرد‌برآوردگر‌‌‌ بدیهی‌است‌که‌بردار‌هموارساز‌

‌:برابر‌است‌با ‌         ‌برای‌‌‌(2)‌توان‌دوم‌خطاۀ‌بست‌در‌حالت‌کلی‌میانگین‌جمع‌.شود

‌                ‌    
          ‌  

 

   

      ‌  
 
   

 

 

   

  

 اما

‌        
 
  

 

  
          

 

   

 

 

  ‌ 
 

 
     

        
    

 

 
 ‌ 

 و

‌                  
 
 ‌         

 
 

 

 
     

        
    

 بنابراین

‌                   
  
 

 
      

     ‌  ‌  
   ‌  ‌  

     
 ‌   ‌         

  

 

   

  

 

   

‌ 

 ‌(‌2برابری‌پارسوال)با‌توجه‌به‌این‌که‌

‌‌   
 

  

   

           
 

 

‌‌‌سازی‌کمینهبا‌‌‌‌‌ ‌نسبت‌به‌‌               سازی‌‌کمینهبستگی‌ندارد،‌‌‌ ‌به‌بردار‌هموارساز‌

‌                        ‌     
 

      
  
 

 
     

        
     

    
       

 
    

                                                           
1. Truncated estimator 

2. Parseval's identity  
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مقدار‌ۀ‌عنوان‌مثال،‌انتخاب‌بهین‌به‌.شود‌تعیین‌می‌    ‌‌سازی‌کمینهبا‌‌‌ ۀ‌بنابراین‌انتخاب‌بهین.‌[28]‌معادل‌است

‌سازی‌کمینهبا‌‌‌(7)‌در‌بردار‌هموارساز‌‌     ‌9برینشی

‌‌‌‌       
 

 
     

        
     

    
 
   ‌‌                                   (1)  

‌نااریب برآوردگر با را آن‌توان‌می که است مجهول 2   مقدار عمل در‌.آید‌دست‌می‌هب‌‌          ‌نسبت‌به‌

‌   
   

 

      
             

           

 

 چنین‌با‌استفاده‌از‌هم.‌برآورد‌کرد

‌   
 

 
   

     

 

   

 

     ‌عنوان‌برآورد‌به
‌‌سازی‌‌کمینه،‌با‌‌      

‌           
   

 

 
        

      
    

       
 
   ‌ 

‌.[24]‌آید‌دست‌می‌هب   ‌برآوردی‌برای‌بردار‌هموارساز‌

اند‌‌شدهبررسی‌‌‌ با‌در‌نظر‌گرفتن‌برخی‌شرایط‌برای‌تابع‌چگالی‌‌‌         ‌و‌‌‌   ای‌‌های‌بزرگ‌نمونه‌ویژگی

[28]‌‌ ‌برای‌بردار‌هموارساز‌به. ‌برینشی‌‌‌،(7)‌عنوان‌مثال، ‌برای‌مقدار ‌‌‌   ‌داشته‌باشیم‌‌‌    ‌اگر ‌و
 

 
  ‌‌

   ‌ۀ‌از‌مرتب‌‌ علاوه‌‌و‌به‌‌   ‌هرگاه‌
 

،‌‌        توان‌دوم‌خطای‌ۀ‌بست‌گاه‌میانگین‌جمع‌آن‌،،‌باشد‌   ‌،‌‌  

   ‌با‌نرخ‌رشد‌
    

 

 
 
‌.[21]‌به‌صفر‌همگرا‌است‌‌ 

گاه‌فشرده‌مانند‌‌های‌چگالی‌با‌تکیه‌تابعبرای‌‌.بستگی‌دارد‌‌ گاه‌‌به‌تکیه‌‌         ‌یکامتعامد‌ۀ‌انتخاب‌پای

‌مثلثاتیۀ‌اغلب‌از‌پای‌‌  ‌ ‌  ‌ۀ‌باز

‌        

 

  
       

 
 

 
    

   

 
        

  

 2ۀدش‌ارمیت‌نرمالۀ‌،‌پای‌ گاه‌‌های‌چگالی‌با‌تکیه‌،‌در‌حالی‌که‌برای‌تابع‌شود‌استفاده‌می

‌‌      
 

       

 
  

      ‌ 

 که‌در‌آن

‌ ‌                
 

  

   
     

     ‌  

‌3ۀدش‌نرمال‌لاگِرۀ‌،‌پای‌     ‌گاه‌‌های‌چگالی‌با‌تکیه‌ام‌است‌و‌برای‌تابع-‌ ۀ‌ای‌ارمیت‌مرتب‌چندجمله

‌          
 
       ‌ 

 که‌در‌آن

‌      
 

  
   

  

   
           

 

 
 

 

   

       

  
  ‌ ‌     ‌ 

                                                           
1. Cutoff value 
2. Normalized Hermite basis  
3. Normalized Laguerre basis 
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‌ای‌لاگِر‌مرتب‌چندجمله ‌نظر‌گرفته‌می- ۀ ‌در ‌‌‌9شکل‌‌.[3]‌شود‌ام‌است، ‌پای‌‌‌90نمودار لاگِر‌و‌ۀ‌تابع‌نخست‌دو

در‌این‌حالت‌.‌توان‌استفاده‌کرد‌نیز‌می‌9ها‌موجک‌رایج،‌از‌یکامتعامد‌های‌پایه‌علاوه‌بر‌.دهد‌می‌را‌نشان‌دهش‌نرمال‌اِرمیت

‌.(93فصل‌‌[5]‌ک‌دِوروی‌و‌لوگوسی.ر)شود‌‌برآوردگر‌حاصل‌اغلب‌برآوردگر‌موجکی‌تابع‌چگالی‌احتمال‌نامیده‌می

عنوان‌برآورد‌توابع‌‌،‌بهغیره‌های‌استاندارد‌مانند‌نرمال،‌اپانِچنیکوف‌و‌ای‌با‌هسته‌بیان‌شد،‌برآوردگرهای‌هسته‌9که‌در‌بخش‌‌چنان

‌تکیه ‌‌چگالی‌با ‌دارای‌مشکل‌اریبی‌     گاه ‌مجانبی)، ‌برآوردگرهای‌هسته( ‌از ‌استفاده ‌سری‌مرزی‌هستند‌و ‌و های‌‌ای‌گاما

،‌تابع‌چگالی‌توزیع‌نمایی‌با‌پارامتر‌2برای‌تبیین‌بهتر‌این‌موضوع،‌در‌شکل‌.‌باشند‌رهایی‌از‌این‌مشکل‌میمتعامد‌دو‌راه‌برای‌

λنرخ‌ های‌متعامد‌‌چنین‌برآورد‌با‌استفاده‌از‌سری‌اپانِچنیکوف‌و‌گامای‌نوع‌اول‌و‌هم‌های‌هستهای‌با‌‌و‌برآوردهای‌هسته‌    

‌باز ‌است‌     ‌ۀدر ‌رسم‌شده ‌‌هبرای‌ب. ‌یک‌نمونه ‌از ‌‌9000دست‌آوردن‌برآوردها، ‌پارامتر ‌توزیع‌نمایی‌با λتایی‌از     ‌

مشکل‌با‌استفاده‌‌‌اپانِچنیکوف‌و‌برطرف‌کردن‌اینۀ‌اریبی‌مرزی‌برای‌برآوردگر‌با‌هستبا‌توجه‌به‌شکل،‌مشکل‌.‌استفاده‌شده‌است

‌.از‌دو‌برآوردگر‌دیگر‌مشهود‌است

 برآوردگرهاۀ مقایس
‌ ‌از ‌استفاده ‌با ‌این‌بخش، ‌برآوردگرهای‌هسته‌شبیه‌بررسیدر ‌3)‌یای‌گاما‌سازی، )‌ ‌سری‌‌(5)و ‌برآوردگر های‌‌با

‌.شوند‌می‌مقایسه‌صفر‌همسایگی‌در‌گوناگون‌های‌شکل‌با‌و‌‌  ‌ ‌  ‌‌گاه‌تکیه‌با‌چگالی‌توابع‌از‌مختلفی‌برای‌انواع‌‌(8)‌متعامد

‌شاینلی ‌خانواد‌[91]‌مالک‌و ‌از ‌یافته‌توزیعۀ ‌تعمیم ‌مقایس‌  ی‌های ‌برای ‌برآوردگرهای‌ۀ ‌با ‌گاما برآوردگرهای

‌:است(‌90)‌ها‌دارای‌تابع‌چگالی‌احتمال‌پارامتری‌از‌توزیعچهار‌ۀ‌این‌خانواد.‌استفاده‌کردند‌‌مقدمه‌ذکرشده‌در‌بخش

‌‌     
         

 

 
 
 
 
    

  

         
                                            (90)  

‌

‌

‌ 

 

 

 

 

 

 

 
 

        ‌  ازای مقادیر به نرمال شدههای لاگِر و اِرمیت  تابع نخست پایه  02  نحنیم .0 شکل
‌

                                                           
1  
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های  تابع چگالی توزیع نمایی و برآورد آن به سه روش هسته اپانچِنیکوف و هسته گاما نوع اول و سری. 0شکل 

 متعامد

       ‌که‌در‌آن‌
        

      
از‌نظر‌شکل‌در‌یک‌همسایگی‌نزدیک‌به‌صفر‌بسیار‌‌(90)‌تابع‌چگالی‌احتمال.‌‌

کرد‌برآوردگرهای‌مختلف‌لعمۀ‌ای‌مناسب‌برای‌مقایس‌تواند‌گزینه‌و‌از‌این‌رو،‌این‌خانواده‌می‌‌،[30]‌پذیر‌است‌انعطاف

‌.باشد‌ ‌     ‌گاه‌‌های‌چگالی‌با‌تکیه‌برای‌تابع

‌شاینلی ‌انتخاب ‌[91]‌مالک‌و ‌پارامترهای ‌‌7 با ‌مختلف‌برای ‌تابع‌ ‌  ‌ ‌ ‌ ‌ ‌ ‌  ‌مقدار ‌احتمال‌‌به ‌چگالی های

مقدارهای‌.‌تعمیم‌یافته‌با‌رفتارهای‌گوناگون‌در‌همسایگی‌نزدیک‌به‌صفر‌دست‌یافتند‌  های‌توزیعۀ‌خانوادمختلفی‌از‌

های‌گوناگون‌تابع‌‌،‌که‌منجر‌به‌شکل‌  ‌ ‌ ‌ ‌ ‌ ‌  ‌برای‌پارامترهای‌ [91]‌مالک‌و‌شاینلی وسیلۀ‌به‌در‌نظر‌گرفته‌شده

اند‌‌مقدار‌پارامترها‌طوری‌انتخاب‌شده.‌اند‌فهرست‌شده‌9جدول‌‌شوند،‌در‌‌در‌همسایگی‌نزدیک‌به‌صفر‌می‌‌(90)‌چگالی

‌این‌حال‌تابع‌چگالی‌احتمال‌در‌حالت‌.‌ی‌احتمال‌دارای‌امید‌ریاضی‌برابر‌با‌یک‌باشندگالهای‌چ‌که‌این‌تابع ‌‌  ‌با

‌متناهی‌و‌برابر‌با‌‌    ‌برای‌مقادیر‌‌‌ ۀ‌توزیع‌تعمیم‌یافتام‌- ۀ‌دارای‌واریانس‌نامتناهی‌است‌زیرا‌گشتاور‌مرتب

‌‌    

 
         

  
 
     

 

 
     

 

 
 

        
‌‌ 

‌.صورت‌نامتناهی‌است‌و‌در‌غیر‌این

  ۀ یافت برای پارامترهای توزیع تعمیم [03] مالک و شاینلی وسیلۀ بهمقادیر در نظر گرفته شده  .0 جدول

         

1   1 1    

790/7 2/1 0/7 9/7    

22/1 5/7 2/7 12    

735/1 1/7 70/7 35    

759/7 5 3 55/7    

80/1   3/7 5/7    

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
3.

33
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.3
.3

.6
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

7-
27

 ]
 

                             8 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.3.333
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.3.3.6
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2690-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌330های‌متعامد‌های‌هستۀ‌گاما‌و‌سری‌با‌روش‌‌برآورد‌تابع‌چگالی‌ای‌کوچک‌نمونهمقایسۀ‌

ۀ‌برای‌مقایس‌‌  تا‌‌‌  و‌‌  ‌های‌چگالی‌احتمال‌‌سازی‌از‌تابع‌شبیه‌بررسی،‌در‌این‌‌  ‌با‌صرف‌نظر‌کردن‌از‌حالت‌

‌برآوردگرهای‌هسته‌برآوردگرهای‌سری ‌استفاده‌می‌های‌متعامد‌با ‌شود‌ای‌گاما ‌این‌تابع‌چگالی. ‌در‌‌نمودار ‌3شکل‌‌ها

‌.رسم‌شده‌است

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 
 

  سازی حالت در نظر گرفته شده برای شبیه 3 در    یافتۀ  نمودار تابع چگالی توزیع تعمیم. 3 شکل

    ‌در‌‌‌ ‌پیش‌از‌انجام‌این‌مهم،‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌پارامتر‌هموارساز‌
     و‌‌‌

بر‌‌‌    در‌‌‌ و‌مقدار‌برینشی‌‌‌

مقادیر‌کوچک‌آنها‌اریبی‌کم‌اما‌واریانس‌بزرگ‌برآوردگرهای‌متناظر‌را‌به‌.‌گذارند‌تأثیرعملکرد‌این‌برآوردگرها‌بسیار‌

و‌مقدار‌برینشی‌‌‌ ‌بنابراین‌پارامتر‌هموارساز‌.‌شوند‌عکس‌میۀ‌زرگ‌آنها‌منجر‌به‌نتیجهمراه‌دارند‌در‌حالی‌که‌مقادیر‌ب

بر‌این‌.‌دوم‌خطا‌است‌توانۀ‌بست‌یک‌معیار‌بهینگی‌رایج،‌استفاده‌از‌میانگین‌جمع.‌ای‌بهینه‌انتخاب‌شوند‌گونه‌باید‌به‌‌ 

ۀ‌این‌انتخاب،‌مقدار‌بهین.‌آیند‌دست‌می‌هب‌‌    سازی‌‌کمینهبهینه‌با‌‌‌ و‌مقدار‌برینشی‌‌‌ اساس،‌پارامتر‌هموارساز‌

‌می‌‌9فراموضعی ‌شود‌نامیده ‌بهین. ‌مقدار ‌ۀ ‌هموارساز ‌پارامتر ‌‌‌ فراموضعی ‌گاما ‌برآوردگرهای ‌[96]‌چِن‌‌وسیلۀ‌بهدر

های‌متعامد‌‌های‌سریدر‌برآوردگر‌‌ فراموضعی‌مقدار‌برینشی‌ۀ‌ای‌برای‌انتخاب‌بهین‌دست‌آمده‌است؛‌اما‌شکل‌بسته‌به

 .وجود‌ندارد

                                                           
1. Global optimal value‎ 
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     در‌برآوردگرهای‌‌‌ و‌‌‌ ‌ۀ‌برای‌تعیین‌مقادیر‌بهین
‌‌،    

‌‌  ،‌‌ ‌،‌‌  تصادفی‌نوعی‌ۀ‌بر‌اساس‌یک‌نمون‌‌    و‌‌‌

ۀ‌تولید‌شدۀ‌برای‌هر‌نمون.‌شود‌تولید‌می‌‌ ‌هایی‌با‌حجم‌‌بار‌نمونه‌‌         به‌تعداد‌‌‌ از‌تابع‌چگالی‌هدف‌

(‌3)‌گامایۀ‌با‌برآوردگرهای‌هست‌‌ ‌برای‌تابع‌چگالی‌احتمال‌هدف‌‌‌      ،‌برآورد‌‌          ،‌‌   ،‌‌ ،‌‌   

‌ ‌5)و ‌برآوردگر‌سری( ‌پایه‌‌(8)‌های‌متعامد‌و ‌اِرمیت‌‌با ‌و ‌آید‌دست‌می‌هب‌نرمال‌شدههای‌لاگِر ‌میانگین‌. سپس‌مقدار

‌(99)‌صورت‌گاما‌بهۀ‌خطا‌برای‌برآوردگرهای‌هستتوان‌دوم‌ۀ‌بست‌جمع

‌                
 

    
            

          
 
   

 
   

    
                           (99)  

‌صورتهای‌متعامد‌به‌و‌برای‌برآوردگرهای‌سری

              ‌   
 

    
            

   
     

 
   

 
   

    
                       (92)  

‌می ‌زده ‌‌تقریب ‌آن ‌در ‌که ‌‌            ‌شود، ،‌    ‌‌‌ ‌‌‌  ‌و چندک
 

 
‌‌ام- ‌است‌‌ چگالی ‌این. جا‌‌در

‌میانگین‌جمع‌       ‌در ‌برای‌تقریب‌انتگرال‌موجود ‌نقاطی‌است‌که ‌بست‌تعداد ‌2)‌توان‌دوم‌خطاۀ ‌یک‌( با

 .آیند‌دست‌می‌هب‌‌(92)و‌(‌99)‌سازی‌کمینهترتیب‌با‌‌به‌ ‌و‌‌‌ ۀ‌مقدارهای‌بهین.‌شوند‌کار‌گرفته‌می‌مجموع‌ریمانی‌به

‌مقایس‌به ‌منظور ‌حالتۀ ‌از ‌یک ‌هر ‌احتمال ‌چگالی ‌تابع ‌از ‌‌برآوردگرها، ‌‌‌  های ‌‌‌  و ‌تعداد‌‌  تا ‌به

‌شوند‌تولید‌می‌‌   ‌ ‌   ‌ ‌    ‌هایی‌به‌حجم‌‌بار‌نمونه‌‌          ‌‌‌ ۀ‌مقدارهای‌بهین. برای‌هر‌ ‌‌ و

توان‌دوم‌خطای‌هر‌ۀ‌بست‌آیند‌و‌مقدار‌تقریبی‌میانگین‌جمع‌دست‌می‌هروش‌بالا‌ب‌بهۀ‌سازی‌شد‌ی‌شبیهها‌یک‌از‌نمونه

‌.شوند‌محاسبه‌می‌(92)و‌‌‌(99)‌در‌‌ و‌‌‌ ‌ۀ‌گذاری‌مقدارهای‌بهین‌کدام‌از‌برآوردگرهای‌متناظر‌با‌جای

‌ ‌Evmixافزاری‌نرمۀ‌و‌بست‌Rنویسی‌‌افزار‌و‌زبان‌برنامه‌سازی‌از‌نرم‌شبیه‌بررسیسازی‌محاسبات‌این‌‌برای‌پیاده

‌هسته‌،[39] ‌برآودگرهای ‌بست‌برای ‌گاما، ‌ای ‌‌نرمۀ ‌پایه‌،‌Orthopolynom‌[32]افزاری ‌محاسبات های‌‌برای

ۀ‌یافت‌های‌تعمیم‌توزیعۀ‌سازی‌از‌خانواد‌برای‌شبیه‌،‌Flexsurv‌‌[33]افزاری‌‌نرمۀ‌های‌متعامد‌و‌بست‌برآوردگرهای‌سری

‌.استفاده‌شده‌است‌‌ 

‌بهین ‌مقدار ‌ۀ ‌هموارساز      ای‌گامای‌برای‌برآوردگرهای‌هسته‌‌ پارامتر
    ‌و‌‌

‌بهین‌‌ ‌مقدار ‌و برای‌‌‌ برینشی‌ۀ

    )‌های‌لاگِر‌های‌متعامد‌با‌پایه‌برآورگرهای‌سری
    )‌‌دهش‌و‌اِرمیت‌نرمال‌‌‌‌(

  ترتیب‌با‌نمادهای‌‌،‌که‌به‌(
 ‌‌،  

 ‌‌،  
 ‌‌

  و‌
حاصل‌برای‌این‌برآوردگرها‌نیز‌در‌‌    ‌چنین‌مقدار‌تقریبی‌‌هم.‌آمده‌است‌‌2جدول‌‌اند،‌در‌‌نمایش‌داده‌شده‌‌ 

‌.اند‌این‌جدول‌گزارش‌شده

‌تابع‌‌  در‌حالت‌ را‌‌‌‌2شکل‌‌و‌‌9شکل‌)‌ده‌دارد‌ش‌های‌پایۀ‌لاگِر‌نرمال‌که‌تابع‌چگالی‌هدف‌رفتاری‌مشابه‌با

  )‌ده‌با‌تعداد‌بسیار‌کمی‌جملهش‌های‌متعامد‌با‌پایۀ‌لاگِر‌نرمال‌برآوردگر‌سری‌،(مقایسه‌کنید
برای‌همۀ‌‌(‌     

های‌متعامد‌با‌پایۀ‌‌دارد‌در‌حالی‌که‌برآوردگر‌سری‌تری‌نسبت‌به‌سایر‌برآوردگرها‌کم‌‌    های‌نمونه‌مقدار‌‌حجم

‌زیادی‌جمله‌ش‌اِرمیت‌نرمال    ‌ده‌به‌تعداد‌نسبتاً
آن‌دست‌کم‌سه‌برابر‌سایر‌‌‌    نیاز‌دارد‌و‌مقدار‌‌‌(     

‌این‌برآوردگر‌سری‌و‌برای‌همۀ‌حجم‌‌  به‌عکس‌در‌حالت‌.‌ستا‌برآوردگرها ‌پایۀ‌اِرمیت‌‌های‌نمونه، های‌متعامد‌با

های‌متعامد‌‌نسبت‌به‌سایر‌رقبا‌دارد،‌در‌حالی‌که‌برآوردگر‌سری(‌تری‌کم‌‌‌    )‌است‌که‌کارایی‌بهتری‌‌نرمال‌شده

‌  ‌چنین‌تابع‌چگالی‌احتمال‌در‌حالت‌‌هم.‌است‌‌(    ترین‌‌یشب)ده‌دارای‌بدترین‌عملکرد‌ش‌با‌پایۀ‌لاگِر‌نرمال

‌شکل‌عمومی‌تابع‌(2شکل‌) ‌اِرمیت‌‌به ‌به‌نزدیک‌‌(9شکل‌)‌نرمال‌شدههای‌پایۀ ‌است‌و ‌برآوردگر‌‌تر همین‌دلیل‌در

‌کم‌سری ‌تعداد ‌به ‌متعامد ‌تابع‌های ‌از ‌‌تری ‌اِرمیت ‌پایۀ ‌شدههای ‌‌نرمال ‌لاگِر ‌پایۀ ‌به ‌شدهنسبت ‌است‌‌نرمال نیاز
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‌(
  
 

  
      )‌‌ ‌پای‌های‌متعا‌حالت‌برآوردگر‌سری‌در‌این. تری‌نسبت‌به‌همین‌‌کارایی‌بیش‌نرمال‌شدهاِرمیت‌ۀ‌مد‌با

 ‌.دارد‌نرمال‌شدهلاگر‌ۀ‌برآوردگر‌با‌پای

ۀ توان دوم خطا برای برآوردگرهای هستۀ بست بهینه و میانگین جمع    و مقدار برینشی    ‌پارامتر هموارساز . 0 جدول
     گاما
    و    

     لاگرِ ۀ های متعامد با پایای برآوردگر سری 
      اِرمیت ۀ و پای  

های در  چگالی های در برآورد تابع
 های متفاوت با حجم نمونه  (0جدول  .ک.ر)  ۀ یافت های تعمیم توزیعۀ نظر گرفته شده از خانواد

     ‌پارامتر‌هموارساز‌مقدار‌برینشی‌‌

     
    

    
    

      
     

     
     

 

‌50‌2‌23‌9517/0‌2264/0‌0012/0‌0559/0‌0973/0‌0977/0‌

   900‌2‌47‌9910/0‌9725/0‌0041/0‌0497/0‌0990/0‌0901/0‌

‌400‌3‌75‌0668/0‌9023/0‌0097/0‌0228/0‌0043/0‌0031/0‌

‌50‌47‌23‌0296/0‌0224/0‌0436/0‌0339/0‌0370/0‌0365/0‌

   900‌47‌34‌0952/0‌0958/0‌0303/0‌0225/0‌0230/0‌0227/0‌

‌400‌47‌55‌078/0‌0089/0‌0976/0‌0076/0‌008/0‌0086/0‌

‌50‌34‌24‌0220/0‌0221/0‌0428/0‌0384/0‌0376/0‌0377/0‌

   900‌35‌37‌0959/0‌0955/0‌0338/0‌0269/0‌0242/0‌0231/0‌

‌400‌43‌77‌0073/0‌0073/0‌0337/0‌0498/0‌0013/0‌0013/0‌

‌50‌8‌95‌9427/0‌9806/0‌0297/0‌0329/0‌0986/0‌0209/0‌

   900‌99‌27‌0197/0‌0180/0‌0939/0‌0225/0‌0923/0‌0921/0‌

‌400‌98‌95‌385/0‌0495/0‌0044/0‌0903/0‌0059/0‌0048/0‌

‌50‌6‌79‌0778/0‌9020/0‌0326/0‌902/0‌0312/0‌0422/0‌

   900‌7‌75‌0536/0‌0747/0‌0291/0‌0801/0‌0254/0‌0267/0‌

‌400‌40‌71‌0226/0‌0265/0‌9238/0‌2395/9‌0990/0‌0995/0‌

‌50‌93‌4‌0683/0‌0749/0‌0342/0‌0270/0‌0220/0‌0293/0‌

   900‌23‌6‌0486/0‌0528/0‌0273/0‌0980/0‌0931/0‌0933/0‌

‌400‌35‌20‌0254/0‌0273/0‌0906/0‌0076/0‌0052/0‌0050/0‌

‌هم ‌برای ‌حالت‌حجمۀ ‌در ‌نمونه ‌‌های ‌‌‌  های ‌هسته‌‌  و ‌به‌‌برآوردگرهای ‌نسبت ‌بهتری ‌کارایی ‌گاما ای

    ‌ای‌گامای‌‌کارایی‌برآودگر‌هسته‌  ‌ها‌جز‌‌حالتۀ‌در‌هم.‌های‌متعامد‌دارند‌برآوردگرهای‌سری
    ‌نسبت‌به‌‌‌

برای‌‌‌

در‌استفاده‌‌[96]‌چِن‌این‌امر‌گواهی‌دیگری‌برای‌پیشنهاد‌.‌تر‌از‌یک‌است‌اندکی‌بیش‌‌(     )‌بزرگ‌ۀ‌حجم‌نمون

    ‌ ‌از‌برآوردگر‌
    به‌جای‌‌‌

در‌.‌کند‌ای‌گاما‌فراهم‌می‌برآوردگر‌هسته‌‌    تر‌‌گرایی‌سریع‌برای‌رسیدن‌به‌نرخ‌هم‌‌

    ‌ای‌گامای‌کارایی‌برآوردگر‌هسته‌        های‌‌برای‌حجم‌نمونه‌‌  حالت‌
‌‌     ۀ‌و‌برای‌حجم‌نمون‌‌‌

های‌‌برآوردگر‌سری‌‌  در‌حالت‌.‌تر‌است‌لاگِر‌نسبت‌به‌سایر‌برآورگردها‌بیشۀ‌های‌متعامد‌با‌پای‌کارایی‌برآوردگر‌سری

‌پای ‌با ‌متعامد ‌برای‌حجمۀ ‌در‌‌کارایی‌بیش‌‌        ۀ‌های‌نمون‌لاگِر ‌اما ‌دارد، ‌برآوردگرها تری‌نسبت‌به‌سایر
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ای‌گامای‌‌یابد‌و‌برآوردگر‌هسته‌های‌متعامد‌افزایش‌می‌هر‌دو‌برآوردگر‌سری‌‌    مقدار‌‌‌     ۀ‌نمونحجم‌

    
‌کاراتر‌است‌‌ ‌برآوردگرها ‌نسبت‌به‌سایر ‌بخش‌چنان. ‌برای‌اطمینان‌از‌‌‌های‌متعامد‌برآورد‌سری‌‌که‌در اشاره‌شد،

از‌جمله‌متناهی‌بودن‌چند‌)در‌شرایطی‌‌‌ ‌به‌صفر‌لازم‌است‌تابع‌چگالی‌هدف‌‌‌        ‌برآوردگر‌‌‌    گرایی‌‌هم

.‌ک.ر)‌  در‌حالت‌‌‌ و‌‌‌ با‌توجه‌به‌مقادیر‌.‌رشد‌کند‌‌  تر‌از‌‌با‌نرخی‌سریع‌‌    صدق‌کند‌و‌(‌گشتاور‌اول

  علاوه‌مقادیر‌‌اند‌و‌به‌ناهیسوم‌و‌بالاتر‌تابع‌چگالی‌احتمال‌در‌این‌حالت‌نامتۀ‌،‌گشتاورهای‌مرتب‌(‌9جدول‌
جدول‌در‌‌‌ 

در‌‌متعامد‌های‌سری‌برآوردگرهای‌‌    ‌گرایی‌شرایط‌هم‌دلیل‌همین‌به.‌یابند‌کند‌افزایش‌می‌نسبت‌به‌‌ با‌افزایش‌‌‌2

‌.داشته‌استجای‌کاهش،‌افزایش‌‌به‌400به‌‌‌ برای‌این‌برآوردگرها‌با‌افزایش‌‌‌    این‌حالت‌برقرار‌نیست‌و‌مقدار‌

 

 گیری بحث و نتیجه

نرمال‌لاگِر‌و‌اِرمیت‌ۀ‌های‌متعامد‌با‌دو‌پای‌ای‌گاما‌و‌سری‌ای‌برآوردگرهای‌هسته‌نمونه‌در‌این‌مقاله‌عملکرد‌کوچک

‌شد‌شده ‌مقایسه ‌نامنفی ‌یک‌توزیع ‌احتمال ‌چگالی ‌تابع ‌ناپارامتری ‌برآورد ‌برای ‌یک‌. ‌قالب سازی‌‌شبیه‌بررسیدر

ملاحظه‌شد‌که‌انتخاب‌برآودگر‌مناسب‌از‌بین‌این‌دو‌دسته‌از‌برآوردگرها‌منوط‌به‌داشتن‌میزانی‌از‌اطلاع‌در‌مورد‌

های‌آن‌پایه‌‌های‌متعامد‌طوری‌انتخاب‌شده‌باشد‌که‌تابع‌برآوردگر‌سریۀ‌در‌صورتی‌که‌پای.‌تابع‌چگالی‌هدف‌است

ای‌‌تری‌نسبت‌به‌برآوردگر‌هسته‌های‌متعامد‌کارایی‌بیش‌د،‌برآوردگر‌سریرفتاری‌مشابه‌تابع‌چگالی‌هدف‌داشته‌باشن

های‌متعامد‌نیاز‌است‌صدق‌نکند،‌‌اما‌اگر‌تابع‌چگالی‌هدف‌در‌شرایطی‌که‌برای‌سازگاری‌برآودگرهای‌سری.‌گاما‌دارد

 .داشته‌باشندای‌گاما‌‌های‌متعامد‌ممکن‌است‌عملکرد‌نامطلوبی‌نسبت‌به‌برآودگرهای‌هسته‌برآوردگرهای‌سری

 

 تقدیر و تشکر

‌.یمتشکر‌را‌دار‌دند،‌کمال‌تقدیر‌وکرهای‌خود‌مقاله‌را‌پربار‌‌از‌داوران‌محترم‌که‌با‌پیشنهادها‌و‌راهنمایی

‌
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