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 آنالیز انشعاب و دینامیک یک دستگاه دینامیکی از نوع لورنز  
‌

 ؛،‌محمد‌شفیع‌دهاقین،‌ندا‌آهنجیدهسیربهناز‌رحمانی،‌رضا‌خوش

‌ریاضی‌‌‌علوم‌ۀدانشگاه‌شهرکرد،‌دانشکد

‌91/01/16پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌04/06/14دریافت‌

 چکیده

رفتار‌دینامیکی‌این‌دستگاه‌از‌قبیل‌محاسبه‌.‌گیریم‌در‌این‌مقاله‌دستگاه‌دینامیکی‌پیوسته‌از‌نوع‌لورنز‌را‌در‌نظر‌می‌‌‌

طور‌تحلیلی‌و‌عددی‌‌های‌نرمال‌متناظر‌با‌هر‌نقطه‌انشعاب‌را‌به‌های‌انشعاب‌و‌محاسبه‌ضرایب‌فرم‌نقاط‌انشعاب،‌انواع‌خم

‌کنیم‌محاسبه‌می ‌بررسی‌و‌خاصیت‌زیر‌یا‌زبربحرانی‌بودن‌‌هوپففی‌برای‌وجود‌انشعاب‌خصوص‌شرایط‌کا‌به. و‌چنگال‌را

‌به‌این‌انشعاب دهیم‌که‌این‌دستگاه‌‌سازی‌عددی‌نشان‌می‌با‌استفاده‌از‌تکنیک‌شبیه.‌کنیم‌طور‌تحلیلی‌مشخص‌می‌ها‌را

‌آشوب‌تحت‌شرایطی‌می ‌رفتار ‌باشد‌تواند ‌ناک‌داشته .‌ ‌تکنیک‌امتداد ‌از ‌استفاده ‌خمبا های‌انشعاب‌محاسبه‌عددی‌ابتدا

‌نقاط‌انشعاب‌هم‌می ‌سپس‌تمام ‌و ‌همشود ‌یک‌و ‌روی‌این‌خمبعد ‌دو ‌نرمال‌آنبعد ‌ضرایب‌فرم ‌و ‌محاسبه ‌تعیین‌ها ها

 .‌شود‌می

 .لیاپونوف‌،‌انشعاب‌چنگال،‌فرم‌نرمال،‌ضریب‌اولهوپفدستگاه‌تی،‌انشعاب‌‌:های کلیدیواژه

 

‌مقدمه

شود‌که‌با‌وجود‌شباهت‌زیاد‌به‌دستگاه‌لورنز،‌پیچیدگی‌‌معرفی‌می‌9از‌نوع‌لورنز‌دینامیکیدر‌این‌مقاله‌دستگاه‌

.‌[10]‌این‌دستگاه‌کاربردهای‌زیادی‌در‌ارتباطات‌امن‌دارد‌[.11]،‌[8]،‌[7]،‌[5]‌دهد‌تری‌نسبت‌به‌آن‌نشان‌می‌بیش

عبارت‌دیگر‌باید‌از‌کاربران‌مخرب‌که‌سعی‌‌هب.‌های‌درگیر‌در‌یک‌رابطه‌را‌حاصل‌کند‌ارتباطات‌امن‌باید‌اطمینان‌طرف‌

‌زدن‌به ‌جا ‌محافظت‌شود‌در ‌دارند، ‌را ‌گفتگو ‌در ‌جای‌دیگر‌احزاب، ‌الگوریتم. ‌این‌‌بسیاری‌از های‌رمزنگاری‌مدرن‌از

‌[3]‌کند‌حملات‌محافظت‌می .‌ ‌این‌دستگاه ‌یانگرا ‌به‌کردمعرفی‌‌2اولین‌بار ‌تی‌معروف‌‌ که ‌[8]‌دشدستگاه این‌.

دارای‌خواص‌پیچیده‌دینامیکی‌شامل‌انواع‌نقاط‌انشعاب‌از‌قبیل‌و‌است‌‌بررسی‌شدههای‌مختلف‌‌دستگاه‌است‌از‌جنبه

‌‌[8]،‌[7]‌،‌مدارهای‌هموکلینیک‌و‌هتروکلینیک‌و‌نیز‌رفتار‌های‌آشوبیهوپفانشعاب‌چنگال،‌انشعاب‌ در‌این‌مقاله‌.

پیشین‌‌های‌پژوهشها‌در‌‌طوری‌که‌این‌خم‌ای‌حدی‌آن‌است‌بهه‌دورهای‌انشعاب‌و‌‌عددی‌خم‌ۀتمرکز‌روی‌محاسب

وابسته‌به‌‌ۀپیوست‌-دستگاه‌دینامیکی‌زمان.‌[1]‌کنیماند،‌که‌در‌ادامه‌مختصری‌از‌این‌روش‌را‌بیان‌می‌محاسبه‌نشده

 ‌:را‌در‌نظر‌بگیرید‌(9)پارامتر‌

                                                                                              (9)  

‌آن‌ ‌در ‌‌تابع‌همواریک‌‌fکه ‌به ‌است‌     وابسته .‌ ‌به ‌انشعاب‌این‌دستگاه ‌نقاط‌تعادل‌و‌‌بررسیآنالیز ‌خم تغییر

 .انشعاب‌است‌ۀهای‌نرمال‌متناظر‌به‌هر‌نقطصورتضرایب‌‌ۀیا‌دو‌پارامتر‌و‌محاسب های‌حدی‌تحت‌تغییر‌یک‌‌دور

                                                           

 Rkhoshsiar@gmail.com           نویسنده مسئول*
1. Lorenz 

2 . Yang 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

کند‌‌ه‌اسکالر‌صدق‌میارز‌هم‌nزیر‌با‌‌ۀدر‌رابط‌(9)‌نقاط‌تعادل‌دستگاه .های حدیدورامتداد عددی نقاط تعادل و 

 .بردارپارامترها‌است‌    بردار‌متغیرهای‌حالت‌و‌‌      که‌در‌آن‌

          

دهیم‌که‌یک‌نشان‌می‌Mدهد‌که‌آن‌را‌با‌را‌تشکیل‌می‌    طور‌معمول‌یک‌خم‌یک‌بعدی‌در‌‌چنین‌دستگاهی‌به

تر‌امتداد،‌عمومی‌مسئلهیک‌حالت‌خاص‌از‌‌‌Mخمله‌یافتن‌ئمس.‌کندخم‌نقاط‌تعادل‌وابسته‌به‌پارامتر‌را‌مشخص‌می

 :هارز‌هم‌nتعریف‌شده‌با‌‌    در‌‌خمدست‌آوردن‌یک‌‌معنای‌به‌به

                   

‌.یافت‌[6]‌توان‌درتعاریف‌و‌قضایای‌زیر‌را‌می.‌است

     )rankرا‌یک‌نقطه‌منظم‌گوییم‌هرگاه‌‌   y0 ۀنقط. 1تعریف
 ) = nباشد‌. 

بعدی‌‌جواب‌یک‌خم،‌y0در‌این‌صورت‌در‌یک‌همسایگی‌.‌باشد‌       یک‌نقطه‌منظم‌از‌y0فرض‌کنید‌. 1 قضیه

 .،‌وجود‌دارد       طوری‌که‌‌به      یکتای‌

‌:یک‌دنباله‌از‌نقاطمعنای‌پیدا‌کردن‌‌امتداد‌به‌مسئلهجواب‌عددی‌

y1,y2, y3, . . . 

یا‌روی‌)‌‌Mخمکافی‌نزدیک‌به‌‌ۀبه‌انداز‌  اولیه‌‌ۀنقط.‌زنندرا‌با‌دقت‌مورد‌نظر‌تخمین‌می‌ Mخمطوری‌که‌‌است‌به

یکی‌از‌نقاط‌تعادل‌‌در‌حالت‌نقطه‌تعادل،‌این‌نقطه‌معمولاً. شودمورد‌نظر‌تولید‌می‌ۀاست‌و‌از‌این‌نقطه‌دنبال(‌خم

 .شوددستگاه‌در‌نظر‌گرفته‌می

باشد‌‌      با‌(‌   )‌    یک‌میدان‌برداری‌در‌‌       فرض‌کنیم‌ (:مرکز خمینۀ)  2ۀقضی

ترتیب‌زیرفضاهای‌پایدار،‌ناپایدار‌و‌مرکز‌‌به‌  ،   و  کنیم‌‌گیریم‌و‌فرض‌می‌را‌در‌نظر‌می‌       ماتریس‌

δدر‌این‌صورت‌.‌باشند ‌‌:خواص‌وجود‌دارداین‌با‌‌ و‌یک‌مانیفلد‌مرکز‌موضعی‌‌  

‌‌:که‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌       ∅  با‌‌      ∅صورت‌‌به‌  یک‌تابع‌متعلق‌به‌.‌‌9

   ∅           
            

‌.‌         ‌داریمکوچک‌‌   و‌‌   طور‌موضعی‌پایا‌است‌یعنی‌برای‌به  ‌خمینۀ.‌2

‌.مماس‌است‌  در‌مبدا‌بر‌‌ .‌3

‌ طور‌کامل‌در‌درون‌‌ههر‌مدار‌کراندار‌سراسری‌که‌در‌یک‌همسایگی‌کوچک‌مناسبی‌از‌مبدا‌قرار‌داشته‌باشد‌ب.‌4

‌.‌گیرد‌قرار‌می

5‌ ‌    وقتی‌‌      که‌‌طوری‌هبر‌هر‌مسیر‌داده‌شده‌ب. ،η روی‌‌        و‌یک‌مسیر‌‌  

‌:که‌طوری‌همرکز‌وجود‌دارد‌ب‌خمینۀ

                               
‌.نامندمی‌هوپفانشعاب‌متناظر‌با‌ظهور‌یک‌جفت‌مقدار‌ویژه‌موهومی‌محض‌را‌انشعاب‌. 2تعریف

شود‌و‌در‌عوض‌یک‌جفت‌مدار‌پایدار‌‌دهد‌که‌مدار‌پایدار‌به‌ناپایدار‌تبدیلانشعاب‌چنگال‌زمانی‌رخ‌می. 3تعریف

‌.این‌انشعاب‌دو‌نوع‌زبربحرانی‌و‌زیربحرانی‌دارد.‌ظاهر‌شود‌یا‌برعکس
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 پیوسته‌-دستگاه‌دینامیکی‌زمان .نقاط تعادل 1های هم بعد امتداد انشعاب

                                           

‌اتارز‌هماز‌دستگاه‌.‌را‌در‌نظر‌بگیرید

 
                                    

                        
  

های‌این‌دستگاه.‌اندمجهول‌n+2ه‌وارز‌هم‌n+1شامل‌‌مذکوردستگاه‌.‌استفاده‌کرد‌هوپفتوان‌برای‌امتداد‌انشعاب‌می‌

 .تر‌است‌تعادل،‌یک‌واحد‌بیش‌ۀامتداد‌نقط‌مسئلهنامیم‌زیرا‌بعد‌حداقل‌توسعه‌داده‌شده‌می

 سازی‌دستگاهاز‌گسسته. [2] حدی دوریک  1های هم بعد نشعابامتداد ا

(2‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)     ‌‌ 

     -                                        

    -                                            

       
 

 
                                       

 ‌

استفاده‌(‌9)‌مسئلۀحدی‌‌دوراست،‌برای‌پیدا‌کردن‌و‌امتداد‌‌9تناوب‌‌ۀمعلوم‌با‌دور‌ای‌دورهیک‌جواب‌‌     ‌که‌در‌آن

‌ه‌تغییر‌اساسی‌ارز‌هم.‌شودمی

  -                                                                             (3)  

‌الحاقی‌ۀارز‌هم‌و

  -   
                                                                           (4) 

‌بگیری ‌نظر ‌در ‌مرا ‌ارز‌همجواب‌ماتریسی‌اساسی‌. ‌با‌(3)ۀ ‌نشان‌می      ‌ϕکه‌طوری‌به‌   ‌ϕرا ‌آن‌، ‌  دهیم‌که‌در

‌‌9ۀاست‌و‌همواره‌دارای‌یک‌مقدار‌ویژ‌ای‌دورهاز‌جواب‌‌تک‌مداریماتریس‌‌   ϕدر‌این‌صورت‌.‌ماتریس‌همانی‌است

     -   ϕ یعنی‌‌q0بردار‌ویژه‌نظیر‌این‌مقدار‌ویژه‌را‌با‌.‌است
طور‌مشابه‌جواب‌ماتریس‌‌به.‌گیریمدر‌نظر‌می‌  

‌ ‌‌(4)اساسی ‌با ‌میψ را ‌بهنشان ‌‌دهیم ‌که ‌‌      ψطوری ‌ویژه ‌مقدار ‌نظیر ‌ویژه ‌بردار ‌و ‌‌9است، ‌با ‌را  آن
 

،‌

 ψ       ‌ 
 
 >یعنی‌گرفتصورت‌نرمال‌در‌نظر‌‌توان‌بهاین‌بردارها‌را‌می‌.دهیمنمایش‌می‌  

 
  

 
> = < 

 
  

 
> 

‌.است‌  ضرب‌داخلی‌اسکالر‌معمولی‌در‌     که‌‌طوری‌،‌به 1=

های‌حدی‌است‌که‌دورهای‌عطف‌خم‌ۀها‌متناظر‌با‌نقطدورحدی‌‌ۀطورکلی‌نقط‌به‌[.2]‌1های حدیدورانشعاب فلد 

های‌حدی‌با‌استفاده‌دوریک‌نقطه‌‌2مقدار‌مرزی‌ۀمسئل.‌شودمشخص‌می(‌2)‌ۀبه‌رابط‌G=0با‌اضافه‌کردن‌محدودیت‌

‌:است‌صورت‌دینمینیمم‌ب‌ۀاز‌دستگاه‌بسط‌داده‌شد

 
  
 

  
 

  

  
                                         

                                            

                                             
 

 

                                           

  

 :صورت‌است‌دینتابع‌آزمون‌مشخص‌شده‌ب‌Gشود‌که‌در‌آن‌تعریف‌می

                                                           
1. Limit Point Cycle (LPC) 

2. Boundary Value Problem(BVP) 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
2.

85
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.2
.5

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                             3 / 20

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.2.85
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.2.5.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2692-fa.html


 های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9316پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌3جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌55
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 :دو‌بردار‌هستند‌و‌نیز‌داریم‌Gو‌Sیک‌تابع،‌‌ جا‌‌که‌در‌این

   

 
 
 
 
  -              -               

  -          

                     

                                                              
 
 
 
 

. 

در‌.‌نامنفرد‌باشد‌  ای‌انتخاب‌شدند‌که‌گونه‌به‌   و    و‌اسکالرهای‌‌   و‌بردار    ،‌   توابع‌مرزی‌‌

‌.تابع‌جزء‌صحیح‌است‌Intماتریس‌فوق‌

 

 معرفی دستگاه از نوع  لورنز و محاسبه نقاط تعادل آن

‌‌:صورت‌است‌دینبعدی‌ب‌دستگاه‌دینامیکی‌خودگردان‌سهدستگاه‌از‌نوع‌لورنز‌یک‌

 

                                                                       

                                                                     
        ‌                                                              

  5  

‌.   اند‌و‌پارامترهای‌حقیقی‌cو‌‌ a،bکه‌در‌آن

‌اثبات‌و‌جزئیات‌بیش‌استده‌مآ‌[3]‌بدون‌اثبات‌در‌نتایج‌زیر‌که‌عموماً ‌یادآوری‌می‌با ‌کنیم‌تر، به‌بررسی‌‌9در‌لم‌.

‌.پردازیم‌نقاط‌تعادل‌دستگاه‌می

 و‌‌   اگر‌‌.1لم

 
چنین‌اگر‌‌هم.‌است‌O=(0,0,0)تعادل‌‌ۀتنها‌دارای‌یک‌نقط‌(5)‌گاه‌دستگاه‌،‌آن‌    -  

 

 
،‌             ،‌         دارای‌سه‌نقطه‌تعادل‌‌این‌دستگاهگاه‌‌،‌آن       

    -   -  
     است‌که‌در‌آن‌‌    

  
 

 
  -  ‌‌،   

 - 

 
.‌

‌:عبارتند‌از‌جواب‌دستگاه‌زیر‌(5)‌نقاط‌تعادل‌دستگاه.‌اثبات

 

                   
                  
     ‌               

  

  گذاری‌‌و‌جای‌    دوم‌در‌ۀبا‌ضرب‌طرفین‌رابط
  

 
‌:سوم،‌در‌طرف‌راست‌رابطه‌داریم‌ۀارز‌هماز‌‌

 

 
           

‌:داریم‌‌y=xۀاز‌رابط

     
 

 
         

اگر
 

 
‌.تعادل‌است‌ۀیک‌نقط‌         پس‌y=z=0 و‌در‌نتیجه‌‌x=0گاه‌‌آن‌‌    -  

حال‌اگر‌
 

 
‌:هستند‌صورت‌دینتعادل‌دیگر‌بگاه‌دو‌نقطه‌‌آن‌‌    -  
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‌.طور‌مجانبی‌پایدار‌است‌به‌         گاه‌‌‌،‌آن‌c<aو‌‌a>0‌‌،b>0اگر‌(‌آ‌.2لم

‌.ناپایدار‌است‌         گاه‌‌‌،‌آن(c>a ,a>0)یا‌‌a<0یا‌‌b<0اگر‌(‌ب

‌:داریم‌Oحول‌نقطه‌‌(5)‌سازی‌دستگاه‌با‌خطی(‌آ.‌اثبات

    
    

     

    

  

‌:آیدبه‌دست‌می‌صورت‌دینب‌  متناظر‌با‌‌ۀای‌مشخصچندجمله

               
            

‌:ها‌استریشهاین‌که‌دارای‌

            
           

 
 

‌b>0طبق‌فرض‌ ‌    ‌پس، .‌ ‌در‌نظر‌می‌    برای‌بحث‌روی‌علامت‌قسمت‌حقیقی‌مقادیر‌ویژه‌ -حالات‌زیر‌را

‌:گیریم

شود‌که‌می‌a-،‌‌‌    قسمت‌حقیقی‌‌از‌این‌رو،.‌آیدصورت‌مختلط‌در‌میبه‌   -    ،‌آنگاه‌‌   -   <‌0اگر(‌9

‌.طبق‌فرض‌منفی‌است

‌:‌داریم‌c<a،‌آنگاه‌با‌توجه‌به‌   -   ‌>0اگر‌(‌2

  ‌>    -    

‌ارز‌همطور‌یا‌به‌

               

‌به‌این‌ترتیب‌با‌توجه‌به

           

‌‌ۀو‌برای‌‌رابط‌‌    شود‌نتیجه‌می

            

‌.    شود‌نتیجه‌می

نقطه‌تعادل‌ناپایدار‌‌أگاه‌مبد‌سازی‌در‌مبدأ‌مثبت‌باشد،‌آن‌کنیم‌اگر‌یکی‌از‌مقادیر‌ویژه‌حاصل‌از‌خطییادآوری‌می(‌ب

،‌مجدداَ‌به‌بررسی‌مثبت‌یا‌منفی‌a<0برای‌.‌    -    پس‌‌‌b<0با‌توجه‌به‌این‌نکته،‌چون‌طبق‌فرض‌.‌شودمی

‌می ‌رادیکال ‌زیر ‌پردازیمبودن .‌ ‌بودن ‌منفی ‌به ‌توجه ‌با ‌و ‌باشد ‌مثبت ‌رادیکال ‌زیر ‌عبارت ‌آنaاگر ‌گاه‌،

‌   
           

 
های‌حقیقی‌دارای‌قسمت‌  و‌‌  شود‌و‌اگر‌عبارت‌زیر‌رادیکال‌منفی‌باشد،‌پس‌مثبت‌می‌

‌.شوندمثبت‌می

‌.    در‌این‌صورت‌،‌که‌         -    ‌ارز‌همطور‌‌یا‌به‌   -   >‌  داریم‌‌‌c>aو‌‌a>0و‌برای‌

‌‌.3قضیه
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌.شوندطور‌مجانبی‌پایدار‌می‌به‌    گاه‌‌آن

‌ماتریس‌ژاکوبی‌ۀه‌مشخصارز‌هم.‌اثبات

    
  

  
 
  

  
 
  

  
  

 
 
 
 
 
 
 

    

     
 

 
     

 
 

 
      

 

 
       

 
 
 
 
 
 
 

 

 

  ‌ۀحول‌نقط
 
‌صورت‌به‌‌   

       
        

              

‌اگر.‌است

                        

،‌A>0مشخصه‌منفی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌ۀارز‌همهای‌ریشه‌ۀ،‌بخش‌حقیقی‌هم[4]‌سهورویت‌-راث‌معیارگاه‌طبق‌‌آن

C>0و‌‌AB-C>0‌.براین‌بنا‌‌

           -              -                                               (6)  

‌.شودو‌اثبات‌کامل‌می‌

‌:توان‌نتیجه‌گرفتمی‌(6)‌ۀو‌رابط‌a>b>0با‌فرض‌

              
   

   
   

‌    براین‌‌بنا.‌برقرار‌است‌   برای‌هر‌‌    ‌ۀرابط‌    مشخصه‌حول‌‌ۀارز‌همضرایب‌‌ۀبا‌توجه‌به‌مثبت‌بودن‌هم

‌      و‌‌      ها‌فرض‌کنیم‌این‌ریشه.‌مزدوج‌مختلط‌باشند‌    های‌که‌ریشه‌استتنها‌در‌صورتی‌ناپایدار‌

‌جاکه‌از‌آن.‌عددی‌حقیقی‌است‌ باشند‌که‌در‌آن‌

                  

‌‌در‌این‌صورت‌داریم.‌      -    از‌این‌رو،‌

                              

‌یعنی

     
   

   
 

‌افتداتفاق‌می‌    در‌نقاط‌‌هوپفرو‌انشعاب‌‌ناز‌ای ‌روی‌ا‌،‌کافی  و‌‌  با‌توجه‌به‌متقارن‌بودن‌. ست‌پایداری‌را

‌با‌استفاده‌از‌تغییر‌متغیر‌.‌بررسی‌کنیم‌  ‌ۀنقط
        
 
 
    

  

         

 

‌:شودتبدیل‌می‌(1)صورت‌‌به‌(5)‌دستگاه
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‌                                      

  1  

‌‌:ست‌ازا‌در‌مبدا‌عبارت‌(1)‌ماتریس‌ژاکوبی‌دستگاه

    

    

      

 
 

    
  

‌‌:‌مشخصه‌متناظر،‌برابر‌است‌با‌ارز‌همو‌

       
        

          -                                              (8)  

 .دهداز‌دست‌می‌    پایداریش‌را‌‌  تعادل‌‌ۀکنیم‌که‌نقطدر‌ادامه‌ثابت‌می

‌

 نوفوضریب لیاپ

‌ ‌کنید ‌‌  فرض ‌مختلط ‌فضای ‌‌nیک ‌داخلی ‌ضرب ‌حاصل ‌با          بعدی
 
    

 
‌بردارهای‌ ‌برای ،

    و‌           
 
    

 
یک‌فضای‌‌  گاه‌معرفی‌کنیم،‌آن‌                صورت‌‌اگر‌نرم‌را‌به.‌باشد‌ 

‌:گیریمرا‌در‌نظر‌می‌(1)دستگاه‌خطی‌.‌هیلبرت‌است

                                                                                 (1)  

            که‌
 
‌صورت‌‌نواخت‌است‌و‌به‌یک‌تابع‌یک‌ 

     
 

 
       

 

 
                

 
  

‌‌صورتترتیب‌توابع‌دو‌خطی‌و‌سه‌خطی‌هستند‌و‌به‌به‌        و‌‌      شود‌که‌در‌آن‌بسط‌داده‌می

         
 
 
     

  
 
  

 

 

     
 
   

     
 

           
 
 
     

  
 
  

 
  

 

 

       
 
   

    
   

فرض‌کنید‌.‌است‌             دارای‌یک‌جفت‌مزدوج‌مختلط‌محض‌‌A،‌ماتریس‌(1)‌ۀدر‌رابط.‌آینددست‌میبه

‌براین‌باشد،‌بنا‌  ‌ۀمختلط‌متناظر‌با‌مقدار‌ویژ‌ۀبردار‌ویژ‌‌    

                     

‌‌ۀنیز‌در‌رابط‌    الحاقی‌‌ۀچنین‌بردار‌ویژ‌هم

                     
‌.صدق‌کند

‌:است‌صورت‌دینب‌أدر‌مبد‌(1)‌نوف‌از‌دستگاهواولین‌ضریب‌لیاپ

      
 

  
               -          -                        -  

- 
        . 

.‌رودکار‌می‌به(‌     )بعدی‌n– های‌دستگاهدر‌‌هوپفاین‌ضریب‌برای‌مشخص‌کردن‌زیر‌یا‌زبر‌بحرانی‌بودن‌انشعاب‌

‌ ‌         اگر ‌انشعاب‌‌آن‌ ‌‌هوپفگاه ‌اگر ‌انشعاب‌‌آن‌       زیربحرانی‌و ‌زبربحرانی‌است‌هوپفگاه در‌صورت‌.
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌انشعاب‌ ‌‌دوریک‌‌هوپفزبربحرانی‌بودن ‌نقطه ‌از ‌صورت‌زیربحرانی‌بودن‌منشعب‌می‌هوپفحدی‌پایدار ‌در ‌و شود

 .حدی‌منشعب‌ناپایدار‌خواهد‌بود‌دورانشعاب‌

‌

 در دستگاه از نوع لورنز هوپفانشعاب 

 cبا پارامتر انشعاب  هوپفانشعاب 

     اگر‌‌.4ۀقضی
   

 - 
موهومی‌محض‌‌‌ۀو‌نیز‌دو‌ریش‌‌     -  منفی‌‌ۀدارای‌ریش‌(8)‌ۀارز‌همگاه‌‌آن‌   و‌‌

   
    

 - 
‌کهطوری‌است،‌به‌        و‌‌

    
     

  
 
         

    

‌.دارد‌هوپفیک‌انشعاب‌‌أدر‌مبد‌(1)‌عبارت‌دیگر‌دستگاهبه

‌:شود‌میصورت‌‌دینب‌(8)‌ۀارز‌همگاه‌‌،‌آن    اگر.‌اثبات

          
 
    

   
    

        صورت‌‌های‌موهومی‌محض‌بهواضح‌است‌که‌ریشه
    

 - 
‌ۀگیری‌از‌رابطبا‌مشتق.‌است‌     -   حقیقی‌آن‌‌ۀو‌ریش‌

‌:داریم‌cبالا‌نسبت‌به‌

 
 
    

       

  
 
           

 

‌که‌به‌این‌ترتیب

   
 
      

       

                 
≠   

‌.دارد‌هوپفانشعاب‌‌(1)‌گاه‌دستگاه‌،‌آن    براین‌اگر‌‌بنا

     با‌توجه‌به‌این‌که‌.‌کنیمحساب‌می‌(1)‌نوف‌را‌برای‌دستگاهوحال‌ضریب‌اول‌لیاپ
‌(1)‌ماتریس‌ژاکوبی‌دستگاه‌

‌:ست‌ازا‌در‌مبدأ‌عبارت

   

    

      

 
 

    
   

‌:آورددست‌‌صورت‌به‌دینرا‌بA متناظر‌با‌‌pو‌‌qتوان‌بردارهای‌می

  

 
 
 
 
 
    

 
 
    

     
 

    

 
  

 
 
 
 

    

 
 
 
 
 

  

     
      

  

   

  
    

      

  
 
 
 
 

   

‌صورت‌توابع‌دوخطی‌و‌سه‌خطی‌به‌(1)‌برای‌دستگاه.‌کنندصدق‌می‌    -     و‌‌      در‌‌qو‌‌ pکه‌بردارهای

        

 

      
      

   2     

                                                         (90)  

‌و
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                                                                                      (99)  

    و‌‌            ها‌هستند‌که‌درآن
 
  

 
  

 
‌:داریم‌(99)و‌(‌90)‌بر‌طبق‌روابط.‌‌ 

       

 
 
 
 
 
 

 

 
           

        

      
       

          
 
 
 
 
 

         

 
 
 
 
 
 

 

 
     

     

     
 

          
 
 
 
 
 

   

 ‌:صورت‌است‌دینب‌‌Aوارونماتریس‌

    

 
 
 
 
 
 
  

 

  
 
 

 

 

   
 

 

   

 

  
 
 

 

 

   
 

 

   

  
 

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

‌،     -   ‌  )‌گذاری‌که‌با‌جای

       

 
 
 
 
 
 

 

 
        

          
               

    

         
 
  

         
                 

         
 

 
 
 
 
 
 

 

‌براین‌بنا.‌آیددست‌میبه

            

           
                

    

  
 

     
 

     

      
      

 
             

          
                       

      
 
        

   
                

    

      
        

          
 
          

            

          
    (92)  

  -        با‌قراردادن‌
- 
‌ۀرابط‌        در‌‌      

         

 
 
 
 
 
 

 

 
                 

          
         

                       

             
                   

            

    
                   

                  

             
                   

             
 
 
 
 
 

              

‌:آید‌دست‌می‌به(‌93)صورت‌به‌            در‌این‌صورت‌.‌آوریمدست‌میرا‌به

              
 

             
                   

            
                                    

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌×  
 

   

 
     

      
                   

          
              

                                     

             
                           

                                               

                        
                                                                                                  (93)
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌‌ۀدر‌رابط‌(93)و‌(‌92)،‌(99)‌گذاری‌را‌با‌جای‌لیاپونوف‌اولین‌ضریب

      
 

  
                                       

 
    

 

   گذاری‌‌و‌در‌نهایت‌با‌جای
    

 - 
    و‌‌

      

 - 
 :در‌آن‌داریم‌

‌

      
 

 

       
                  

     
   

 
   

     
          

 
   

 
      

 

                             (94)  

‌:را‌داریم‌3لم‌‌‌(94)‌دست‌آمده‌دربه‌     با‌توجه‌به‌مقدار‌

 اگر‌.‌3لم

 
‌.در‌مبدأ‌زیربحرانی‌است‌هوپفگاه‌انشعاب‌‌،‌آن‌          

که‌‌با‌توجه‌به‌این.‌اثبات
 

 
توان‌نتیجه‌گرفت‌که‌اگرمی‌     و‌با‌تعیین‌علامت‌‌  

 

 
و‌‌       گاه‌‌آن‌‌          

 .در‌مبدأ‌زیربحرانی‌است‌هوپفبنابراین‌انشعاب‌

 aبا پارامتر انشعاب  هوپفانشعاب 

با‌.‌[9]‌گیریمعنوان‌پارامتر‌انشعاب‌در‌نظر‌می‌را‌به‌aعنوان‌پارامتر‌در‌نظر‌گرفتیم،‌در‌ادامه‌‌را‌به‌cدر‌بخش‌قبل‌

‌استفاده‌از‌

                          
     

‌‌ۀرابط

     
         

 
 

‌گاه‌آن‌    اگر‌‌(8)‌ۀاز‌رابط.‌آیددست‌میبه

  
     

  
 
           

    
      

              
  

      

          
 
    

‌                  با‌استفاده‌از‌تغییرمتغیر‌

                       
 

     

‌صورت‌به‌(5)دستگاه‌

 

  
                                         

  
                                      

                               

  

‌یا

 

  
 

   
   

   

-   

  -   

    - 

  
  

  

  

   

 

-     

    

                                        (95)  

‌ماتریس‌ژاکوبی‌ۀمقادیر‌ویژ.‌آیددر‌می

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

3.
2.

85
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

96
.3

.2
.5

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
18

 ]
 

                            10 / 20

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.3.2.85
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.25882546.1396.3.2.5.5
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2692-fa.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌88لورنز‌از‌نوع‌‌آنالیز‌انشعاب‌و‌دینامیک‌یک‌دستگاه‌دینامیکی

   

    

      

      
  

‌متناظر‌برابرند‌با‌‌ۀو‌بردارهای‌ویژ‌c >0‌‌،b >0که‌در‌آن‌‌                 و‌‌    - -    عبارتنداز‌

      
     

 
 
  

 
                  

     
 

 
          

 

 
               

     
 

 
          

 

 
                

 

  که‌در‌آن‌‌
  

     
‌با‌استفاده‌از‌بردارهای‌.‌

  
  

     

 
  

  

 
    

  

 
         

  
     

  
           

‌و

       
     

 
 
  

 
         

‌تبدیل

 
  

  

  

    
 

 

 

  

‌را‌که‌در‌آن

  

 
 
 
 
 
  

  

 
      

     

 

  

 
   

  

 
          

 
 
 
 
 

 

‌صورتبه‌ارز‌همطور‌به‌بالا‌دستگاه.‌کنیماعمال‌می‌

 
 

 

 

      
  

  

  

  

‌شود‌که‌در‌آننوشته‌می
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌شود‌که‌در‌آنتبدیل‌می
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‌مرکز‌خمینۀحال‌.‌هستند

                                                                          (91)  

‌مشتق‌این‌و‌در‌نظر‌گرفتن‌‌(96)‌در‌(91)‌گذاری‌با‌جای.‌را‌در‌مبدأ‌در‌نظر‌بگیرید

                            

‌:آیددست‌می‌به‌(98)‌ۀرابط‌(91)‌از

       -    -                                               (98)   

‌:داریم‌(96)‌از‌طرف‌دیگر،‌از

      
          

                                                        (91)  

‌:صورت‌هستند‌‌دینب‌  و‌  ،‌  که‌در‌آن‌

           
  

 
 

  

  
 
    

                            

   
 

  
    

   
 

  
             

   

 
           

    
  

 
  

 

 
                                         

 

‌:دست‌آورد‌به‌صورت‌دینرا‌ب‌  و‌  ،‌  توان‌ضرایب‌می‌(91)و‌(‌98)‌روابط‌ۀدر‌این‌صورت‌با‌مقایس
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‌مرکز‌‌خمینۀبه‌‌(96)‌براین‌دستگاه‌بنا

 
  

  
   

  

   
  

 

 
   

       

       
   

‌یابد‌که‌در‌آنکاهش‌می
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‌.برقرار‌است‌‌5ۀبراین‌قضی‌بنا

     اگر‌.‌8ۀقضی
     -   

 
موهومی‌‌ۀو‌‌با‌دو‌ریش‌    - -    منفی‌‌ۀدارای‌یک‌ریش‌(8)‌ۀارز‌همگاه‌‌،‌آن    و‌‌

‌که‌طوری‌است‌به‌‌                 محض‌

    
     

  
 
           

     

علاوه‌مدارهای‌متناوب‌منشعب‌‌هب.‌دارد‌هوپفاز‌دستگاه‌‌از‌نوع‌لورنز‌یک‌انشعاب‌‌  تعادل‌‌ۀ،‌نقط   در‌نتیجه‌اگر

‌. >  و‌ناپایدارند‌اگر‌   پایدارند‌اگر‌‌  ها‌در‌همسایگی‌aبرای‌‌‌  تعادل‌‌ۀشده‌از‌نقط
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 آنالیز عددی انشعاب دستگاه از نوع لورنز

ها‌همراه‌ضرایب‌فرم‌نرمال‌آن‌های‌مختلف‌انشعاب‌را‌بهخم[.‌1]‌در‌این‌بخش‌با‌استفاده‌از‌تکنیک‌امتداد‌عددی

برای‌این‌.‌گیریمرا‌در‌نظر‌می‌  تعادل‌‌ۀابتدا‌نقط.‌کنیممحاسبه‌می‌(5)‌برای‌مجموعه‌مختلف‌از‌پارامترهای‌دستگاه

با‌پارامتر‌‌هوپفبا‌توجه‌به‌لم‌و‌قضیه‌بیان‌شده‌در‌انشعاب‌ کنیم‌که‌طوری‌انتخاب‌می‌را‌cو‌a‌،bمنظور‌پارامترهای‌

‌باشد‌cانشعاب‌ ‌ناپایدار ‌تعادل‌متناظر ‌نقطه ‌بررسی‌می. ‌تعادل‌را ‌پایداری‌این‌نقطه ‌پارامترها، ‌تغییر ‌.کنیمسپس‌با

‌:داریمبنابراین‌با‌توجه‌به‌موارد‌بیان‌شده‌

  98    2    5/40  

‌:ست‌ازا‌عبارت‌  برای‌این‌مقادیر‌نقطه‌تعادل‌

     
 

 
       

 

 
      

   

 
                    

‌.کنیمرا‌با‌استفاده‌از‌روش‌امتداد‌عددی‌محاسبه‌می‌cو‌پارامتر‌آزاد‌‌  حال‌خم‌نقطه‌ثابت‌با‌شروع‌از‌

‌

‌

‌

‌

‌

 

‌

‌

‌

 cبا پارامتر  از نوع لورنز هوپفانشعاب . 1شکل 

‌2های‌حدی‌منشعب‌شده‌ار‌آن،‌در‌شکل‌و‌دایره‌9را‌در‌شکل‌‌هوپفانشعاب‌‌       ‌و‌   ،‌     با‌قرار‌دادن

‌:شودصورت‌محاسبه‌می‌دیننرمال‌متناظر‌بصورت‌همراه‌ضرایب‌‌نقاط‌انشعاب‌به‌خمزمان‌با‌رسم‌هم.‌شودمیدیده‌

label = H‌ , ‌x = ( 1.581139 1.581139 1.250000 40.500000‌ ) 

‌First Lyapunov coefficient = 1.034367e-001‌ 

‌tangent vector to first point found‌ 

‌label = BP‌, ‌x = ( 0.000000 0.000000‌ -‌0.000000 18.000000‌ ) 

‌label = H‌ , ‌x =‌ ( -‌1.581139‌ -‌1.581139 1.250000 40.500000‌ ) 

‌First Lyapunov coefficient = 1.034367e-001 

‌نقط ‌برچسب‌‌‌xۀدر ‌H)‌هوپفبا ‌‌اول‌به‌ۀلفؤسه‌م( ‌‌xترتیب‌مقادیر ،y‌‌ ،zم‌‌ ‌پارامتر‌‌ۀلفؤو ‌نقطه‌‌cآخر‌مقدار در

مثبت‌است‌پس‌نقطه‌انشعاب‌زیربحرانی‌است‌که‌به‌‌Hمتناظر‌با‌‌لیاپونوف‌اولین‌ضریب.‌کندانشعاب‌را‌مشخص‌می
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پف‌پایدار‌واست‌و‌نقطه‌تعادل‌اولیه‌بعد‌از‌انشعاب‌ه‌xانشعاب‌‌ۀمعنی‌ناپایدار‌بودن‌دایره‌حدی‌منشعب‌شده‌حول‌نقط

‌.کنیمیاین‌دایره‌حدی‌را‌در‌ادامه‌محاسبه‌م.‌شودمی

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 

 
          و    ،      حدی و با پارامترهای ۀای درون دایربعدی با شروع از نقطه-3بعدی و -2تصاویر . 2شکل 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         و    ،      های منشعب شده به ازای پارامترهای ای از دایرهخانواده. 3شکل 

       ‌نمایش‌داده‌شده،‌در‌مقدار‌پارامتر‌3در‌مقدمه‌که‌در‌شکل‌های‌حدی‌بیان‌شده‌دوریک‌خانواده‌از‌

‌‌:محاسبات‌متناظر‌را‌داریماین‌دست‌آمده،‌‌به‌ LPCبرای‌نقطه‌.‌شود‌میتولید‌‌‌

Limit point cycle (period = 6.981317e-001, parameter = 4.050000e+001) 

Normal form coefficient = 9.145341e-001 

‌      ،   ،    ‌ۀبا‌نقط.‌است‌هوپفگیریم،‌که‌این‌حالت‌قبل‌از‌انشعاب‌را‌در‌نظر‌می‌c=38در‌ادامه‌ابتدا‌

‌ ‌شودتعادل‌جذب‌می‌ۀحدی‌دور‌شد‌و‌به‌نقط‌ۀشود‌مدار‌از‌دایردیده‌می‌2که‌در‌شکل‌‌چنانشروع‌کرده، در‌این‌.

حدی‌دور‌‌ۀمشخص‌است‌از‌دایر‌4ن‌که‌در‌شکل‌چنا‌حدی‌در‌نظر‌بگیریم‌هم‌ۀای‌در‌خارج‌از‌دایرحالت‌اکر‌نقطه

شود،‌که‌توصیف‌در‌این‌حالت‌از‌نقطه‌تعادل‌دور‌می.‌است‌هوپفکه‌پس‌از‌انشعاب‌‌c=44دهیم‌حال‌قرار‌می.‌شود‌می

 .از‌نوع‌زیربحرانی‌است‌هوپفانشعاب‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      و    ،     حدی و با پارامترهای  ۀای بیرون از دایربعدی با شروع از نقطه-3بعدی و -2تصاویر . 4شکل 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
     و     ،     بعد از انشعاب هپف با پارامترهای  . 8شکل 

‌.نشان‌داده‌شده‌است‌6آشوب‌در‌شکل‌     و‌     ،‌       در‌حالت‌خاص

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

     و        ،     رفتار آشوبی دستگاه از نوع لورنز ، . 8شکل 

،‌zشود‌با‌تغییر‌اندکی‌در‌مقدار‌که‌دیده‌می‌چنان.‌شودمشخص‌می‌1بهتر‌آشوب‌در‌این‌دستگاه،‌در‌شکل‌نمایش‌

‌.تغییر‌محسوسی‌قابل‌مشاهده‌است

‌
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 zمقدار اولیه   -  با تفاوت در. 8شکل 

،‌دستگاه‌از‌نوع‌لورنز‌را‌در‌صفحات‌8شکل‌.‌بعدی‌نشان‌داده‌شده‌است-2های‌مختلف‌این‌آشوب‌در‌نمودارهای‌حالت

X-Z‌‌،X-Yو‌‌Y-Zدهدنشان‌می‌.‌

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 های مختلف آشوب در دستگاه  از نوع لورنز حالت. 5شکل 

 

 انشعاب چنگال در دستگاه از نوع لورنز

‌مبد‌ۀمشخص‌ۀارز‌هم ‌در ‌دستگاه ‌‌به‌أماتریس‌ژاکوبی        -     صورت
 
‌است‌   -        ،‌a=cاگر.

‌ویژ‌آن ‌مقادیر ‌‌ۀگاه ‌0آن ،-b‌ ،-cهستند‌‌ ‌نقط‌بنا. ‌0،0،0)‌ۀبراین ‌نیست‌ۀیک‌نقط( ‌هذلولوی ‌رفتار‌. ‌بررسی برای

‌.    که‌در‌آن‌‌  -  βدهیم‌قرار‌می.‌کنیممرکز‌استفاده‌می‌خمینۀ‌ۀدینامیکی‌دستگاه‌در‌این‌حالت‌از‌قضی

از‌.‌هستند‌(1,1,0)‌و‌(0,0,1)‌،(1,0,0)‌ترتیب‌برابر‌است‌با‌،‌به0و‌b‌،-c-‌ۀبردارهای‌ویژه‌متناظر‌با‌مقادیر‌ویژ

‌تغییرمتغیر‌خطی

 
 

 

 
   

   

   

   

  
 

 

 
  

‌به‌دستگاه‌(5)‌در‌این‌صورت‌دستگاه.‌کنیماستفاده‌می
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 

   -                                 

   -                          

   -  -  -   -                     

                                             (20)  

‌صورتیا‌به

 
  
  
  
   

-   

 -  

   

  
 

 

 
   

  
  
  

                                                       (29)  

 که‌در‌آن.‌شودتبدیل‌می

                                          

                                  

                                    

 

‌به‌ فرض‌کنید‌پارامتر‌وابسته‌ ‌(29)‌ۀبراین‌رابط‌بنا.‌گیریمعنوان‌یک‌متغیر‌جدید‌در‌نظر‌می‌باشد‌و‌این‌پارامتر‌را

‌‌صورت‌به

 

  
  
  
  

   

-   

 -  

   

 

 

 

           

  

 

 

 

 

   

  
  
  
 

                                              (22)   
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‌:داریم‌(23)‌طبق‌شرایط‌گفته‌شده‌در
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‌:شودنتیجه‌می‌(25)‌در‌(26)‌گذاری‌با‌جای
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‌:آوریمدست‌می‌به‌(24)و‌‌(20)‌طرف‌دیگر،‌از‌روابطاز‌
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 و‌‌  ،‌  ،‌ضرایب‌(28)‌و‌(21)‌روابط‌ۀبا‌مقایس
‌:آیند‌دست‌می‌به‌صورت‌دینب‌ 
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 مرکزی‌‌خمینۀمیدان‌برداری‌به‌‌از‌این‌رو،
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انشعاب‌چنگال‌‌(21)‌ۀاز‌رابط‌           توان‌براحتی‌شرایطی‌را‌تعیین‌کرد‌که‌طبق‌آن‌برای‌می.‌یابدکاهش‌می

‌با‌توجه‌به‌ .داشته‌باشد
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‌:را‌دارریم‌4براین‌لم‌‌بنا

‌ۀگاه‌‌نقط‌آن‌    اگر‌.‌یک‌انشعاب‌چنگال‌دارد‌از‌دستگاه‌از‌نوع‌لورنز‌(0,0,0)‌تعادل‌ۀنقط‌    -  βاگر‌.‌4لم

چنین‌‌هم‌.وجود‌دارد(‌پایدار)‌    و‌(‌ناپایدار)‌O،‌سه‌نقطه‌تعادل‌    طور‌مجانبی‌پایدار‌است‌و‌برای‌‌به‌Oتعادل‌

‌:توان‌دید‌می‌1صورت‌عددی‌در‌شکل‌‌این‌انشعاب‌را‌به

 
 گیری نتیجه

طور‌‌به.‌شدهای‌مختلف‌انشعاب‌برای‌دستگاه‌از‌نوع‌لورنز‌محاسبه‌در‌این‌مقاله‌با‌استفاده‌از‌روش‌امتداد‌عددی‌خم

سازی‌عددی‌رفتارهای‌‌چنین‌با‌استفاده‌از‌شبیه‌و‌هم‌آمددست‌‌را‌برای‌این‌دستگاه‌به‌9های‌هم‌بعد‌تحلیلی‌انشعاب

 .شدناک‌بررسی‌‌پیچیده‌دستگاه‌را‌از‌قبیل‌دایره‌حدی‌و‌رفتارهای‌آشوب
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