
 9318751پاییزوزمستان،2،شماره5جلدهایریاضیپژوهش

 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)



 مکالی بودن-بُعدهای انژکتیو گورنشتاین و کوهن


 ،فاطمهساوجی*رضاسزیده

 گروهریاضی،علومۀدانشکد،دانشگاهارومیه
02/02/19پذیرش91/08/16دریافت

 چکیده

 جاب موضعی،ایهحلق(R,m)فرضکنیم مدول .جاییباشدهنوتریو وجود اینمقاله بُعددر از هایمتناهیمولد

درابتدابُعدهایانژکتیوگورنشتاینکوهمولوژی.کنیممیبررسیمکالیرا-هایکوهنانژکتیوگورنشتاینمتناهیرویحلقه

.کنیممیبررسیهارابافتموضعیهم

.هایکوهمولوژیموضعیمکالی،مدول-هایکوهنرنشتاین،حلقهانژکتیوگو:های کلیدی واژه



 مقدمه

 .استmآلماکسیمالییباایدهجاجابهموضعی،نوتریوۀیکحلق(R,m)سرتاسراینمقاله،در

هم[2]3واسپیرو2پسکینوسیلۀبهپیشنهادشد[9]9باسوسیلۀبهحدسزیرکه ثابتحلقهۀبرایتقریباً شدهها

:است

(B) ۀاگرحلقR یکR-ۀگاهحلقناصفرازبُعدانژکتیومتناهیداشتهباشد،آن مدولمتناهیمولدRکوهن-

 .مکالیاست

 :ندهستمسائلمطرحشدهدراینمقالهباتعمیمزیرازحدسباسکههنوزبازاستدرارتباط

(GB)ۀاگرحلقRیکR-متناهیداشتهباشد،آن Rگاهمدولباتولیدمتناهیناصفرازبُعدانژکتیوگورنشتاینِ

.مکالیاست-کوهنۀحلق

ارائهشده9168درسال[3]5وواسکانسلوز1لوینوسیلۀبهگرددکهمابهاولینقدمدرحلحدسباسبرمیۀاید

مدولمتناهی-R/xRگاهبرایهرمقسومعلیهصفرباشد،آنیکغیر      هاثابتکردندکهاگرآن.است

 تساویMمولد دارد                ، وجود آن. اینواقعیت، از استفاده براییکحلقبا -کوهنۀها

 (.B عکسحدس)مدولباتولیدمتناهیازبُعدانژکتیومتناهیساختند-R،یکRمکالی

                                                           
rsazeedeh@ipm.irنویسنده مسئول          *

1. Bass 
2. Peskin 

3. Szpiro 

4. Levin 
5. Vasconcelos 
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

دراینمقالهبُعد .[1]وهمکارانثابتشدهاست9کریستنسوسیلۀبهمشابهازبُعدانژکتیوگورنشتاینۀیکنتیج

کریستنسۀعنوانیککاربرد،اثباتجدیدیازقضیکنیموبهمیبررسیانژکتیوگورنشتاینازکوهمولوژیموضعیرا

مولدازبُعدانژکتیومتناهینشانساختنیکمدولمتناهیبرای[3]یکتکنیکمشابه .دهیموهمکارانارائهمی

.گرددهایموضعیِآرتینیبرمیبُعدصفررویحلقه-Gهایغیرآزادازوجودمدولدهدکهمسئلهبهمی

بهثابتکردکهاینمدول[5]2یوشینو به      طورکلیحداقلدرحالتها ۀحلق یکR تراگرطورکلییا

تنهادرحالتخاصیکRۀ،حلق    درحالتموضعیِکوهنمکالیباچندگانگیمینیمالباشد،وجودندارند

.بُعدصفردارد-Gمدولغیرآزاداز

گاههرمدولمتناهیمکالیباچندگانگیمینیمالباشد،آن-کوهنۀحلقRدهیمکهاگردراینمقالهنشانمی

.رنشتاینمتناهیدارایبٌعدانژکتیومتناهیاستمولدازبُعدانژکتیوگو



 نتایج اصلی

.کنیمتعریفشروعمیایناینبخشرابا

دقیقۀیکدنبال)نامیمهرگاهیکتحلیلانژکتیوتاممیانژکتیو گورنشتاینرا مدول-R،یک[6]از.7 تعریف

 صورتبه(هایانژکتیوازمدول

𝒢     
  
   

  
    

   
    

رادقیق𝒢،تحلیلIبرایهرمدولانژکتیو          وفانکتور           کهوجودداشتهباشدبهطوری

.نگهدارد

 rتریامساویازبُعدانژکتیوگورنشتاینکمMمدول-Rگوییممی.یکعددصحیحنامنفیباشدrکنیمفرضمی

صورتبهrهاازطولمدول-Rدقیقازۀدنبال-Rدهیمهرگاهیکنشانمی        رابااستوآن

               

وجودنداشتهrترازایازطولکماگراینچنیندنباله .انژکتیوگورنشتاینباشد  کههرطوریوجودداشتهباشدبه

.       گوییمگاهمیباشد،آن

اثبات.2ملاحظه به توجه 9]با [3.9قضیۀ، اگر ،aحلقیکایده آلاز ۀ بدونهیچشرط)Rییجاجابهنوتریو

  ،   گاهبرایهرمدولانژکتیوگورنشتاینباشد،آن-RیکG و(R دیگریروی
دراثبات.      

از aآلبرایایده      و          وفانکتورهایمشتقراست    زیر،ازکاتگوریمشتقۀقضی

Rدهیمارجاعمی[1]و[8]تربهبرایجزییاتبیش.کنیماستفادهمی.

  بافتدرهم-RیکMموضعیوۀحلق(R,m)فرضکنیم.3 لم
 
 گاهآن،        اگر.باشد   

                      

                                                           
1 Christensen 
2 Yoshino 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
m

m
r.

5.
2.

15
7 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

98
.5

.2
.1

0.
4 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
06

 ]
 

                               2 / 8

http://dx.doi.org/10.29252/mmr.5.2.157
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1398.5.2.10.4
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2699-fa.html


 751مکالیبودن-بُعدهایانژکتیوگورنشتاینوکوهن

         و                ،داریم[90]3.6قضیۀباتوجهبه .اثبات
 
حالاباتوجهبه.    

 دهندکهادعایموردنظررانتیجهمیهایزیروجوددارندتساوی،[99]2.3نتیجه

                                                         

  دربافتهم-RیکM موضعیو ۀیکحلق(R,m)فرضکنیم.4 لم
 
صورتدراین.باشد   

                          

    چون.اثبات
 
کنیمفرضمی.وجوددارد                   پسیکریختی،    

                                    

 وتحلیلانژکتیومینیمال

                   

        چون .گیریمرادرنظرمیبافتهم-  عنوانبه     از
 
توانیمبرایآنفرض،پسمی    

.ظاهرشوند         هایتنهاتعدادمتناهیازکپی،  کنیمکهدرهر

 کنیم                    فرض . به،              چون توجه با  ،[1]3.3قضیۀپس

.علاوهآرتینیاستگورنشتایناستوبهمدولانژکتیو-  یک         

بنابرایناستانژکتیوگورنشتاین         مدول-R[92]3.6حالا،بااستفادهازلم

                                    

 و             کنیمبرعکس،فرض

                   

ظاهر        تنهاتعدادمتناهی   کهدرهرطوریباشدبهبافتهم-  عنوانبه      تحلیلانژکتیو یک

رویاینهم     اگرفانکتور.شود بافتاثردهیم،آنرا        داریمکه[1]3.3قضیۀگاهبااستفادهاز

یک گورنشتاینو -Rانژکتیو استکه آرتینی .                   مدول استفاده ازبا ،[92]3.6لم

انژکتیوگورنشتاینوآرتینیاستبنابراینداریممدول-  یک       

                            

  رتصودراینباشد،     بافتدرهم-RیکMموضعیوۀیکحلق(R,m)فرضکنیم.5 لم

       
               

اثبات یکتحلیلپروژکتیواز                       و        فرضکنیمکه.

M باشد،یعنی   . 

حالبا.دستگورنشتایناستیک                 مدول-R،    برایهر[1]3.5قضیۀطبق

دهدکهاینحقیقتنتیجهمی.دستگورنشتایناستمدولیک-  یک       [93]3.90گزارهاستفادهاز

       
          

    

.                      استبنابراین     دستگورنشتاینازیکتحلیلیک
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

بالاصورتبه Mمدول-Rعنوانیکتحلیلپروژکتیوازرابه  و               کنیمبرعکس،فرضمی

برای[1]3.5قضیۀدوبارهبااستفادهاز.است     دستازیکتحلیلیک      پس.گیریمدرنظرمی

 ،   هر

                              

دستیک   برایهر  مدول- ،[91]2.6حالطبقنتیجه.دستگورنشتایناستمدولیک-  یک

.                      دهدکهایننتیجهمی.استگورنشتاین

6لم    بافتدرهم-RیکMبافتدوگانسازوموضعیدارایهمۀیکحلق(R,m)فرضکنیم.
 
باشد    در.

.        اگروتنهااگر                صورتاین

  کهازاین.اثبات
 

 
               داریم[1]5.9مدولانژکتیوهممولداست،طبقگزاره-Rیک 

اگروتنهااگر

                     
 

 
                    

 

 
       

         ازطرفدیگرچون
 

 
     

:ریختیراداریمشبهیکاین،پس      

         
 

 
                

 

 
    

                داریم2.5بنابراینبااستفادهازلم
 

 
اگروتنهااگر     

               
 

 
     . 

:داریم[1]5.9ۀازگزارحالبااستفاده

               
 

 
           

.        اگروتنهااگر               ودرنتیجه

  دربافتهم-RیکMوموضعیۀیکحلق(R,m)فرضکنیم.1ۀ گزار 
 
               .باشد   

اگرو        گاهبافتدوگانسازباشد،آندارایهمRویژه،اگربه.              اگروتنهااگر

.             تنهااگر

        وضوحبه.اثبات
 
:داریم1 وازطرفدیگر،باتوجهبهلم     

                                            

سازدوگاندارایهمبافت  کنیمحلقهموضعی،کاملباشدوبنابراینکلیتادعا،فرضمیبنابراینبدونکمشدناز

وقسمتاول6ادعایدومبااستفادهازلم.شودحکمثابتمی[1]5.1قضیۀدرنتیجهبااستفادهکردناز.است

.شودگزارهاثباتمی

. تعریف ایده فرضکنید از   آل و       باشد .          عدد
               را   

.نامیممی

    اگر.باشد   یکمجموعهمولدبرای         فرضکنید
 گاهتساوی،آن     
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 767مکالیبودن-بُعدهایانژکتیوگورنشتاینوکوهن

است آن (R,m) اگر .برقرار باشد، میموضعی قرار گاه هر                   دهیم برای و

:داریم         

                       

    برایهر
 
.                داریم   

  بافتدرهم-RیکMموضعیوۀحلق(R,m)فرضکنیم.1 قضیۀ
 
صورتایندر.باشد   

                           

گاهبافتدوگانسازباشد،آنداراییکهم ویژه،اگربه

                    

.هردومتناهیباشند           و             کنیمفرضمی9ۀباتوجهبهگزار.اثبات

     کهازاین
 
:داریم[99]2.3ازنتیجه،بااستفاده   

                                                . 

 :داریم[1]6.3قضیۀحالبنابر

                                . 

گاه،آن            ازطرفدیگراگر

                                                           

                                             

                      

اثبات از استفاده آنچهارمینتساویبا 95]2.9قضیۀکهدر لم[ از استفاده پنجمینتساویبا [96]6.2.91و

.آیددستمیهب

می نتیجه                         که گیریمبنابراین فرض. نامساوی، دیگر طرف اثبات برای

:داریم1،باتوجهبهلم               کنیممی

                                            

باتوجهبه.کاملاستوبنابراینیکهمبافتدوگانسازدارد ۀحلقRکنیمبدونکمشدنازکلیتادعا،فرضمی

برایهرتحلیلانژکتیو،[1]3.3قضیۀ

                            

راروی     اگرفانکتور.مدولانژکتیوگورنشتایناست-Rیک                 مدول،Mاز

آنهم دهیم، اثر بافتبالا داریم             گاه طبق 92]3.2قضیۀو ] انژکتیو       مدول

.شودوحکمثابتمی                     دهدکهبنابرایناینحقیقتنتیجهمی.گورنشتایناست

.آیددستمیهبقضیۀوقسمتاول3 ولم6 ادعایدومبراساسلم

استهرگاهیکسیستمازچندگانگی مینیمالدارای(R,m)مکالی-موضعیکوهنۀکنیمکهیکحلقیادآوریمی

.     کهطوریبهشتهباشدوجوددا          پارامترهای
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 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

تعریفشده            صورتبهMبافتسازیازهمکنیمکهفانکتورکاملچنینیادآوریمیهم

 استکهدرآن

         
   
          

.است MیکتحلیلپروژکتیوازPهااستومدول-Rیکفانکتوررویکاتگوری

.                    کهشودمیدیدهراحتیبهاست،مولدمتناهیمدول-Rیک Mکهوقتی

9چکبافتهموسیلۀبهتواندسازیمیکاملفانکتور
       هرحقیقتبرایدر.شودنیز،محاسبه ازمولدهای 

 .وجوددارد    در                    صورتریختیبهیکیک

شبه،Rاز آلوهرایده      بافت،برایهرهم[(iv)و(iii)،نتیجه،قسمت[99]6باتوجهبهصفحه

 .وجوددارد                   ریختییک

مکالیغیرگورنشتاینباچندگانگیمینیمال،مدولغیرآزاداز-موضعیکوهنۀنشاندادکهروییکحلق[5]یوشینو

G-دهدرانتیجهمی1قضیۀاینحقیقت.بُعدصفروجودندارد.
صورتایندر.گورنشتایننیستکهباشدمینیمالچندگانگیبا مکالی-کوهنوموضعیۀحلقیکRکنیمفرض.1 قضیۀ

 .هرمدولمتناهیمولدازبُعدانژکتیوگورنشتاینمتناهیدارایبُعدانژکتیومتناهیاست

یکمدولمتناهیمولد Mفرضکنیم.کاملباشدۀیکحلقRکنیمبدونکمشدنازکلیتادعا،فرضمی.اثبات

باشدوتحلیلانژکتیومینیمال       ازبُعدگورنشتاینمتناهیبا

            

برابری[92]1.92قضیۀطبق.گیریمرادرنظرمی                با M از

                    

    وبنابراین راداریم
         پس .گورنشتاینآرتینیاستمدولانژکتیو  

     
 

 
بُعد-Gاز  

صفراست نتیجه.          دهدکهنتیجهمی[5]2.5حالا،
     

 

 
بنابراین       آزاداستو

  

واست کاملاست،دارایمدولدوگانسازRازطرفدیگر،چون.           بنابراین.استانژکتیو

:وجوددارندهاریختیشبهیکاین

         
                        

         

           
                                 

تواننشاندادکهراحتیمیبنابراینبهاستدستمتناهیاست،پسازبُعدپروژکتیومتناهیازبُعدیک    چون

       
         . چون هم           حالا، اولین یک، شبه بُعدریختیبافت از بالا های

ایندستمتناهیاستیک بُعدیکآخرینهمرو،از دستمتناهیاستبافتاز بُعد          بنابراین. از

صورتپروژکتیومتناهیاستودارایتحلیلآزادبه

                 

به هرطوریاست متناهی  که استمولد . چون دیگر طرف شبه        از پس ریختییک،

   
دقیقۀوجودداردوبنابرایندنبال              
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.      ،پسداریم            ،iچونبرایهر.راداریم
71 قضیۀ Nمدولمتناهیمولدناصفر- صورتدراین.مکالیباشد-موضعیوکوهن ۀحلق(R,m,k)فرضکنیم.
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