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‌

‌یافته‌‌برای‌حل‌مسئله‌نقطۀ‌زینی‌مضاعف‌های‌تکراری‌تعمیم‌روش
‌

‌میکیل‌بنزی

 ‌‌‌‌،‌ایتالیااسکولا‌نرماله‌سوپریره‌دانشگاه

‌رگ‌زهره‌روی‌،چپرپردی‌سید‌حسن‌عزیزی‌،‌بیک‌علی‌فاطمه‌پنجه

‌‌رفسنجان‌‌(عج)دانشگاه‌ولی‌عصر‌

‌94/05/19پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌95/08/16دریافت‌

‌چکیده
‌روش ‌از ‌برخی ‌تعمیم ‌به ‌مقاله، ‌این ‌‌در ‌در ‌ایستا ‌تکراری ‌مضاعف‌‌شکلهای ‌زینی ‌نقطه ‌مسائل ‌حل ‌برای بلوکی

‌زیمپردا‌می .‌ ‌بررسی ‌را ‌آن ‌شرایط‌خاص‌همگرایی ‌تحت ‌و ‌داده ‌تعمیم ‌را ‌روش‌ژاکوبی ‌ابتدا ‌منظور ‌این ‌.کنیم‌میبرای

‌شده‌چنین‌هم ‌برونیابی ‌شکل ‌تخفیف، ‌پارامتر ‌کردن ‌اضافه ‌یافته‌روش‌ژاکوبی‌با ‌نظر‌‌تعمیم ‌در ‌نیز ‌را ‌آن ‌همگرایی و

در‌چنین‌‌هم.‌پردازیم‌میگرایی‌آن‌تحت‌قید‌مناسبی‌سیدل‌و‌آنالیز‌هم‌-تعمیمی‌از‌روش‌گاوس‌بررسیسپس‌به‌.‌یمریگ‌می

‌روش‌ ‌به‌‌تعمیم‌تخفیف‌متوالیمذکور ‌شرایط‌کافی‌‌یافته ‌است‌آنهمگرایی‌همراه ‌بررسی‌شده برای‌نشان‌دادن‌کارایی‌.

گرهای‌‌سازی‌هدایت‌مدلزینی‌مضاعف،‌دارای‌کاربرد‌در‌‌ۀنقط‌لهئمسارائه‌شده‌به‌گزارش‌نتایج‌عددی‌برای‌حل‌‌های‌روش

‌.پردازیم‌میکریستال‌مایع‌

 .،‌کریستال‌مایعسیدل،‌روش‌بلوکی‌فوق‌تخفیف‌متوالی،‌همگرایی‌-زینی‌مضاعف،‌روش‌بلوکی‌گاوس‌‌ۀله‌نقطئمس‌:‌‌کلیدیهای‌‌واژه‌

‌
‌مقدمه

‌‌:دستگاه‌معادلات‌خطی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیرید

1

2

3

0 0 ,

0
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                                  (9)  

‌‌‌که ‌آن ‌‌‌‌در n nA و‌p pD متقارن‌ماتریس‌‌‌‌ ‌مثبت ‌معین ‌‌‌‌‌m،‌های nB  )‌‌ و‌‌‌‌ )m n
p nC 

‎‎Bکهقسمی‌هب ‌خطی‌های‌دستگاه‌از‌ای‌دنباله ‌.است‌کامل‌سطری‌ۀرتب‌دارای‌‌‌ ‌نوع‌معادلات ‌زیسا‌مدل‌رد‌(9)‌از

2اجزای‌متناهیبا‌استفاده‌از‌روش‌‌‌‌‌‌9گرهای‌کریستال‌مایع‌هدایت
 [.9]شوند‌‌ظاهر‌می 

‌:زیر‌در‌نظر‌گرفت‌3ار‌شده‌ید‌‌زینی‌پا‌‌ۀنقط‌ۀمسئلتوان‌به‌شکل‌‌را‌می(‌9)‌معادلات‌خطی‌‌دستگاه

 11 ,
TA C

u b
C D

 
 

 
‌ 

‌که‌در‌آن‌

                                                           
‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌f.beik@vru.ac.irنویسنده‌مسئول‌‌‌‌‌‌‌

1. Liquid crystal directors  

2. Finite element 
3. ‎Stabi‎lized saddle point problem 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

11 ,
0

TA B
A

B

 
  
 

 

‌ ‌با ‌ماتریس‌ضرایب‌متناظر ‌مشابهی‌با ‌است‌9زینی‌‌ۀنقط‌ۀمسئلدارای‌ساختار زینی‌دارای‌کاربردهای‌‌‌ۀنقط‌ۀمسئل.

‌زمینه ‌مهندسی‌‌3محاسبات‌علمی‌‌،2از‌جمله‌بهینه‌سازی‌مقید‌‌های‌مختلف‌فراوانی‌در ‌گسسته‌‌مثال‌برای‌‌.استو ،

‌شود‌زینی‌می‌ۀهای‌المان‌محدود‌منجر‌به‌مسائل‌نقط‌استفاده‌از‌روش‌با‌5استوکس-و‌ناویر‌4سازی‌معادلات‌استوکس

مرور‌کاملی‌روی‌تحقیقات‌انجام‌شده‌بر‌عملکرد‌‌.ترتیب‌صفر‌و‌ناصفر‌است‌ها‌به‌در‌ماتریس‌ضرایب‌آن‌(2‌.2)‌که‌بلوک

های‌‌چنین‌برای‌کاربردهای‌روش‌هم.‌[4]‌انجام‌شده‌است‌‌2005زینی‌تا‌سال‌ۀهای‌تکراری‌برای‌حل‌مسائل‌نقط‌شرو

‌.و‌منابع‌آن‌مراجعه‌کرد‌[2]‌توان‌به‌زینی‌پایدار‌شده‌می‌ۀتکراری‌در‌حل‌مسائل‌نقط

‌ادام ‌نماد‌بحث‌ۀپیش‌از ‌معرفی ‌به ،‌‌ ‌مقاله ‌طول ‌در ‌شده ‌پردازیم‌میهای‌استفاده .‌ ‌ویژه ‌مقادیر (‌طیف)مجموعه

‌نماد‌Wمربعی‌‌دلخواه ماتریس‌‌ ‌با )را )Wمی‌‌ ‌دهیم‌نشان ‌ویژه‌هم. ‌مقادیر ‌تمامی ‌اگر ‌باشند‌Wچنین ‌،حقیقی

max ( )Wو‌min ( )Wترین‌مقدار‌ویژه‌ترین‌و‌کوچک‌نمایانگر‌بزرگ‌‌ترتیببه‌Wاست‌‌ ‌بزرگ‌علاوهبه‌. دار‌ترین‌مق‌،

Wویژه ‌با‌‌ ‌را )از‌لحاظ‌اندازه )Wشعاع‌طیفی‌‌ ‌نیمه)‌برای‌ماتریس‌‌‌.نامیم‌می‌Wنشان‌داده‌و‌آن‌را معین‌مثبت‌(

0از‌نماد‌‌‌‌‌Wمتقارن ( 0 )W Wبُعد‌های‌مربعی‌هم‌چنین‌برای‌ماتریس‌هم.‌کنیم‌استفاده‌می‌‌
1W2و‌Wمنظور‌‌

زا
1 2 1 2( )W W W Wکهاین‌است‌‌‌‌‌‌

1 2 1 20 ( 0)W W W W  ،‎nهای‌‌از‌بُعد‌zو‌x‌‌‌‌‌‌،‌‌yی‌برای‌بردارها.‌‌‌

‎mو‌‎p6،‌نماد‌متلب‌ ; ;x y z n ستونی‌از‌بُعد‌‌بردار‌‌‌ m p دهد‌را‌نشان‌می‌‌. 

‌.دهد‌را‌ارائه‌می‌‌(9)خطی‌‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌نامنفرد‌بودن‌ماتریس‌ضرایب‌دستگاه‌معادلات‌‌9ۀقضی

0Dو‌0Aفرض‌کنید .‌7ۀقضی ‌رپذیر‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگ‌معکوس‌‌در‌این‌صورت‌.‌‌‌ ‎‎Bسطری‌‌‌‌ۀرتب‌‌دارای‌‌

‌‌.[9]‌کامل‌باشد

برای‌این‌‌‌‌‌.است(‌9)‌‌نقطه‌زینی‌مضاعف‌‌مسئلههای‌تکراری‌ایستا‌برای‌حل‌‌هدف‌اصلی‌این‌مقاله‌تعمیم‌روش

‌:گیریم‌در‌نظر‌می ‌تجزیه‌زیر‌را‌برای‌ماتریس‌ابتدا،‌‌منظور

,   ‌ 

 که‌در‌آن‌
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تجزیه‌‌‌ پذیر‌باشد‌معکوس‌نامیم‌هرگاه‌‌را‌شکافت‌می‌‌ تکراری‌برای‌حل‌ی،‌روش‌در‌حالت‌کلی‌.

u bدر‌نظر‌گرفتن‌شکافت‌‌‌‌با‌‌‌‌‌‌ تکراری‌پایه‌برای‌حل‌ی،‌روش‌تر‌عبارت‌دقیق‌به.‌شود‌ساخته‌می‌

u bکند‌بازگشتی‌زیر‌تولید‌می‌شکلها‌را‌با‌‌ای‌از‌تقریب‌،‌دنباله‌:‌‌‌‌‌‌‌ 
1

1 , 0,1,2, ,k ku u b k

                                   (2)  

                                                           
1. Saddle point problem 

2. ‎Constraint optimization 
3. Scientific computing 

4. ‎‎Stokes 

5. ‎‎Navier-‎‎Stokes 
6. MATLAB 
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1که‌در‌آن ‌می‌‌ ‌نامیده بردار‌آغازینو‌‌‌‌شود‌ماتریس‌تکرار
0‎u ‌داده‌شده‌است(‌طور‌دلخواهبه)‌‌ توان‌‌می‌.

)که‌‌‌‌‌دید ) 1  ‌.[8]ت‌دلخواه‌اس‌بردار‌آغازینازای‌هر‌به(‌2)‌‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌همگرایی‌روش‌تکراری‌‌یک‌‌‌‌‌

‌به‌‌که‌اشاره‌شد‌چنان به‌حل‌دستگاه‌‌ ‌‌‌گرهای‌کریستال‌مایع‌سازی‌هدایت‌های‌عددی‌برای‌مدل‌کارگیری‌روشدر

‌9)‌‌‌‌‌‌صورت‌بهخطی‌‌تمعادلا ‌داریم( ‌نیاز .‌ ‌بررسی‌مشاهدات‌عددی‌انجام ‌روی‌ماتریسبا ‌برای‌ابعاد‌‌شده های‌موجود

1TAرسد‌شرط‌نظر‌میکوچک‌به C D C‌‌ ‌بُعد‌دلخواه ‌مدل‌زینی‌مضاعف‌‌‌ۀنقط‌ۀمسئلبرای‌هر ‌با سازی‌‌متناظر

بعد‌از‌‌‌‌‌.مقاله‌به‌دو‌قسمت‌اصلی‌تقسیم‌شده‌است‌نظریاز‌این‌رو‌نتایج‌‌‌.‌‌[9]گرهای‌کریستال‌مایع‌برقرار‌است‌‌هدایت

1TAکنیم‌‌فرض‌می دوم‌بخشاتمام‌این‌بخش،‌در‌ C D Cبرون‌یابی‌شده‌و‌نسخه‌‌‌9و‌به‌تعمیم‌روش‌ژاکوبی‌‌

2تعمیم‌یافته‌سیدل‌-‌روش‌گاوسنام‌بهیک‌روش‌تک‌پارامتری‌بخش‌دوم،‌چنین‌در‌ادامه‌‌هم.‌پردازیم‌آن‌می

را‌ارائه‌‌

‌بررسی‌ ‌همگرایی‌آن‌را ‌و ‌کنیم‌میداده ‌محدودیت. ‌بخش‌سوم، 1TAدر C D Cارائ‌‌ ‌به ‌و ‌حذف‌کرده روش‌‌ۀرا

برای‌نشان‌دادن‌کارآمدی‌.‌پردازیم‌میو‌بررسی‌شرایط‌کافی‌برای‌همگرایی‌آن‌‌3یافته‌تخفیف‌متوالی‌تعمیم‌مذکور‌و

گزارش‌‌چهارمنتایج‌عددی‌در‌بخش‌‌،‌ها‌آن‌‌از‌شکافت‌‌دست‌آمده‌‌به‌‌سازهای‌شرط‌و‌پیش‌‌ارائه‌شدههای‌تکراری‌‌روش

‌‌،‌و‌پیشنهاد‌برای‌کارهای‌آینده‌دست‌آمده‌در‌طول‌کارهبندی‌مختصری‌از‌نتایج‌ب‌با‌جمعرا‌سرانجام‌مقاله‌.‌شده‌است

‌.دهیم‌میخاتمه‌‌پنجم‌در‌بخش

‌سیدل‌-های‌ژاکوبی‌و‌گاوس‌از‌روش‌هایی‌تعمیم

1TAداشته‌باشیم‌های‌ماتریس‌کنیم‌برای‌بلوک‌در‌این‌بخش‌فرض‌می C D C‌.ابتدا‌روش‌ژاکوبی‌را‌برای‌

یابی‌‌برونکار‌بردن‌نسخه‌که‌با‌به‌کنیم‌میطور‌خلاصه‌اشاره‌‌سپس،‌به‌.دهیم‌تعمیم‌می(‌9)‌حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی

1TAتوان‌بعد‌از‌حذف‌شرط‌می‌،این‌روش‌شده‌ C D Cسرانجام‌روش.‌دداارائه‌(‌9)‌نیز‌روشی‌همگرا‌برای‌حل‌

GGS9)‌حل‌برای‌‌‌ و‌در‌حالت‌خاص‌برای‌انتخاب‌بهینه‌این‌‌استبه‌یک‌پارامتر‌ثابت‌‌وابسته‌که‌شود‌میارائه‌(

‌ .پارامتر‌توضیح‌کوتاهی‌داده‌شده‌است

،‌از‌شکافت4یافته‌روش‌ژاکوبی‌تعمیم‌ۀبرای‌ارائ‌‌
J Jکه‌در‌آن‌

J و‌‌
J  استفاده‌‌

‌:است‌صورت‌دینبGJ بنابراین‌روش‌تکراری‌.‌کنیم‌می

 1

1 , 0,1,2, ,k J k Ju u b k

     ‌ 

‌که‌در‌آن
0‎u‌1داده‌شده‌است‌و‌بردار‌آغازین‌‌

J J J

.‌

‌شرط ‌ادامه ‌است‌GJکافی‌برای‌همگرایی‌روش‌تکراری‌‌در ‌شده ‌داده ‌ارائه ‌قضی. ‌ابتدا ‌برای‌این‌منظور، را‌‌2ۀ

‌.یمکن‌یادآوری‌می

nهای‌ماتریس‌Bو‌Aفرض‌کنید‌[(6]‌از‌قضیۀ‌3.‌9.‌9).‌‌۲ۀقضی nکه‌طوری‌متقارن‌باشند‌بهو‌حقیقی‌‌‌Aمعین‌‌

‌نیمه‌معین‌مثبت‌است‌Bمثبت‌و Aدر‌این‌صورت. B1اگر‌و‌تنها‌اگر‌( ) 1A B  و‌‌A Bاگر‌و‌تنها‌اگر‌
1. ( ) 1A B  ‌

1TAاگر‌.‌دارای‌رتبه‌سطری‌کامل‌باشد‌Bو‌‌‌0A،0Dفرض‌کنید.‌‌3ۀقضی C D Cگاه‌روش‌‌آن‌GJ‌

‌.همگراست(‌9)‌مسئلهدلخواه‌به‌جواب‌‌بردار‌آغازینازای‌هر‌‌به

                                                           
1. Jacobi   

2. Generalized Gauss-Seidel (GGS)   

3. Generalized successive overrelaxation (GSOR) 
4. Generalized Jacobi (GJ) 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌741
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1توان‌نتیجه‌گرفت‌طبق‌فرض‌می‌.برهان 0TC D C1و‌‌ 0A،1بنابراین‌مقادیر‌ویژه‌‌ 1TA C D C ‌

1ازمقدار‌ویژه‌دلخواه‌یک‌‌‌اکنون‌فرض‌کنید.‌[6]‌اند‌همگی‌مثبت

J J J

بردار‌‌یک‌صورت‌در‌این‌.باشد‌

ویژه ; ;x y zکهقسمی‌به‌دارد‌وجود‌( ; ; ) ( ; ; )J x y z x y zطور‌معادل‌یا‌به‌( ; ; ) ( ; ; )J Jx y z x y z‌‌.

‌‌‌‌‌:بنابراین

 ,T TAx B y C z                                         (3)  

0,Bx                                      (4)  

.Dz Cx                                           (5)  

‌0وضوح‌به مقدار‌ویژه‌‌
J

متناظر‌با‌بردار‌ویژه‌‌ 0; ;0yاست‌که‌در‌آن‌nyصفر‌است‌‌نابردار‌دلخواه‌‌‌.

‌0کنیم‌فرض‌میاکنون‌در‌ادامه‌ ‌.دهیم‌برداردر‌این‌حالت،‌نشان‌میxبرای‌این‌منظور‌فرض‌کنید.‌ناصفر‌است‌

0x پذیر‌بودنبا‌توجه‌به‌معکوس(‌5)از‌،‌بنابراین‌D0گیریمنتیجه‌می‌z با‌توجه‌به‌کامل‌بودن‌(‌3)و‌سپس‌از‌‌

0yگیریمنتیجه‌می‌Bسطری‌ۀرتب که‌با‌( ; ; ) 0x y z استدر‌تناقض‌‌.‌

‌بردار‌کهکه‌دیدیم‌زمانی‌چنان ‌نیز‌ناصفر‌خواهد‌بود‌xناصفر‌است، ‌ادامه‌بدون‌کاسته‌شدن‌از‌. ‌در ‌این‌رو، از

.*‌کنیم‌فرض‌می‌مسئلهکلیت‌ 1x x 0توان‌نتیجه‌گرفت‌می‌،(4)‌ۀاکنون‌با‌توجه‌به‌رابط‌Bx ‌ با‌ضرب‌طرفین‌.

‌:داریم‌x*در‌(‌3)‌ۀرابط

 2 * * .Tx Ax x C z   ‌ 
‌2آوریم‌دست‌می‌مذکور‌بهگذاری‌‌آن‌در‌معادله‌‌و‌جای(‌5)‌از‌معادله‌zۀبا‌محاسب * * 1. Tx Ax x C D Cx  ‌

2داریم‌‌مقادیر‌ویژه‌‌ناصفربنابراین‌برای‌‌ * 1 * 1)( ( )Tx Ax x C D Cx   ‌.داریم‌‌3ۀقضی‌با‌توجه‌به‌فرض‌و‌:‌

 
2 1 1( ) 1,TA C D C     ‌ 

1طور‌معادلیا‌به کندکه‌این‌حکم‌را‌ثابت‌می‌.‌

1TAدر‌ادامه‌خواهیم‌دید‌شرط C D Cتوان‌حذف‌کرد‌و‌با‌اصلاح‌روش‌‌را‌می‌GJتکراری‌همگرا‌برای‌‌یروش‌

‌:گیریم‌ر‌نظر‌میدصورت‌‌‌دینرا‌ب‌GJروش‌‌یابی‌شده‌برون‌شکلبرای‌این‌منظور،‌.‌ارائه‌داد(‌9)‌حل
1

1 (1 ) ( ), 0,1,2, ,k k J J ku u u b k  

        

0که‌در‌آن‌پارامتر داده‌شده‌است‌.‌

لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌این‌‌.دهد‌ارائه‌می‌را‌9یابی‌شده‌برونیافته‌‌شرط‌کافی‌برای‌همگرایی‌روش‌ژاکوبی‌تعمیم‌4ۀ‌قضی

‌.دانست‌[1]یابی‌شده‌‌توان‌تعمیمی‌از‌روش‌ژاکوبی‌برونروش‌را‌می

‌دلخواه‌همگراست‌اگر‌بردار‌آغازینبرای‌هر‌‌EGJروش.‌‌4ۀقضی

max max

1 2
0 min , ,

( ) 1 ( )


 

  
   

  

 

‌1که‌در‌آن 1TA C D C .‌

‌:صورت‌است‌‌دینب‌‌توان‌دید‌ماتریس‌تکرار‌روش‌می‌،‌EGJبا‌استفاده‌از‌شکل‌تکراری‌روش‌.‌برهان

 1(1 ) .J JH I     ‌ 

                                                           
1. Extrapolated Generalized Jacobi (EGJ) 
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1)بنابراین‌مقادیر‌ویژه‌ماتریس‌تکرار‌برابر‌است‌با ) i     1که‌. ( )J Ji   اثبات‌‌که‌در‌چنان‌

0xدیده‌شد،‌یک‌بردار‌3ۀ‌قضی وجود‌دارد‌که‌‌
* 1

2

*
. 

Tx C D Cx

x Ax




  

‌که‌یادآوری‌می‌ ‌رابط‌های‌معین‌مثبت‌متقارن‌هستند‌ماتریس‌Dو‌Aکنیم ‌بنابراین‌عبارت‌سمت‌راست‌در ‌ۀ،

 :،‌داریم‌معین‌مثبت‌است‌Aکه‌ماتریس‌کار‌بردن‌محاسبات‌ساده‌و‌با‌توجه‌به‌این‌با‌به.‌استنامنفی‌مذکور‌

* 1

max
0 *

  .m x )a (
T

x

x C D Cx

x Ax





  

‌‌ 1توجه‌کنیدابتدا  از‌این‌ 1رو‌اگر‌‌، 1‌(به‌ (0,2)طور‌معادلیا ‌)گاه‌‌آن. 1 بنابراین‌‌

1و‌برقراری‌شرط‌)‌برای‌همگرایی‌ ‌‌)لازم‌است‌پارامتر‌انتخاب‌شود‌(0,2)‌در‌بازه‌‌‌ باید‌توجه‌شود‌که‌.

(0,2)شرط های‌قضیه‌داریم‌با‌توجه‌به‌فرض‌دهیم‌در‌ادامه‌نشان‌مییک‌شرط‌کافی‌برای‌همگرایی‌نیست‌و‌‌

. 1 کنیم‌طبق‌فرض‌داریمکید‌میأت‌‌:‌

max

2
0 ,

1 ( )



 


 

0.کند‌که‌ایجاب‌می 2 ‌

.دهیم‌گیریم‌و‌در‌هر‌دو‌حالت‌نشان‌می‌در‌نظر‌می‌اکنون‌دو‌حالت‌زیر‌را 1 ‌‌‌‌
 1اگر 2 داریمگاه‌‌آن‌:‌

| | 1 ,      
1* 1

2
*0

1 (max ) ,
T

x

x C D Cx

x Ax
 




   

max1 (1 ( )),      

‌،‌چون‌‌‌با‌توجه‌به‌فرض

max

2
0 ,

1 ( )



 


 

max1توان‌نتیجه‌گرفتمی (1 ( )) 1    1دهد‌برای‌که‌نشان‌می‌ 2 داریم‌. 1 ‌‌‌

 0اگر 1 داریمگاه‌‌آن‌:‌
2 2 2 2| | (1 ) ,       

2 2(1 ) ,      

0

* 1
2

*
(1 ) ,max

T

x

x C D Cx

x Ax
 





   

max1 ( 1 ( )).      

‌با‌توجه‌به‌فرض

max

1
0 ,

( )



   

تتوان‌نتیجه‌گرف‌بنابراین‌می
max1 ( ) 0  0دهد‌برایکه‌نشان‌می‌ 1 داریم‌. 1 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌74۲
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1TAفرض‌کنید.‌7تذکر‌ C D Cطور‌معادلیا‌به‌‌‌
max. ( ) ( ) 1  دهیم‌نشان‌می‌‌

max max max

1 2 2
min , .

( ) 1 ( ) 1 ( )  

  
 

   

 

‌:برای‌این‌منظور‌کافی‌است‌ثابت‌کنیم

maxmax

2 1
.

( )1 ( ) 



 

.maxدهیم‌برای‌سادگی‌کار‌قرار‌می ( ) نوشتزیر‌صورت‌معادل‌‌‌بهتوان‌‌را‌می‌‌ۀ‌مذکوربنابراین‌رابط‌:‌
22 1 ,    

‌معادل ‌علامت ‌تعیین ‌با )2دوم‌ۀدرج‌ۀاکنون ) 2 1y     ‌ ‌می‌به، ‌که‌راحتی ‌دید )توان )y ازای‌به‌

0.5 1  که‌این‌‌با‌توجه‌به.‌منفی‌است‌max( ) ( ) 1    0.داریم‌ 1 توان‌‌بنابراین‌می‌

‌:‌که‌نتیجه‌گرفت

max

2
0 ,

1 ( )



 


 

 .یافته‌است‌یک‌شرط‌کافی‌برای‌همگرایی‌روش‌ژاکوبی‌تعمیم

‌:‌فرض‌کنید.‌کنیم‌میرا‌با‌استفاده‌از‌شکافت‌زیر‌ارائه‌داده‌و‌همگرایی‌روش‌را‌بررسی‌‌‌‌‌GGSدر‌ادامه‌روش

GGS GGS,   

 ،‌کهقسمیبه

GGS

0 0

1
0 ,

0

A

B Q

C D



 
 
  
 
  

 

‌:تکراری‌است‌صورت‌بدین‌‌‌‌‌‌GGSتکراری‌‌بنابراین‌روش‌‌.داده‌شده‌است‌0Qو‌‌‌که‌در‌آن‌پارامتر‌مثبت‌
1

1 GGS GGS ,  0,1,2, ,k ku u b k

     ‌‌‌ 

1که‌در‌آن

GGS GGS GGS

  .ماتریس‌تکرار‌روش‌استنگر‌انمای‌‌‌‌

2معادله‌درجه‌دوم‌[90].‌7لم‌ 0z rz s   دارای‌دو‌ریشه‌،ندهستحقیقی‌‌sو‌‌‌ rکه‌در‌آن‌‌
1‎‎z و‌‌

2zبا‌شرایط‌‌

0 1 2max{| |,| |} 1z z z         و        ‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌است‌‌

0Aفرض‌کنید‌.‌۵ۀقضی ‌‌،0Dو‌‌‎B 1TA،‌سطری‌کامل‌ۀدارای‌رتب‌‌ C D C  و‌‌‌

max

1 1

max

2 2 ( )
0 ,

( )TA B Q B




  


                                  (6)  

1که‌در‌آن 1TA C D C  1اگر‌‌.‌

GGS GGS GGS

صورت‌ایندر‌‌‌
GGS( ) 1 . 

فرض‌کنید‌.برهان
GGS( )  صفرنابنابراین‌بردار‌.‌‌ ; ;x y z  کهقسمیوجود‌دارد‌به‌‌

,T TB y C z Ax                                                    (9)  

1 1
( , )Qy Bx Qy

 
                                    (8)  

0 ( ).Cx Dz                                        (1)  
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌743یافته‌‌برای‌حل‌مسأله‌نقطه‌زینی‌مضاعف‌تکراری‌تعمیمهای‌‌روش

0توجه‌کنید یک‌مقدار‌ویژه‌‌
GGS

متناظر‌با‌بردار‌ویژه‌‌ ;0;x zاست‌که‌‌x0برداری‌دلخواه‌و‌‌‌‌z یا‌در‌‌‌‌‌‌

‎حالتی‌که ‎‎C )kerبردار‌ناصفر‌متعلق‌به‌یک‌تواند‌می‌‌‌‌zدارای‌رتبه‌سطری‌ناقص‌است‌‌ )TCباشد‌‌.‌ 

.کنیم‌‌در‌ادامه‌فرض‌می 0 توان‌نتیجه‌گرفت‌‌در‌این‌حالت‌می‌. 0x که‌صورت‌با‌توجه‌به‌این‌در‌غیر‌این 

0Dو‎ ‎‎B0،‌سطری‌کامل‌است‌ۀدارای‌رتب‌‎‎x 0کند‌میایجاب‌‌‎‎y و‌‌ 0‎‎z  که‌این‌با‌فرض‌بردار‌ویژه‌بودن‌‌ 

 ; ;x y zمتناقض‌است‌.‌

‌:آوریم‌دست‌میهب‌‌(8)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط

11
,y Q Bx







                                                 (90)  

‌:داریم‌(‌1)‌‌ۀاز‌رابط‎‎z ‌ربردا‌ۀمحاسببا‌
1 ,z D Cx                                                   (99)  

در‌(9)‌ۀاکنون‌با‌ضرب‌رابط
1




‌:گیریم‌نتیجه‌می‌،‎‎zگذاری‌و‌جای 

1( 1) (1 ) ( 1)
.T TAx B y C D Cx

   

  

  
                    (92)  

‌:صورت‌بازنویسی‌کرد‌دینتوان‌ب‌را‌می(‌92)‌‌ۀرابط

1 1( 1) ( 1)
.T TAx B Q Bx C D Cx

  


 

  
    

x*در‌‌ ‌از‌سمت‌چپ‌ۀ‌مذکوربا‌ضرب‌رابط ‌:آید‌دست‌می‌هب‌(93)دوم‌‌ۀدرج‌ۀمعادل‌‌‌،‌‌
2 ( 1 ) 0,p q q                                                 (93)  

‌که‌در‌آن‌
* 1 * 1

* *
, .

T Tx B Q Bx x C D Cx
p q

x Ax x Ax

 

                                    (94)  

‌:توان‌نتیجه‌گرفت‌،‌می‌کارگیری‌محاسبات‌جبری‌ساده‌با‌به
* 1

1 1

max*0
m x , ( )a

x

T
Tx B Q Bx

p A B Q B
x Ax




 


   

‌،‌چنین‌و‌هم
* 1

max*0
max ( ).

T

x

x C D Cx
q

x Ax





   

‌قضی ‌به ‌توجه ‌‌‌‌2ۀبا 1TAشرط، C D Cمی‌‌ .دهد‌نتیجه ( ) 1 به‌‌ ‌با ‌نامساوی‌حال ‌‌کارگیری ،‌‌مذکورهای

‌دید‌می )توان ) 1 می‌‌ .‌کند‌ایجاب 1‎‎q چنین‌هم‌   ‌‌ ‌رابطه ‌6)‌و ‌کافی( ‌نامساوی‌شرط ‌برقراری برای

| 1 | 1p q q    توان‌حکم‌را‌نتیجه‌گرفت‌کارگیری‌لم‌قبل‌می‌اکنون‌با‌به‌.است‌.‌‌‌‌‌‌

‌:کلی‌است‌شکلاین‌دارای‌‌‌‌(93)دوم‌‌ۀدرج‌ۀهای‌معادل‌،‌ریشه‌تحت‌شرایط‌قضیه‌قبل‌.۲تذکر‌

2(1 ) ( 1 ) 4
,

2

p q p q q       
 

‌آن ‌در ‎‎pکه ‎و  ‎‎q ‌به‌‌ ‌اند‌تعریف‌شده‌‌(94)ترتیب‌در ‌می. ‌‌بنابراین ‌ویژه ‌مقادیر ‌تمامی ‌گرفت ‌نتیجه توان
GGS  ‌‌‌

‌:فرض‌کنید.‌اند‌حقیقی
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌744
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

max

1 1

max

1 ( )
.

( )TA B Q B




  


  

‌خاص ‌حالت ‌در ‌کنید ‌برای‌توجه ،1 TQ BA B1داریم‌ 1

max ( ) 1TA B Q B    ‌‌‌‌ ‌تست. ‌حالت ‌این های‌‌در

‌شده ‌انجام ‌می‌عددی ‌نشان * دهد‌،

max1 ( )  بهینه‌ ‌مقدار ‌برای ‌خوبی ‌‌‌است‌تقریب‌بسیار ‌برای‌به‌. ویژه

‌برای‌تمامی‌ابعاد‌تقریبا‌ً*مقدار‌پارامترشود‌‌،‌مشاهده‌می‌‌‌مایع‌‌ل‌گرهای‌کریستا‌سازی‌هدایتمتناظر‌با‌مدل‌ۀمسئل

‌می ‌باقی ‌حالت‌‌.ماند‌ثابت ‌این ‌در ‌‌بنابراین ‌مقدار ‌بهینه‌، ‌محاسبه‌‌‌*شبه با
max ( )کوچک‌محاسبه‌‌‌ ‌ابعاد برای

ۀکه‌محاسب‌با‌توجه‌به‌این.‌شود‌می
max ( )از‌مقدار‌ثابت‌محاسبه‌شده‌برای‌‌برای‌ابعاد‌بزرگ‌بسیار‌پرهزینه‌است‌‌‌،

‌.‌دکنیتر‌به‌قسمت‌نتایج‌عددی‌مراجعه‌‌برای‌جزئیات‌بیش‌،کرداستفاده‌توان‌‌ابعاد‌کوچک‌می

‌

 یافته‌روش‌فوق‌تخفیف‌متوالی‌تعمیمشکل‌

.‌زیمپردا‌میارائه‌داده‌و‌به‌بررسی‌همگرایی‌آن‌‌‌‌(9)معادلات‌خطیرا‌برای‌حل‌دستگاه‌‌‌ GSORاین‌بخش‌روش‌‌در

‌:‌گیریم‌در‌نظر‌می برای‌این‌منظور‌ابتدا‌شکافت‌زیر‌را‌برای‌ماتریس

GSOR GSOR
,                                             (95)  

‌کهقسمی‌به‌

GSOR GSOR

1 1
( ), ((1 ) ).  

 
      

‌پارامتر ‌آن ‌در 0که است‌‌ ‌شده ‌دادن‌شکافت‌‌‌GSOR‎‎بنابراین‌روش‌تکراری‌‌‌‌‌.داده ‌قرار ‌95)‌‌با صورت‌‌‌دینب(

‌:آید‌دست‌می‌هب

GSOR GSOR

1

1 , 0,1,2, ,k ku u b k

                                (96)  

آغازینبردار‌که‌
0‎u و‌‌داده‌شده‌است ‌

GSOR GSOR GSOR

1‌.‌‌‌ 

‎‎فرض‌کنید ‎‎kمرحله‌‌( 1)k در‌عمل‌برای‌محاسبه‌تقریب.‌انجام‌شده‌باشد(‌96)از‌روش‌‌‌‌‌ (k+1)ُترتیب‌م‌بها

‌:دهیم‌را‌انجام‌می‌این‌مراحل

 ‌1بردارهای‌ۀمحاسبr2و‌‌r ‌:صورت‌‌دینب 

1 1(1 ) (1 ) ,T T

k k kr Ax B y C z b          

2 2(1 ) ,kr Bx b     

 بردارهای‌ۀمحاسب‌
1kx   

و 
1ky 

 :ها‌دستگاهاین‌حل‌‌‌با‌

1 1

1 1 2 ,T

kBA B y BA r r 

    

1 1 1,
T

k kAx r B y    

 بردار‌ۀمحاسب
3rصورت‌دینب‌‌‌‌:‌

3 1 3(1 ) ,k kr Cx Dz b       

 یافتن‌بردار‌
1kz   

‌‌معادلات‌خطی‌حل‌دستگاه‌‌‌با‌
 31. kDz r 

 
  

‌درباره‌مقادیر‌ویژه‌ماتریس‌تکرار‌روش‌6ۀ‌اکنون‌قضی ‌کنیم‌می‌‌ثابت‌‌GSORرا ‌ادامه‌خواهیم‌دید‌که‌این‌. در

 ‌.دارد‌روش‌این‌دست‌آوردن‌شرط‌کافی‌برای‌همگرایی‌هقضیه‌نقش‌کلیدی‌در‌ب
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌74۵یافته‌‌برای‌حل‌مسأله‌نقطه‌زینی‌مضاعف‌تکراری‌تعمیمهای‌‌روش

‌و‌0A،0Dفرض‌کنید‌.‌۶ۀقضی ‎‎Bو‌‌باشد‌‌سطری‌کامل‌ۀدارای‌رتب‌
GSOR( ) که‌در‌آن‌

GSOR
‌ 

1در‌این‌صورت‌.‌است‌‌GSORماتریس‌تکرار‌روش  ،1یا‌به‌ازای‌‌‌  0پارامتریک‌‌‌‌ ‌‌ وجود‌

‌:کهقسمیدارد‌به
2 2( 1) .                                              (99)  

دفرض‌کنی‌.برهان
GSOR( ) صورت‌در‌این‌.‌باشد‌        متناظر‌با‌بردار‌ویژه‌‌‌:‌

GSOR GSOR( ; ; ) ( ; ; ),x y z x y z  

‌ :طور‌معادل‌داریمیا‌به‌  

(1 ) (1 ) ,T T TAx B y C z Ax B y                                          (98)  

(1 ) ,Bx Bx                                     (91)  

(1 ) .Dz Cx Dz                                      (20)  

1وضوح‌به  مقدار‌ویژه‌‌تواند‌می
GSOR

بردار‌ویژهمتناظر‌با‌‌ 0; ;0yباشد‌که‌در‌آن‌‌ ‎‎yناصفر‌‌‌برداریک‌‌‌‌

.کنیم‌‌فرض‌می‌مسئلهشدن‌از‌کلیت‌‌‌بنابرین‌در‌ادامه‌بدون‌کاسته‌‌‌‌.است 1  گیریم‌نتیجه‌می(‌20)‌‌ۀاز‌رابط‌‌:‌

1 .
1

z D Cx


 


 

                                (29)  

‌و‌فرض(‌91)‌‌ۀاز‌طرفی‌با‌توجه‌به‌رابط 1   .داریم  0‎‎Bx ‌
1اگر‌   می‌ ‎بردارتوان‌نتیجه‌گرفت‌‌، ‎‎xدر‌غیر‌این.‌صفر‌استنا‌‌‌ ‎نامنفرد‌بودنصورت‌زیرا ‎‎D(‌20)‌ۀو‌رابط‌

‌می ‌رابط‌چنین‌هم‌   .‌دهد‌نتیجه ‌از ‌98)‌‌ۀ، ‌رتب( ‌بودن ‌کامل ‌به ‌توجه ‌گرفت‌می‌‌Bسطری‌ۀبا ‌نتیجه ‌‌توان

‌خلاصهبه       ‌فرض‌طور 0‎‎‎xهای‌، ‌ 1و  می‌‌ کند‌ایجاب   ; ; 0;0;0 ‎‎x y z برخلاف‌‌‌‌ ‌این که

فرض‌بردار‌ویژه‌بودن
‌‌‌‌‌.‌بردار‌ناصفر‌استیک‌‌‎‎xبنابراین‌‌‌،‌ستا‌‌       ‌ 

‎‎zو‌جایگذاری‌x*دراز‌سمت‌چپ‌‌(98)با‌ضرب‌طرفین‌ ‌:داریم(‌29)‌‌ۀرابط‌‌از 
2 2( 1) ,        

‌که‌در‌آن
* 1

*
.

Tx C D Cx

x Ax




  

دلخواه‌همگرا‌‌بردار‌آغازین‌ازای‌هر‌‌به‌‌‌GSORرا‌طوری‌تعیین‌کرد‌که‌روش‌توان‌،‌می‌‌‌‌‌‌6ۀاکنون‌با‌استفاده‌از‌قضی

‌‌.باشد

0Aفرض‌کنید‌.‌1ۀقضی ‌‌،0D ‌باشد‌‌سطری‌کامل‌ۀدارای‌رتب‌‎‎Bو  ‌‌‌GSORروش. ‌بردارآغازینبرای‌هر

‌‌دلخواه‌همگراست‌اگر
2

0 ,
1 ( )




 


 

1در‌آن‌‌که 1. TA C D C ‌‌ ‌

‌دفرض‌کنی‌.برهان
GSOR( ) کافی‌است‌نشان‌دهیم‌،. | | 1 0.توان‌دید‌با‌توجه‌به‌فرض‌می‌‌ 2 ‌

‌ 1اگربنابراین  گرفت‌راحتی‌میهب‌‌ ‌نتیجه .توان |1 | 1 اگر هب‌‌ ‌1عبارت‌دیگر  ‌‌‌‌ برقرار‌حکم
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌74۶
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

.کنیم‌،‌فرض‌می‌در‌ادامه‌.است 1  0پارامتر‌یک‌‌‌‌‌6ۀدر‌این‌حالت‌با‌توجه‌به‌قضی‌‌ قسمیوجود‌دارد‌به‌-

‌:آوریم‌دست‌میهب(‌99)‌‌ۀ‌ساده‌کردن‌رابط‌‌با‌.‌کنند‌صدق‌می‌‌‌‌(99)در‌رابطه‌‌و‌‌‌که‌
2 2 2( 2 2) ( 1) 0.                                           (22)  

‌‌اگر‌‌‌‌توان‌نتیجه‌گرفت‌می‌‌9با‌توجه‌به‌لم‌

| 1| 1,                                        (23)  

‌و
2 2| 2 2 | 1 ,( 1)                                  (24)  

.گاه‌آن | | 1  .اگر‌و‌تنها‌اگر‌برقرار‌است(‌23)‌‌‌‌‌‌ۀرابط‌اشاره‌شد‌که‌قبلاً‌چنان‌  (0,2) معادل‌است‌(‌24)‌‌‌ۀرابط‌‌ 

‌با
2 2 22 2 2 2 2 2.                                     (25)  

‌برقرار‌است(‌25)‌وضوح‌سمت‌چپ‌نامساوی‌به 2با‌توجه‌به‌فرض. 2( ) ( 2)G   طرفی‌‌ازو‌( )G ‌ از‌،

‌:توان‌دیدمی‌این‌رو
2 2 2( ) ( 2) .G        

2دهد‌نتیجه‌می‌مذکور‌ۀرابط 2( 2)   ‌،معادل‌طور‌یا‌به‌
2 22 2 2 2,          

‌‌‌‌.‌توان‌حکم‌را‌نتیجه‌گرفت‌است‌و‌بنابراین‌می‌‌برقرار‌‌(‌25)‌ۀدهد‌سمت‌راست‌رابط‌که‌نشان‌می

1TAدهد‌اگر‌نتایج‌عددی‌امتحان‌شده‌نشان‌می.‌3تذکر C D C
‌گاه‌‌آن‌ 

2
,

1 1 ( )





 
 

زینی‌مضاعف‌‌ۀنقط‌ۀمسئلبرای‌حل‌‌‌‌‌GSORدست‌آمده‌روشهپارامتر‌بهینه‌تجربی‌ب‌‌تقریب‌خوبی‌برای‌مقدار‌

‌به‌‌.است ‌است‌لازم ‌مدل‌مضاعف‌زینی‌ۀنقط‌‌ۀمسئل‌ ‌‌ذکر ‌با ‌هدایتمتناظر ‌مایع‌سازی ‌کریستال ‌شرط‌‌گرهای در
1TA C D Cاشاره‌شد‌مقدار‌2که‌در‌تذکر‌چنانو‌‌کند‌میصدق‌( )‌ًمسئله‌این‌نوع‌ابعاد‌برای‌تمامی‌تقریبا‌

 .ماند‌ثابت‌می

‌نتایج‌عددی

 پردازشگر‌بایتی،‌گیگا ‌‌8 با‌مشخصات‌حافظه)‌روی‌کامپیوتر‌شخصیدر‌این‌بخش،‌تمام‌نتایج‌عددی‌گزارش‌شده‌

توضیح‌مختصری‌‌ابتدا‌به.‌است‌هشدانجام‌‌2018a،‌نسخه‌افزار‌متلب‌با‌استفاده‌از‌نرمو‌‌9(بیتی ‌‌64 ویندوز،‌ای‌هسته ‌5

‌نحو ‌مورد ‌‌ۀدر ‌مضاعف‌ۀنقط‌ۀمسئلظهور ‌9)‌زینی ‌مدل( ‌هدایت‌در ‌‌سازی ‌مایع ‌کریستال در‌‌.پردازیم‌میگرهای

 :نیاز‌داریم‌صورت‌دینب‌2انرژی‌آزاد‌(های)‌یتابعازی‌س‌کمینهمایع‌به‌‌‌گرهای‌کریستال‌سازی‌هدایت‌مدل

1
2 2 2 2 2 2

0

1
[ , , , ] [( ) ( ) ] .

2
z z z zu v w U u v w w U dz                        (26)  

‌‌‌پارامترهای‌مثبت،‌‌3کنند‌در‌قیود‌مناسبی‌صدق‌می‌که‌است‌z[0,1]توابعی‌از‌Uو‌u،v،wۀ‌مذکوردر‌رابط

                                                           
1. 8.00GB RAM, i5core, ‎ GHz 2.45, 64-bit 
2. Free energy  functional  

 .نشان می دهیم fz را با zنسبت به  fباشد، در اینصورت مشتق  zتابعی از   fفرض کنید     
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با‌اعمال‌قیود‌مورد‌‌سازی‌شده،‌سپس‌گسسته(‌26)‌ۀابتدا‌رابط‌،متناهی‌تفاضلات‌شکلبا‌استفاده‌از‌.‌اند‌داده‌شده‌و‌

‌تابعکاربردن‌روش‌‌به‌سازی‌و‌کمینه‌برای‌‌نیاز ‌آید‌دست‌میهب‌9لاگرانژین‌ضرایب‌لاگرانژ، (‌26)‌سازی‌‌کمینهمنظور‌به.

0Lغیرخطی‌مسئلهروش‌نیوتن‌برای‌حل‌ می‌به‌‌ ‌برده ‌آن‌کار ‌تابع‌لاگرانژین‌‌‎Lشود‌که‌در ‌است‌نمایانگر در‌.

گام‌نیاز‌به‌حل‌یک‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌داریم‌که‌ماتریس‌ضرایب‌آن،‌کارگیری‌روش‌نیوتن‌در‌هر‌هنهایت‌برای‌ب

در‌واقع‌در‌هر‌طور‌خلاصه،‌به.‌است‌بلوکی‌یکسانی‌مانند‌شکل‌دارایو‌‌است(‌خاص‌‌هدر‌یک‌نقط)‌Lتابع‌2ینسه

مقادیر‌و‌‌ها،‌برای‌در‌ساخت‌ماتریس.‌نیاز‌داریم(‌9)‌صورت‌بهبه‌حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌‌گام‌از‌روش‌نیوتن،

0.5 c 0.5و‌‌ 2.721استفاده‌شده‌است‌که‌در‌آن‌‌c در‌‌.رجوع‌شود‌[9]‌تر‌به‌،‌برای‌جزئیات‌بیش

‌ ‌ادامه ‌روشابتدا ‌بهGSORو‌GGSهای ‌مختلف ‌ابعاد ‌برای ‌می‌را ‌پیش‌.بریم‌کار ‌عملکرد ‌بررسی ‌شرط‌سپس‌به

‌برایابتدا‌‌‌‌برای‌این‌منظور.‌پردازیم‌می‌GSORو‌GJ،GGSهای‌شکافت‌متناظر‌با‌روش‌‌دست‌آمده‌از‌‌های‌به3ساز

‌شکافت‌‌یادآوری ‌ساختن‌پیش‌‌کاربرد ‌همگرایی‌روش‌تکراری‌برای‌‌‌ساز‌شرط‌در ‌به مانده‌‌ترین‌‌کم‌‌سرعت‌بخشیدن

‌.شود‌ارائه‌می‌‌4تذکر‌،‌4تعمیم‌یافته

فرض‌کنید‌شکافت‌.4تذکر 1ازتوان‌‌می‌.‌داده‌شده‌باشد‌ساز‌راست‌در‌روششرط‌عنوان‌پیش‌به‌‌

GMRESکارگیری‌روش‌جای‌به‌،‌به‌در‌واقع.‌استفاده‌کرد‌‌همگرایی‌این‌روش‌منظور‌سرعت‌بخشیدن‌به‌به‌‌GMRES‌

1uدستگاه‌معادلات‌خطیبرای‌حل‌‌‌GMRESروش‌(9)‌برای‌حل b ‌( )u uدر‌‌شود‌کار‌برده‌می‌به‌‌،

در‌هر‌تکرار‌.‌مراجعه‌شود‌[3،8]تر‌به‌‌،‌برای‌جزئیات‌بیشنامیم‌می‌5سازی‌شده‌شرط‌یشپ‌GMRESاین‌حالت‌روش‌را‌

‌نیاز‌به‌حل‌یک‌دستگاه‌PGMRESروش‌ معادلات‌خطی‌به‌شکل،
kz rداریم‌که‌در‌آن‌

krنمایانگر‌k‌ُمینا‌‌

‌تقریب‌بهبردار‌ سازی‌‌طشر‌پیشلازم‌به‌ذکر‌است‌اگر‌بخواهیم‌نسخه‌‌.است‌‌ماk‌ُدست‌آمده‌در‌تکرار‌‌مانده‌متناظر‌با

کار‌ببریم‌مجبور‌به‌حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌بهرا‌‌‌GMRESشده‌روش
kz rصورت‌دقیق‌هستیم‌که‌باعث‌‌به‌

از‌نسخه‌‌بهتر‌است‌‌،‌نیز‌اشاره‌شده‌است[‌2]ر‌که‌د‌چنانبرای‌این‌منظور‌.‌بالا‌رفتن‌زمان‌اجرای‌الگوریتم‌خواهد‌شد

6پذیر‌انعطاف
 GMRES دستگاه‌معادلات‌خطی‌توان‌که‌در‌آن‌می‌استفاده‌کرد‌

 kz rصورت‌نادقیق‌حل‌کرد‌‌را‌به

‌‌‌‌.است‌PGMRESروش‌تری‌نسبت‌به‌دارای‌سرعت‌همگرایی‌بیش‌‌FGMRESو‌بنابراین‌روش

‌به‌ ‌روش‌در ‌پیش‌GGSتکراری‌‌کارگیری ‌به‌طشر‌و ‌از‌ساز ‌آن‌دست‌آمده ‌متناظر ‌دستگاه‌،شکافت ‌حل های‌‌به

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینب‌‌‎‎Qماتریس‌،‌برای‌تمامی‌ابعاد‌‌.نیاز‌داریم‌‌Dو‌‎A،‎‎Qضرایب‌‌معادلات‌خطی‌با‌ماتریس

11

0.8252
.

8

TQ BA B  

‌.دشو‌مراجعه‌2تر‌به‌تذکر‌برای‌جزئیات‌بیش

(و‌روشGSORکارگیری‌روش‌در‌به FGMRESمتناظر‌با‌‌های‌دست‌آمده‌از‌شکافت‌سازهای‌به‌‌شرط‌با‌پیش

چنین‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌‌و‌هم‌Dبه‌حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌با‌ماتریس‌ضرایب‌GSOR)و‌‌GJهای‌روش

‌:نیاز‌داریم‌صورت‌دینب

                                                           
1. Lagrangian function 

2. Hessian 
3. Preconditioner 

4. Generalized Minimal Residual (GMRES) 

5. Preconditioned  GMRES (PGMRES) 
6. Flexible GMRES (FGRMES) 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1 1

2 2

,
0

T w vA B

w vB

     
     

    
 

‌:شود‌حل‌میدو‌مرحله‌این‌در‌‌مذکوراشاره‌شده‌است،‌دستگاه‌‌‌[9]‌که‌در‌چنان

 بردار‌
2w1از‌حل‌ 1

2 1 2

TBA B w BA r r    .آید‌دست‌میهب 

 بردار‌
1w 1صورت‌به 

1 1 2( )Tw A r B w شود‌محاسبه‌می‌. 

‌ ‌عددی ‌نتایج ‌تمامی ‌ماتریس‌دستگاهدر ‌با ‌متناظر ‌معادلات‌خطی ‌ضرایب‌های Dو‎Aهای ‌روش‌‌‌ ‌از ‌استفاده با

1ماتریس‌ضرایب‌معادلات‌خطی‌با‌‌دستگاه وچولسکی‌ TBA Bروش‌گرادیان‌مزدوج‌پیش‌ ‌از ‌استفاده ‌سازیشرط‌با

TBABسازشرط‌کار‌بردن‌پیش‌با‌به‌و‌9شده 1یها‌لازم‌به‌ذکر‌است‌که‌ماتریس.‌حل‌شده‌است ‌ TBA Bو‌‌ TBAB‌

‌برای‌جزئیات‌بیشساخته‌صورت‌صریح‌‌به ‌است، ‌‌نشده ‌به ‌شود‌[9]تر ‌روش‌‌.مراجعه ‌در ‌شده ‌استفاده ‌محک‌خاتمه

PCG‌‌ ‌پیش‌FGMRESروش)‌‌GSORو‌GGG ‌های‌روش‌اخلددر ‌به‌شرط‌با ‌این‌‌ساز ‌شکافت ‌از ‌آمده دست

‌بابه‌(ها‌روش ‌است ‌برابر 510و‌310ترتیب ‌به‌،چنین‌هم‌.‌ ‌روش‌در ‌روش‌‌PCGکارگیری با‌‌FGMRESداخل

G‎متناظر‌با‌روش‌دست‌آمده‌از‌شکافت‌ساز‌به‌شرط‌پیش ‎310محک‌خاتمه

لازم‌به‌ذکر‌است‌‌.شده‌استقرار‌داده‌‌

انتخاب‌شده‌و‌‌‌تا‌حد‌امکان‌بزرگ‌ ‌‌PCGدر‌روش‌‌(درونی)‌ها‌محک‌خاتمه‌‌که‌برای‌بالا‌بردن‌سرعت‌همگرایی‌روش

تحت‌‌‌PCGدر‌نهایت‌تعداد‌کل‌تکرارهای
pcgIterمحض‌برقراری‌‌به‌‌شدههای‌استفاده‌روشهمۀ‌.‌گزارش‌شده‌است‌

‌:اند‌خاتمه‌داده‌شده‌(29)ۀ‌رابط
12

2 2|| ( ; ; ) || 10 || || ,k k kb x y z b                         (29)  

)که‌در‌آن ; ; )k k kx y zدست‌آمده‌در‌گامهتقریب‌ب‌‌kُهای‌‌تعداد‌تکرار‌و‌زمان‌مورد‌نیاز‌برای‌همگرایی‌روش‌.م‌استا

‌به‌(29)‌برای‌برقراری‌محک‌خاتمه‌شده‌بررسی‌ Iter‎‎‎“ ترتیب‌با‌را CPU‎‎“و  ‌دهیم‌نشان‌می‌ ‌ ‌‌هم. مقدار‌چنین،

‌.استمین‌زده‌شده‌تخ‌‌188.0برابر‌با‌‌‌3با‌در‌نظر‌گرفتن‌تذکر)‌‌GSORبهینه‌در‌روش‌پارامتر

‌(7)‌زینی‌مضاعف‌ۀنقط‌ۀمسئلنتایج‌عددی‌برای‌حل‌.‌‌7جدول

  GGSروش‌  GSORروش‌

pcgIter CPU Iter  
pcgIter CPU Iter size 

926‌‌‌‌‌‌‌‌0228.0‌‌‌‌‌‌‌5‌

922‌‌‌‌‌‌‌‌0498۴0‌‌‌‌‌‌‌5‌

999‌‌‌‌‌‌‌‌9205۴0‌‌‌‌‌‌‌5‌

994‌‌‌‌‌‌‌‌9456۴0‌‌‌‌‌‌‌5‌

951‌‌‌‌‌‌‌‌‌4953۴0‌‌‌‌‌‌5‌

993‌ ‌‌‌‌‌‌‌6693۴0‌‌‌ ‌‌5‌

934‌‌‌‌‌‌‌‌‌0881۴2‌‌‌‌‌‌5‌

919‌‌‌‌‌‌‌‌‌0239۴6‌‌‌‌‌‌5‌

928‌‌‌‌‌‌‌‌‌6138۴8‌‌‌‌‌‌5 

 

 

 

 

 

 
 

56‌‌‌‌‌‌‌‌‌0919.0‌‌‌ ‌‌‌‌24‌

56‌‌‌‌‌‌‌‌‌0395.0‌‌‌‌‌‌ ‌24‌

56‌‌‌ ‌‌‌‌0659.0‌‌‌‌‌ ‌‌‌24‌

56‌‌‌ ‌‌‌‌‌0998۴0‌‌‌‌‌ ‌‌24‌

56‌‌‌ ‌ ‌‌‌2481۴0‌‌ ‌‌ ‌‌24‌

56‌‌‌  ‌‌‌‌5442.0‌‌  ‌‌‌‌24‌

56‌‌    ‌‌4984.9‌‌‌‌ ‌ ‌24‌

56‌‌‌‌   ‌‌2592.3‌‌‌‌‌ ‌‌24‌

56‌‌‌  ‌‌‌‌5415۴6‌‌‌‌‌ ‌‌24 

5995‌

90235‌

20495‌

40155‌

89195‌

963835‌

329695‌

655355‌

9390995 

‌ ‌۵تذکر ‌9های‌لدست‌آوردن‌نتایج‌جدوهبرای‌ب. ‌2و ،‌ ‌سمت‌راست‌بارده ‌معادلات‌خطی‌‎bبردار ‌دستگاه (‌9)‌در

‌pcgIterو‌ Iterمقادیر‌‌و‌در‌نهایت‌کار‌برده‌شده‌تکراری‌به‌های‌روش‌بار‌در‌هر‌‌.‌2صورت‌تصادفی‌انتخاب‌شده‌است‌به

C‎برای‌مقادیر‌دست‌آمدههمیانگین‌بهمراه‌گرد‌و‌بهترین‌عدد‌صحیح‌‌نزدیک‌به‌گیری‌از‌میانگینپس‌ ‎ ‎هادر‌جدول‌‌‌

‌‌.گزارش‌شده‌است

                                                           
1. Preconditioned Conjugate Gradient (PCG)  

     b=rand(n+m+p,1) دهیم  قرار می( 1)در هر یک از ده بار، در دستگاه معادلات خطی    
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌741یافته‌‌برای‌حل‌مسأله‌نقطه‌زینی‌مضاعف‌تکراری‌تعمیمهای‌‌روش

‌‌9که‌در‌جدول‌‌چنان.‌گزارش‌شده‌است‌9در‌جدول‌‌GSORو‌GGSهایدست‌آمده‌برای‌روشنتایج‌عددی‌به

نیاز‌دارد،‌اما‌با‌توجه‌به‌این‌که‌‌‌GGSروش‌‌تری‌نسبت‌به‌به‌تعداد‌تکرار‌بیرونی‌کم‌‌ GSORشود،‌روش‌ملاحظه‌می

GGSتوان‌در‌روش‌می ‌PCGمحک‌خاتمه‌‌ GGSتر‌انتخاب‌کرد،‌در‌نهایت‌روش‌بزرگرا ‌تری‌همگرا‌در‌زمان‌کم‌‌

بینی‌کرد‌که‌‌توان‌پیش‌مستقل‌است‌و‌بنابراین‌می‌مسئلهلازم‌به‌ذکر‌است‌تعداد‌تکرارهای‌هر‌دو‌روش‌از‌بُعد‌.‌شودمی

با‌‌FGMRESکارگیری‌روشنتایج‌حاصل‌از‌به.‌تواند‌کارآمد‌باشد‌مینیز‌‌ها‌از‌این‌روش‌دست‌آمدهبه‌سازشرط‌پیش

گزارش‌شده‌که‌در‌‌2در‌جدول‌‌GSORو‌GJ‌،GGSهای‌‌متناظر‌با‌روش‌های‌سازهای‌متناظر‌با‌شکافت‌شرط‌پیش

Pre‎‎‎“‌‌منظور‌از‌نماد آن ‌.است F‌GMRES در‌روششده‌استفاده‌‌‌‌‌‌ساز‌‌شرط‌پیش 

کند،‌بنابراین‌نتایج‌ساز‌بسیار‌ضعیف‌عمل‌میشرطبدون‌استفاده‌از‌پیش‌GMRESلازم‌به‌ذکر‌است‌که‌روش‌

تر‌از‌نتایج‌گزارش‌شده‌در‌‌بیش‌PGMRESچنین‌زمان‌مورد‌نیاز‌برای‌روش‌،‌هم‌آن‌گزارش‌نشده‌استمتناظر‌با‌

‌است‌‌9جدول دارای‌سرعت‌همگرایی‌قابل‌قبولی‌است‌و‌نسبت‌رشد‌‌FGMRESشود‌روش‌می‌‌که‌ملاحظه‌چنان.

سازهای‌‌شرط‌دهد‌پیش‌،‌که‌این‌نشان‌می‌تر‌از‌سه‌است‌به‌افزایش‌بُعد‌مسئله‌کم(‌مورد‌نیاز‌برای‌اجرای‌روش)زمان‌

‌‌ساز‌شرط‌تر‌در‌مورد‌مفهوم‌کلی‌پیش‌برای‌جزئیات‌بیش‌.بهینه‌هستند‌GSORوGJ،GGSهای‌شکافتمتناظر‌با‌

‌.دکرمراجعه‌‌[4]‌و‌[3]،‌[2]‌های‌ارائه‌شده‌در‌به‌بحثتوان‌‌میبهینه‌
‌(9)دستگاه‌معادلات‌خطی‌برای‌حل‌‌‌FGMRESروش‌نتایج‌عددی.‌‌۲جدول

Pre  Pre  Pre  

 Jacobi   GGS    SOR (    )  

pcgIter CPU Iter  
pcgIter CPU Iter  

pcgIter CPU Iter size 

40‌‌‌‌‌‌0985.0‌‌‌‌‌1‌

42‌‌‌‌‌0342۴0‌‌ ‌‌8‌

35‌‌‌‌‌0643۴0‌‌ ‌‌8‌

21‌‌‌‌‌9295۴0‌‌ ‌‌8‌

29‌‌‌‌‌2650۴0‌‌ ‌‌8‌

29‌‌‌‌‌5985۴0‌‌ ‌‌9‌

28‌ ‌‌2211۴9‌‌ ‌ ‌9‌

24‌‌‌‌3858۴2‌‌‌‌‌‌6‌

26‌‌‌‌5953۴4‌‌‌‌‌‌6 

 

 

 

 

 

 
 

49‌‌‌‌‌‌‌0983۴0‌‌‌‌99‌

40‌‌‌‌‌‌‌0342۴0‌‌‌‌99‌

34‌‌‌‌‌‌‌0905۴0‌‌‌‌99‌

32‌‌‌‌‌‌‌9531۴0‌‌‌‌99‌

21‌‌‌‌‌‌‌2638۴0‌‌‌‌90‌

29‌‌‌‌‌‌‌5516۴0‌‌‌‌90‌

29‌‌‌‌‌‌‌2132۴9‌‌‌‌90‌

25‌‌‌‌‌‌‌6165۴2‌‌‌‌90‌

26‌‌‌‌‌‌‌5139۴5‌‌‌‌90 

 98‌‌‌‌‌‌0292۴0‌‌‌‌‌‌5‌

96‌‌‌‌‌‌‌0252۴0‌‌‌‌‌5‌

92‌‌‌‌‌‌‌0464۴0‌‌‌‌‌4‌

92‌‌‌‌‌‌‌0154۴0‌‌‌‌‌4‌

90‌‌‌‌‌‌‌2031۴0‌‌‌‌‌4‌

90‌‌‌‌‌‌‌3111۴0‌‌‌‌‌4‌

90‌‌‌‌‌‌‌8909۴0‌‌‌‌‌4‌

90‌‌‌‌‌‌‌8345۴9‌‌‌‌‌4‌

90‌‌‌‌‌‌‌9501۴3‌‌‌‌‌4 

5995‌

90235‌

20495‌

40155‌

89195‌

963835‌

329695‌

655355‌

9390995 

 

‌گیری‌نتیجه

‌برای‌حل‌‌های‌تکراری‌ایستا‌و‌آنالیز‌همگرایی‌آن‌در‌این‌مقاله‌به‌مطالعه‌و‌بررسی‌برخی‌از‌روش نقطه‌‌مسئلهها

‌(های‌ایستای‌مورد‌بحث‌از‌شکافت‌متناظر‌با‌روش)سازهای‌استخراج‌شده‌‌شرط‌عملکرد‌پیش.‌یمزینی‌مضاعف‌پرداخت

سیدل‌تعمیم‌یافته‌و‌فوق‌تخفیف‌-های‌ژاکوبی‌تعمیم‌یافته،‌گاوس‌سازهای‌متناظر‌با‌شکافت‌شرط‌دهد‌پیش‌نشان‌می

‌.‌دارای‌خواص‌بهینگی‌هستند(‌کاربرد‌در‌نظر‌گرفته‌شدهمتناظر‌با‌‌مسئلهویژه‌برای‌‌به)متوالی‌تعمیم‌یافته‌

0‎‎rفرض‌کنید با‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌زیر‌معادل‌است(‌9)‌‌معادلات‌خطی‌دستگاه‌‌وضوح‌،‌به‌داده‌شده‌است‌:‌

1

2

3

0 0 ,

0

T TA B C x b

B y b

C D z b

    
    

     
         

                                        (28)  
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌آن  ‌در ‌TAکه A rB B ‌‌ و
1 1 2

Tb b r B b .‌‌ ‌دستگاه ‌‌مذکوربرای ‌وجود ‌شرط‌که‌داردحالتی
1TA C D Cانتخاب‌‌ ‌کافی‌بزرگ‌‌به‌rبا ‌باشدمیقدر ‌برقرار ‌تواند ‌‌بنابراین. 1TAاگر C D C‌،نباشد‌ برقرار

.‌کار‌برد‌به(‌28)های‌تکراری‌را‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌معادل‌‌،‌روش(9)جای‌حل‌توان‌در‌برخی‌مواقع‌به‌می

‌28)حل‌‌ۀاید ‌می(‌9)جای‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌به( ‌دانست‌[5]‌استفاده‌شده‌در‌شگردتوان‌برگرفته‌از‌‌را در‌هر‌.

جزئیات‌این‌بررسی‌.‌ه‌نشده‌استپرداخت‌rمناسب‌پارامتر‌و‌انتخاب‌(28)‌حال،‌در‌این‌مقاله‌به‌جزئیات‌مربوط‌به‌حل

‌.شود‌به‌عنوان‌موضوع‌تحقیقاتی‌آینده‌پیشنهاد‌می(‌28)سازهای‌مناسب‌برای‌حل‌شرطشگرد‌و‌ارائه‌پیش
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