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 چکیده

‌مرتبه‌کسری‌دیفرانسیل-انتگرال‌عددی‌معادلات‌حل‌برای‌آنها‌وکاربرد‌هان‌گسسته‌هایایمقاله،‌چندجمله‌این‌در

‌هان‌های ای چندجمله‌کسری‌مرتبه‌انتگرال‌عملیاتی‌ماتریس‌بار‌اولین‌برای‌مقاله،‌این.‌شوند‌می‌بررسی‌منفرد‌ضعیف‌طور‌به

‌این‌در‌چنین‌هم.‌شود می‌تبدیل‌جبری‌معادلات‌دستگاه‌یک‌به‌نظر‌مورد‌انتگرال‌معادله‌آن‌از‌استفاده‌با‌و‌کند می‌ارائه‌را

‌نشان‌عددی‌مثال‌چند‌با‌حل‌سپس.‌شود می‌محاسبه‌ها‌ای‌تقریب‌یک‌تابع‌بهوسیلۀ‌این‌چندجمله‌خطای‌بالای‌کران‌مقاله

‌های روش‌از‌حاصل‌نتایج‌با‌که‌شوند می‌حاصل‌قبولی‌قابل‌نتایج‌بسط‌جملات‌از‌کمی‌تعداد‌کارگیری‌به‌با‌که‌شود می‌داده

‌.‌است‌بحث‌مورد‌روش‌ساده،‌از‌خصوصیات‌سازی پیاده‌روند‌همراه‌به‌قابل‌قبول‌دقت‌.شوند می‌مقایسه‌دیگر

 

‌های‌هان،‌ماتریس‌عملیاتی،‌روش‌طیفیایدیفرانسیل‌مرتبه‌کسری‌منفرد‌ضعیف،‌چندجمله-معادلات‌انتگرال‌:کلیدی های واژه

 

 مقدمه

عملگرهای‌مرتبه‌کسری‌‌تر‌دقت‌بیشدلیل‌‌های‌علوم‌و‌مهندسی‌بهامروزه‌بحث‌حسابان‌کسری‌در‌بسیاری‌از‌شاخه

‌مدل ‌پدیدهسازیدر ‌بههای ‌استصورت‌گستردههای‌طبیعی ‌کرده ‌پیدا ‌[1]ای‌ظهور ‌آن‌[.2]، ‌تحلیلی‌‌از ‌حل جاکه

‌مرتبه‌کسری‌مشکل‌است‌پژوهش ‌انتگرال‌با گران‌بسیاری‌بر‌حل‌عددی‌این‌مسائل‌متمرکز‌‌معادلات‌دیفرانسیل‌و

های‌های‌ماتریس‌عملیاتی‌موجکروش‌،[4]‌،‌روش‌تاو‌عملیاتی[9]‌عناصر‌متناهیهایی‌از‌قبیل‌روش‌اند‌روششده

‌از‌جمله‌[1]‌و‌استفاده‌از‌برخی‌از‌توابع‌مرتبه‌کسری‌[0]،‌[9]،‌[6]،‌[5]‌کسینوس‌و‌موجک‌برنولی-هار،‌سینوس ،

 .ندهستهای‌ارائه‌شده‌برای‌حل‌عددی‌این‌معادلات‌تکنیک

ای‌از‌معادلات‌کسری‌هستند‌که‌در‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌طور‌ضعیف‌منفرد،‌ردههسته‌به‌با‌کسری‌مرتبه‌دیفرانسیل‌-معادلات‌انتگرال

های‌دیگر‌و‌بسیاری‌زمینه‌[12]‌،‌تششعات‌رادیو‌اکتیو[11]‌،‌مسائل‌هدایت‌گرما[18]‌های‌فیزیکی سازی‌فرایندمدل

 .‌کاربرد‌دارند

اند،‌در‌دیفرانسیل‌و‌انتگرال‌مرتبه‌کسری‌ارائه‌شدههای‌متعددی‌که‌برای‌حل‌عددی‌معادلات‌علیرغم‌وجود‌روش

‌هسته‌به‌-زمینه‌حل‌عددی‌معادلات‌انتگرال ‌تحقیقات‌نسبتاًدیفرانسیل‌مرتبه‌کسری‌با تری‌کم‌طور‌ضعیف‌منفرد،
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‌روش ‌و ‌آدومینصورت‌گرفته ‌قبیل‌روش‌تجزیه ‌روش‌ماتریس‌عملیاتی‌موجک[19]‌هایی‌از ‌سینوس، ‌و -های‌هار

‌.اند،‌ارائه‌شده[15]‌چبیشف‌و‌[14]‌کسینوس

های‌ژاکوبی،‌چبیشف،‌لژاندر‌و‌ایهای‌متعامد‌پیوسته‌مانند‌چندجملههای‌عملیاتی‌با‌استفاده‌از‌پایهتاکنون‌روش

‌ ‌[4]غیره ‌گرفته‌شده‌برای‌حل‌انواع‌معادلات‌مرتبه‌کسری‌به‌[5]، ‌اندکار ای‌ های‌متعامدگسسته‌دستهایچندجمله.

‌چندجمله ‌از ‌متعامد‌هستندایدیگر ‌نسبت‌به‌ضرب‌داخلی‌گسسته ‌های‌متعامد‌هستند‌که ‌سال. ‌این‌در های‌اخیر

آمیزی‌‌موفقیت‌طوربه‌[19]‌مسائل‌مکانیک‌سیالات‌و‌[16]‌دیفرانسیل‌تصادفی‌معادلات‌عددی‌حل‌برای‌هاایچندجمله

‌.اندکار‌گرفته‌شده‌به

‌استفاده‌از‌‌جدید‌برای‌حل‌عددی‌معادلات‌انتگرال‌کسری‌با‌هسته‌به‌یدر‌این‌مقاله‌روند ‌با طور‌ضعیف‌منفرد،

ماتریس‌‌بار،‌اولین‌در‌ابتدا،‌برای.‌شودهای‌گسسته‌هان‌ارائه‌میایهای‌گسسته‌به‌نام‌چندجملهدسته‌خاصی‌از‌پایه

از‌آن،‌عملگر‌انتگرالی‌حذف‌و‌معادله‌به‌شود‌و‌با‌استفاده‌های‌گسسته‌هان‌محاسبه‌میعملیاتی‌انتگرال‌کسری‌پایه

ای‌دارد‌و‌الگوریتم‌محاسبه‌جواب‌عددی،‌کارگیری‌سادهاین‌روش،‌روند‌به.‌شودیک‌دستگاه‌معادلات‌جبری‌تبدیل‌می

‌شامل‌نمی محاسبات‌پیچیده ‌شود‌ ای‌را ‌پایه. بسط‌با‌یک‌‌پیوسته،‌ضرایب‌های‌این‌ویژگی‌که‌در‌بسط‌تابع‌جواب‌با

‌غ ‌که ‌می‌به‌الباًانتگرال ‌به صورت‌عددی‌محاسبه ‌حالی‌ دست‌می‌شود، ‌در ‌پایه آیند، ‌یک‌‌که ‌محاسبه ‌با های‌گسسته

تری‌برای‌معادله‌مورد‌‌های‌دقیق منجر‌به‌حصول‌جواب‌کنند‌و‌طبیعتاً طور‌دقیق‌محاسبه‌می‌را‌به‌بسط‌مجموع،‌ضرایب

 .استکارگیری‌روش‌حاضر‌‌شوند،‌از‌دیگر‌انگیزه‌های‌به نظر‌می

‌ ‌دستهدر ‌کاربرد ‌داریم ‌قصد ‌این‌چندجملهاین‌مقاله ‌برای‌حل‌معادلات‌انتگرالایای‌خاص‌از ‌را دیفرانسیل‌-ها

(0)‌اولیه‌شرط‌کلی‌زیر‌با‌صورت‌به طور‌ضعیف‌منفردکسری‌با‌هسته‌به 0y بررسی‌کنیم‌:‌‌
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‌‌در‌که ‌‌y(t)آن ‌مجهول، ‌K(t,s)تابع )و t )f‌‌ ‌و ‌معلوم ‌‌1توابع ‌هستندثابت‌2و ‌حقیقی ‌های چنین‌‌هم.

0 , 1  و‌
cDۀعملگر‌مشتق‌کسری‌از‌مرتبنماد‌‌‌در‌مفهوم‌کاپوتو‌است‌. 

کسری‌و‌در‌بخش‌سوم‌تعریف‌و‌‌مورد‌نیاز‌حساب‌در‌بخش‌دوم،‌تعاریف:‌شرح‌ذیل‌سازماندهی‌شده‌است‌این‌مقاله‌به

‌آورده‌شده‌است‌های‌هان،ایهای‌چندجملهویژگی .‌ ‌بحث‌تقریب‌توابع‌پیوسته‌با توابع‌گسسته‌مطرح‌در‌این‌بخش،

‌ۀچنین،‌ماتریس‌عملیاتی‌انتگرال‌مرتب‌هم‌.دشو شود‌و‌یک‌کران‌بالای‌خطا‌نیز‌برای‌تقریب‌مورد‌نظر‌محاسبه‌می‌می

‌نیز‌در‌این‌بخش،‌محاسبه‌میایکسری‌برای‌این‌چندجمله چهارم‌شرح‌روش‌ماتریس‌عملیاتی‌بر‌‌بخش‌در.‌دشو ها

‌‌شود‌وهای‌هان‌مطرح‌میایپایه‌چندجمله ‌مثال‌برایدر‌بخش‌پنجم، های‌عددی‌نشان‌دادن‌کارایی‌و‌دقت‌روش،

 .گیری‌اختصاص‌یافته‌استبخش‌آخر‌نیز‌به‌نتیجه.‌آورده‌شده‌است

 

 حسابان کسری

‌،Jلیوویل‌مرتبه‌‌-عملگر‌انتگرال‌کسری‌ریمان .1تعریف  [:15]‌شودصورت‌تعریف‌می‌دین،‌ب 
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)عنوان‌مثال،‌انتگرال‌کسری‌تابع‌به )f t t1برای‌‌t  صورت‌است‌دینب‌:‌‌
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cDشودصورت‌تعریف‌می‌دینب‌: 

(

0 1

)

, ,

(t)
1 ( )

, .

(t)

0 1
) (t )(r

r

c r
t

r

r

d f

dt

r

r N

f
d r

D f











  
   




 


 

 



 

‌:لیوویل‌و‌عملگر‌مشتق‌کاپوتو‌عبارت‌است‌از‌-عملگر‌انتگرال‌ریمان‌ۀرابط
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 .رجوع‌شود‌[19]‌تر‌به‌جزئیات‌بیش‌بررسیبرای‌

 

 :آنهای هان و ماتریس عملیاتی انتگرال مرتبه کسری ایچندجمله

 های آنهای هان و ویژگیایچندجمله. 1

‌‌.3تعریف  ‌حقیقی ‌اعداد ,1برای   و‌‌‌ N{0}برای چندجمله‌ ‌درجهای، ‌هان برای‌ ،nهای

0,1, ,n N ‌ ,0]،‌در‌بازه ]I Nنماد‌‌‌ )با ; , , )nH x N ‌‌ )یا )nH x(5)صورت‌شوند‌و‌بهنشان‌داده‌می‌

 :[10]‌شوند‌تعریف‌می
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)که‌ )ka‌،شودتعریف‌می‌(6)صورت‌است‌و‌به‌1نماد‌پوچهمر: 

                0( ) : 1, ( ) : ( 1)( 2) ( 1), , .ka a a a a a k k a               (6)  

‌:[11]‌متعامدند‌Iۀهای‌هان‌نسبت‌به‌ضرب‌داخلی‌گسسته‌زیر‌در‌بازایچندجمله
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)که‌ )w xشودصورت‌تعریف‌میدینتابع‌وزن‌است‌و‌ب‌:‌
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‌:کنندتعامد‌زیر‌صدق‌می‌ۀرابطای‌ها‌در‌این‌چندجمله
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 :هان هایایچندجمله از استفاده با پیوسته توابع تقریب .2

]Cشود‌تابع‌اثبات‌می‌[28]‌از‌مرجع‌1.‌1در‌قضیه‌ 1, N 1]y  توان‌را‌می‌استکه‌‌تابعی‌با‌تغییرات‌کراندار‌‌

 ‌:های‌هان‌تقریب‌زدایشده‌زیر‌برحسب‌چندجملهبا‌سری‌قطع

                                                           
1
 Pochhammer 
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‌که

0 1 0[c ,c ,...,c ] , ( ) [ ( ),..., ( )]T T

n nH t H t H t C  

‌:شوندصورت‌محاسبه‌میدینبncضرایب‌‌و ‌

, .n nc y H   

 

 آنالیز همگرایی

چه‌‌با‌روندی‌مشابه‌با‌آن‌[21]‌در‌این‌بخش،‌یک‌کران‌بالای‌خطا،‌با‌توجه‌به‌قضیه‌وجود‌بهترین‌تقریب‌توابع‌در

‌.شود های‌گسسته‌هان‌محاسبه‌می ای با‌سری‌چندجمله‌fارائه‌شده‌است،‌برای‌تقریب‌تابع‌[0]در

,0]1فرض‌کنید‌‌.قضیه t ]m

ff C و‌‌: {H ,i 1,...,m}iY span ‌.اگر‌(t)TC Hبهترین‌تقریب‌ fروی‌

Yصورت‌استدینگاه‌کران‌بالای‌خطای‌تقریب‌تابع‌بباشد،‌آن‌:‌
1

(m 1)!

m
T MS

f C H



 


 

‌1که

[0,t ]
max ( )

f

m

t
M f t


0و‌‌ 0max{ t t , t }S  .‌

1ای‌تیلور‌تابع‌دلخواه‌ چندجمله‌.اثبات

1 [0, t ]m

ff C 0را‌حول‌نقطه‌‌, ft  گیریم صورت‌در‌نظر‌می‌دینب‌:‌
2

(m)0 0
1 0 0 0 0 0

(t t ) (t t )
(t) (t ) (t )(t t ) (t ) (t )

2! !

m

f f f f f
m

 
        

‌که
1

(m 1) 0
1

(t t )
(t) (t) ( ) (0, t )

( 1)!

m

ff f f
m

 


 
   


 

TC(t)چون‌ Hبهترین‌تقریب‌برای‌‌fاست،‌بنابراین‌داریم‌:‌
1 1

01

1
[0,t ]

t t
(t) max ( )

( 1)! ( 1)!f

m m
T m

t

MS
f C H f f f t

m m

 


 


    

 
. 

‌.آید‌دست‌می‌بهبه‌این‌ترتیب‌یک‌کران‌بالای‌خطا‌برای‌تقریب‌تابع‌پیوسته‌مورد‌نظر‌

‌

 :های هان بر حسب سری تیلورایبسط چندجمله

با‌استفاده‌ها‌را‌ایهای‌هان،‌نیاز‌است‌که‌این‌چندجملهایمشتق‌و‌انتگرال‌کسری‌چندجمله‌ۀمحاسببرای‌‌[22]. 1لم 

‌‌:تیلور‌بسط‌دهیم‌سری‌حسب‌بررابطه‌این‌از‌

 ( )

0

( ) ( 1)
k

k m m

k k

m

x s x


                        (0)               

)که‌ )m

ks (0)اعداد‌استرلینگ‌نوع‌اول‌هستند‌و‌

0 1s . 

 :صورت‌داریمدینهای‌هان‌را‌برحسب‌سری‌تیلور‌بایبسط‌چندجمله‌،(0)و‌(‌5)‌از‌روابطبا‌استفاده‌
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( )

0 0

( ) ( 1)
( ; , , ) ( 1) .

( 1) ( ) !

n k
k m mk k

n k

k m k k

n n
H x N s x

N k

 
 

 

   
 

 
  

‌اگر‌.2 لم
0 1( ) : [ ( ), ( ), , ( )]T

Nx H x H x H x Hکه‌‌( ) : ( ; , , )i iH x H x N و‌‌

  1, , ,
T

N

N x x x   Tگاهآنترتیب‌بردارهای‌پایه‌هان‌و‌تیلور‌باشند،‌‌به‌‌‌

  ( ) ,Nx xH AT                  (1)  

a]که ]ijAیک‌ماتریس‌‌   1 1N N  است‌و‌‌‌

( )

1, 1

,

0

( ) ( 1)
( 1) ,

( 1) ( ) ! , 0, , .

,,

i
k jk k

k

k j k ki j

i i
s i j

N ka i j N

i j

 

 

   
 






 



 




          (18)  

 .شودسادگی‌نتیجه‌می‌به‌(1)ۀ‌،‌رابطNTدر‌‌Aبا‌ضرب‌ماتریس‌‌.اثبات

‌.پذیر‌استمعکوس‌Aماتریس‌.3لم

‌:‌طبق‌تعریف‌یک‌ماتریس‌بالا‌مثلثی‌است،‌بنابراین‌داریم‌Aماتریس‌‌.اثبات

( )

1, 1

0 0

( ) ( 1)
det( ) ( 1)

( 1) ( ) !

N N
i ii i

i i i

i i i i

i i
a s

N i

 


 

 

   
  

 
 A  

i,...,0برای‌‌(6)‌از‌طرفی‌از N1و‌‌,   داریم‌:‌
(0)

0( ) 0, ( 1) 0, ( 1) 0, 1( 0, 0.)i i i ii i sN              

‌‌:شودنتیجه‌می‌(1)ۀ‌از‌رابط‌Aپذیری‌ماتریسدر‌نتیجه‌با‌توجه‌به‌معکوس

  1 ( ).N x xT A H                     (11)  

 

 های هانایمحاسبه ماتریس عملیاتی انتگرال کسری چندجمله
فرض‌کنید‌.1 ۀقضی

( 1) ( 1)N N

a

  
Pان‌باشد‌یعنیهای‌هایچندجملهماتریس‌عملیاتی‌انتگرال‌کسری‌‌‌

(x) (x)aJ  HPH                 (12)  

‌‌گاهآن

.a

P AΛ Β                     (19)  

‌‌:داریم‌(1)و‌(‌9)‌از‌روابط‌.اثبات‌

‌‌‌‌          

 

 

 

 

 

1 2 1 1

1 2 1

x

.

( )

T

T

N N

N N

N

J J J

diag x x x

 

  

  

   

     

      
     







XΛ

H A A

A A X

T T

Λ ‌       (14)  

‌:زنیمصورت‌تقریب‌می‌دینهای‌هان‌برا‌بر‌حسب‌پایه‌Xحال‌بردار

0

( ) ( )
N

k T

kj j k

j

x d H x x



  HΒ                  (15)  

که‌در‌آن‌
0 1[ ,b , ,b ]T

k k k kNbΒو‌‌
, (x)

(x), (x)

k

j

kj

j j

x H
b

H H



‌.داریم‌(15)‌و‌(14)‌بنابراین‌از:‌

( ) ( )NJ x x
 Λ HΒT                       (16)  
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که
0 1[ , , , ]T T T T

N Β Β Β Β. شودقضیه‌اثبات‌می‌(16)‌و‌(14)‌سرانجام‌از.‌

 

 طور ضعیف منفرد با استفاده ازکسری با هسته به دیفرانسیل مرتبه-حل معادله انتگرال

 های هانایچندجمله

cD(t)‌توابعابتدا‌ y،( , )k s tو‌‌( )f tشود‌میصورت‌تقریب‌زده‌‌دینهای‌هان‌بایبر‌حسب‌چندجمله‌: 

(t) (t),T

cD y
HC                        (19)  

(t( ) ) (s),Tk t,s KH H                    (10)  

(t) (t),Tf HF                        (11)  

بردار‌مجهول‌و‌‌Cکه‌
ijk   Kیک‌ماتریس‌‌   1 1N N  است‌و‌‌

2

(t), (t,s), (s)

(t), (s)

i j

ij

i i

H K H
k

H H
و‌‌Fبردار‌‌

 .های‌هان‌استایجملهبر‌حسب‌چند‌fضرایب‌تابع‌

Jلیوویل‌‌-با‌اعمال‌عملگر‌انتگرال‌ریمان ،داریم‌(4)ۀ‌و‌با‌استفاده‌از‌رابط (19)ۀ‌بر‌رابط‌: 
1 1

( ) ( )

0 0

1
( )

0

(t) (t) (0 ) (t) (0 )
! !

(t) (0 ) (t)
!

k kr r
k T k

c

k k

kr
T k T

k

t t
y J D y y J y

k k

t
y

k

  

 

 
 

 






   

  

 



C H

C P H C P H

        (28)  

(0)که‌تساوی‌آخر‌از‌شرط‌اولیه‌ 0y 1و‌‌r شودنتیجه‌می‌.‌

 :در‌آنها‌داریم‌(28)ۀ‌گزینی‌معادل‌و‌جای‌(1)ۀ‌حال‌با‌درنظرگرفتن‌جملات‌انتگرالی‌معادل

1

0 0 0

1

1 1

(s) (s) (s)

(t s) (t s) (t s)

(1 ) (t) (1 ) (t).

T
t t t

T

T T

y
ds ds ds






  

  

  





 


  

     

  

P

C P H T
C P A

C P AΛ Β H C P P H
       (21)  

‌:داریم‌(28)‌و‌(10)‌ترتیب‌ازهمینبه‌و
1

0 0

1

0

(t,s) y(s) (t) (s) (s)( ) ds

(t) (s) (s)ds( ) (t),

t
T T

T T T T T

k ds

H



 

 



T

T

H KH H P C

K H H P C C P I K H

          (22)  

که‌در‌آن‌
1

0
(s) (s)T ds I H H‌.داریم‌(1)‌در‌(22)‌و‌(21)‌،(10)‌،(19)‌گذاری‌روابطسرانجام‌با‌جای: 

1

1 2(1 )T T T T T T        C H C P P H C P I K H F H           (29)  

‌:شود‌ها‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌زیر‌حاصل‌میاستفاده‌از‌خاصیت‌تعامد‌این‌پایهبا‌
1

1 2(1 )T T T T T T        C C P P C P I K F  

Tبا‌حل‌این‌دستگاه،‌ضرایب‌مجهول‌
Cحاصل‌‌(9)‌صورتبه‌(1)ۀ‌آیند‌و‌در‌نتیجه‌تقریبی‌از‌جواب‌معادلدست‌می‌هب‌

‌.شودمی

 .است‌[29]،‌مشابه‌با‌روند‌مطرح‌شده‌در‌(1)ۀ‌آنالیز‌خطا‌و‌بحث‌همواری‌جواب‌معادل
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 های عددیمثال
‌مثال ‌کارایی‌روش، ‌این‌بخش‌برای‌نشان‌دادن‌دقت‌و ‌روش‌مورد‌بحث‌حل‌میدر ‌نتایج‌عددی‌هایی‌با شوند‌و

‌.‌شوندمقایسه‌می‌آدومیان‌تجزیه‌روش‌و‌‌Haarو‌CAS  ،SCWهای‌ حاصل‌با‌نتایج‌حاصل‌از‌روش‌موجک

‌ ‌که ‌است ‌ذکر ‌ موجکقابل ‌ت‌SCW و CASهای ‌پارامتر 2kn,...,11,2خیرأبا که‌ ،{0}k و‌ ،

 2 2 1km M  که‌Mآدومیان،‌پارامتر‌‌تجزیه‌چنین‌در‌روش‌هم.‌اندها‌است،‌تعریف‌شدهتعداد‌افراز‌بازه‌n‌

‌.تعداد‌تکرارهای‌روش‌است

‌:[15]‌طور‌ضعیف‌منفرد‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگیریدمعادله‌انتگرال‌دیفرانسیل‌کسری‌با‌هسته‌به‌.1مثا ل 

 

1
0.15

1/20 0

1 (s) 1
(t) (s) ( ), (0) 0,

4 7

t
t s

c

y
D y ds e y ds f t y

t s

   


              (24)  

 ‌ ‌آن ‌در که 1
1.85 0.85 2.5 1.5 3(3) (2) (3) (2)

(2.85) (1.85) 4 (3.5) 4 (2.5) 7
( )

t te et t t t
f t  

    

   
    می‌‌ ‌جواب‌دقیق‌است‌و ‌که دانیم

y(t)معادله = t2 - tبرای‌‌1جدول‌ .است‌ ‌نتایج‌روش‌مذکور 1مقایسه  روش‌موجک‌‌ ‌با ،CASروش‌‌‌ و

 .دهدهای‌مختلف‌نشان‌می Nنیز‌نمودار‌خطا‌را‌برای‌‌1شکل‌.‌دهدرا‌نشان‌می‌[15]‌از‌SCWموجک‌

 1 مثالنرم خطاهای مطلق در نقاط مختلف برای  ۀمقایس .1جدول 

t Hahn (N=5) Hahn (N=10) CAS (m′=12) CAS (m′ = 24) SCW (k=2) 

 2/7756e-17 8/3267e-17 2/3540e-03 9/0900e-04 1/5509e-02 

  1/3187e-03 2/2151e-04 1/2360e-02 5/4400e-03 5/2300e-03 

 9/0844e-04 1/9236e-04 1/5420e-02 6/8800e-03 6/8000e-04 

 8/5683e-04 2/0210e-04 1/6590e-02 7/3400e-03 6/0000e-05 

 1/0742e-03 2/2535e-04 1/6320e-02 7/0800e-03 9/4000e-04 

 1/0278e-03 2/5494e-04 1/4820e-02 6/2000e-03 1/7100e-03 

 1/4758e-03 2/7491e-04 -- -- 1/5509e-02 

دهد‌که‌حاکی‌از‌این‌واقعیت‌است‌که‌وقتی‌های‌مختلف‌نشان‌می را‌برای‌‌(24)ۀ‌های‌تقریبی‌معادلجواب‌2شکل‌

0.15 0.15های‌تقریبی‌معادله‌نیز‌به‌جواب‌متناظر‌با‌گاه‌جوابآن‌ کندمیل‌می‌‌. 

 
5,10,15Nبرای   1 های تقریبی و جواب دقیق در مثالجواب ۀمقایس .1شکل    
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‌

 
 های مختلف ازای  به (24)ۀ های تقریبی معادلجواب .2شکل 

 :[15]‌را‌در‌نظر‌بگیرید‌(25)طور‌ضعیف‌منفرد‌انتگرال‌دیفرانسیل‌کسری‌با‌هسته‌به‌ۀمعادل‌.2مثا ل 

 

1
0.25

1/20 0

1 (s) 1
(t) ( ) (s) ( ), (0) 0,

2 3

t

c

y
D y ds t - s y ds f t y

t s
   


           (25)  

‌ ‌آن ‌در که
1.75 2.75 2.5 3.5(3) (4) (3) (4) 7 3

(2.75) (3.75) 2 (3.5) 2 (4.5) 36 20
( )

t t t t tf t     

   
     می‌‌ ‌و ‌دقیق‌است ‌جواب ‌که دانیم

2معادله‌ 3( )y t t t است‌.‌

‌روش‌موجک‌ۀمقایس‌2جدول‌  ‌با ‌را ‌‌‌CASهاینتایج‌روش‌این‌مقاله ‌مرجع‌Haarو ‌روش‌تجزیه‌‌[14]‌از و

‌نشان‌می‌[19]‌آدومیان ‌4شکل‌ علاوهبه‌.دهدمی‌نمایش‌مختلف‌های ‌Nبرای‌را‌خطا‌نمودار‌نیز‌9دهد‌و‌شکل‌را

دهد‌که‌حاکی‌از‌این‌واقعیت‌است‌که‌وقتی‌های‌مختلف‌نشان‌می را‌برای‌‌(25)‌های‌تقریبی‌معادله‌انتگرالجواب

0.25 0.25های‌تقریبی‌معادله‌نیز‌به‌جواب‌متناظر‌با‌گاه‌جوابآن‌ کندمیل‌می‌.‌

 2برای مثال مختلف  نقاط در مطلق خطاهای نرم ۀمقایس .2 جدول

t 
Hahn (N=20) 

 

Hahn (N=25) 

 
CAS 

(m'=12) 

Haar 

(m=12) 

ADM 

(n=3) 

 9/8455e-09 6/1340e-04 1/4328e-02 1/4637e − 002 1/3865e − 002 

  2/1311e-02 1/9821e-02 2/2762e-02 2/2962e − 002 2/1436e − 002 

 2/1954e-02 1/8472e-02 1/9409e-02 1/9651e − 002 4/8235e − 002 

 1/8696e-02 1/2096e-02 6/4173e-03 6/6357e − 003 7/4571e − 002 

 1/2461e-02 1/7469e-03 1/8012e-02 1/8301e − 002 3/3671e − 001 

 3/4020e-03 1/2270e-02 5/6450e-02 5/6553e − 002 1/0679e − 001 

 9/5902e-03 2/8197e-02 -- -- -- 
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15,20,25Nبرای  2های تقریبی و جواب دقیق در مثال جواب ۀمقایس .3شکل    

‌
 های مختلف‌ازای  به (25)ۀ های تقریبی معادلجواب .4شکل 

 :[15]‌را‌در‌نظر‌بگیرید(‌26)طور‌ضعیف‌منفرد‌انتگرال‌دیفرانسیل‌کسری‌با‌هسته‌به‌ۀمعادل‌.3مثا ل 

 
 

1

1/20 0
sin( )

(s)
(t) (s) ( ), (0) 0,

t

c

y
D y ds yt ds f y

t s
s t  


             (26)  

که‌در‌آن‌
5/2(3)

3 2 (7/2)
( ) 2 cos(1) 2sin(1) 2

ttf t t



     1که‌جواب‌دقیق‌معادله‌برای‌.‌است‌ برابر‌‌،

2( )y t tاست‌. 

1ازای‌‌قدر‌مطلق‌خطای‌حاصل‌از‌روش‌مورد‌بحث‌را‌به 9جدول  1و‌‌ 5شکل‌ علاوهبه.دهدنشان‌می‌‌

10,15Nرا‌برای‌‌(25)‌های‌تقریبی‌معادله‌انتگرالجواب دهدنشان‌می‌.‌

‌

‌
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 4 مثال یبرا مختلف نقاط در مطلق یخطاها. 3 جدول

t N=10 N=15 

0/10 1/6916e-04 1/0459e-06 

0/20 6/3700e-04 2/0981e-06 

0/30 1/4484e-03 2/9798e-05 

0/40 2/6046e-03 1/1999e-04 

0/50 4/0643e-03 3/2896e-04 

0/60 5/7436e-03 7/3026e-04 

0/70 7/5150e-03 1/4122e-03 

0/80 9/2058e-03 2/4744e-03 

0/90 1/0596e-02 4/0225e-03 

 

 

10,15Nبرای  (29)ۀ معادل در قیدق جواب و یبیتقر های‌جواب. 6 شکل  
 :[15]‌را‌در‌نظر‌بگیرید(‌29)طور‌ضعیف‌منفرد‌معادله‌انتگرال‌دیفرانسیل‌کسری‌با‌هسته‌به‌.4مثا ل 

 
 

1

1 0

2

/20
c

(s)
(t) (s) ( ), (0) 0( ,os )

t

c t s
y

D y ds y ds f t y
t s

   


         (29)  

‌ ‌آن ‌در که
5/22 (3)

3 (7/2)
( ) 2 2cos(1) sin(1)

ttf t t



    است‌‌ .‌ ‌برای ‌معادله ‌دقیق 1جواب برابر‌‌ ،

2( )y t tاست‌. 

‌واقعیت‌این‌از‌حاکی‌که‌دهد می‌نشان‌مختلف‌های ‌برای‌را‌(29)‌انتگرال‌ۀمعادل‌تقریبی‌های جواب‌‌6شکل

‌1وقتی‌که‌است برای‌‌9شکل‌‌.کند می‌میل‌‌با‌متناظر‌جواب‌به‌نیز‌معادله‌تقریبی‌های جواب‌گاه آن‌

‌.با‌نتایج‌حاصل‌در‌این‌مقاله‌آورده‌شده‌است‌[15]‌های‌تقریبی‌روش‌ارائه‌شده‌درمقایسه‌جواب

‌

1 
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‌‌مختلف یها ی ازا به (26)ۀ ی معادلبیتقر یها جواب .5 شکل

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

 [16]مرجع  مختلف یها ی ازا به (26)ی معادلۀ بیتقر یها جواب. 6 شکل

 4 مثال یبرا مختلف نقاط در مطلق یخطاها. 4 جدول

t N=10 N=15 

0/10 9/2693e-04 1/9674e-05 

0/20 3/4721e-03 1/4604e-04 

0/30 7/8314e-03 5/3267e-04 

0/40 1/3943e-02 1/3985e-03 

0/50 2/1503e-02 3/0233e-03 

0/60 2/9974e-02 5/7394e-03 

0/70 3/8594e-02 9/9222e-03 

0/80 4/6374e-02 1/5978e-02 

0/90 5/2105e-02 2/4332e-02 

‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
1.

65
 ]

 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.1
.9

.8
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
09

 ]
 

                            11 / 14

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.1.65
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.1.9.8
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2702-fa.html


‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1911بهار‌،‌1،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌65
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

10,15Nبرای ( 26)معادلۀ  در قیدق جواب و یبیتقر های جواب. 6 شکل  
‌

 گیری و بحثنتیجه

های‌گسسته‌هان‌محاسبه‌شده‌است‌و‌سپس‌با‌استفاده‌از‌آن،‌حل‌یک‌پایه‌در‌این‌مقاله‌ماتریس‌عملیاتی‌انتگرال

های‌عملیاتی‌تاکنون‌روش.‌است‌شدهطور‌ضعیف‌منفرد،‌بررسی‌دیفرانسیل‌کسری‌با‌هسته‌به-دسته‌معادلات‌انتگرال

کار‌‌بهغیره‌های‌چبیشف،‌لژاندر،‌ژاکوبی‌و‌های‌پیوسته‌از‌قبیل‌پایهبرای‌حل‌انواع‌معادلات‌تابعی‌تنها‌با‌استفاده‌از‌پایه

‌شده ‌اندگرفته ‌این. ‌پایه‌از ‌از ‌استفاده ‌متعامدند‌میرو ‌نسبت‌به‌ضرب‌داخلی‌گسسته ‌که ‌بههای‌گسسته عنوان‌‌تواند

‌این‌جواب‌تابع‌تقریب‌در‌گسسته‌هایپایه‌از‌استفاده‌مزیت‌.شود‌روندی‌نو‌برای‌حل‌انواع‌مختلف‌معادلات‌بررسی

‌شود‌محاسبه‌(9)‌کافیست‌مجموع‌هان‌هایپایه‌گسسته‌داخلی‌ضرب‌از‌استفاده‌با‌‌ncضرایب‌محاسبه‌ایبر‌که‌است

‌ضرایب‌پیوسته‌توابع‌حسب‌تابع‌جواب‌بر‌بسط‌در‌که‌حالی‌در‌شوندمی‌محاسبه‌طور‌دقیقبه‌ضرایب‌نتیجه‌در‌که

‌هایمثال‌.آیندمی‌دستبه‌شوند،می‌زده‌تقریب‌عددی‌گیریانتگرال‌هایروش‌با‌غالباً‌که‌انتگرال‌یک‌محاسبه‌با‌بسط

‌این‌واقعیت‌است‌که‌پایه‌داده‌شده،‌عددی ‌.دهندمی‌دست‌هب‌خوبی‌هایتقریب‌با‌را‌جواب‌هان‌ۀگسست‌هایبیانگر

‌می ‌خصوصاًروش‌مذکور تعریف‌گسسته‌دارند،‌‌ۀمعادلات‌تصادفی‌که‌دامن‌تواند‌برای‌انواع‌مختلف‌معادلات‌کسری،

‌.کار‌گرفته‌شود‌به
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