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‌03/02/17پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌29/08/16دریافت‌

 چکیده

‌به‌حل‌عددی‌دسته ‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته ‌از ‌استفاده ‌با ‌این‌مقاله، ‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌‌در ای‌از

‌پردازیم‌می ‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌می. ‌به‌معرفی‌حساب‌کسری‌و ‌پردازیم‌ابتدا ‌نوع‌ریمان. لیوویل‌و‌-انتگرال‌کسری‌از

ضرب‌و‌ماتریس‌عملیاتی‌‌سپس،‌ماتریس‌عملیاتی‌انتگرال‌کسری،‌حاصل.‌شوند‌مشتق‌کسری‌از‌نوع‌کاپوتو‌در‌نظر‌گرفته‌می

برای‌حل‌مسئله‌کنترل‌بهینه،‌توابع‌موجود‌در‌مسئله‌با‌استفاده‌.‌شوند‌ای‌مورد‌نظر‌معرفی‌می‌برای‌بردار‌توابع‌پایه‌یتأخیر

‌توابع‌پایه ‌می‌از ‌ماتریس‌.شوند‌ای‌تقریب‌زده ‌و ‌یافته ‌خواص‌توابع‌کلاهی‌بهبود ‌از ‌استفاده های‌عملیاتی‌معرفی‌شده،‌‌با

با‌حل‌دستگاه‌حاصل،‌ضرایب‌مجهول‌توابع‌وضعیت‌و‌ورودی‌کنترل‌.‌شود‌دستگاهی‌از‌معادلات‌جبری‌غیرخطی‌حاصل‌می

‌جای ‌با ‌و ‌تقریبی‌از‌جواب‌مسئله‌حاصل‌می‌تعیین‌شده ‌شود‌گذاری‌این‌مقادیر، .‌ ‌چند‌مثال‌عددی‌پایاندر از‌‌گوناگون،

‌.شود‌یید‌دقت‌و‌کارآیی‌روش‌پیشنهادی‌در‌نظر‌گرفته‌میأمسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌برای‌ت

 

لیوویل،‌مشتق‌کاپوتو،‌ماتریس‌عملیاتی‌انتگرال،‌-کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری،‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته،‌انتگرال‌ریمان‌ۀمسئل‌:کلیدی ای واژه

‌ماتریس‌عملیاتی‌حاصلضرب،‌ماتریس‌عملیاتی‌تأخیر

 مقدمه

غیرصحیحی‌دلخواه‌ۀ‌ها‌از‌هر‌مرتب‌های‌مشتقات‌و‌انتگرال‌های‌اخیر،‌موضوع‌حساب‌کسری‌که‌شامل‌نظریه‌در‌دهه

،‌مدل‌[2]‌،‌مدل‌انتقال‌گرما[1]‌شناسی‌آب:‌های‌جهان‌واقعی‌مانند‌طور‌گسترده‌در‌توصیف‌بسیاری‌از‌پدیده‌است،‌به

‌پویا ‌دما[4]‌مالی‌،[3]‌ویسکوالاستیسیته ‌و ‌موتور ‌کنترل ‌پدیده‌[5]‌، ‌دیگر‌و ‌است[8]-[6]‌های ‌شده ‌استفاده ،‌.

‌معرفی‌روش ‌مرتب‌های‌مدل‌هایی‌برای‌تعیین‌جواب‌بنابراین، ‌های‌با ‌دکسری‌اهمیت‌زیادی‌دارۀ ‌این‌مدل. ها‌‌اغلب،

های‌تحلیلی‌برای‌این‌دسته‌از‌معادلات‌‌تعیین‌جواب.‌دیفرانسیل‌کسری‌هستند-شامل‌معادلات‌دیفرانسیل‌و‌انتگرال

برخی‌.‌اند‌شدهها‌معرفی‌‌های‌عددی‌بسیاری‌برای‌یافتن‌تقریبی‌از‌جواب‌آن‌رو،‌روش‌از‌این.‌دشوار‌و‌یا‌غیرممکن‌است

و‌‌[12]‌،‌روش‌عناصر‌متناهی[11]‌ها‌،‌روش‌موجک[10]‌9،‌روش‌تبدیل‌سومودو[9]‌ها،‌روش‌طیفی‌تاو‌از‌این‌روش

‌.ندهست‌[14]،‌[13]‌محلی‌روش‌هم

های‌کنترل‌و‌وضعیت،‌که‌‌از‌متغیر‌ای‌سازی‌یک‌تابعی‌روی‌مجموعه‌کمینهتعریف‌کلی‌یک‌مسئله‌کنترل‌بهینه‌به‌

برخی‌از‌.‌ها‌اشاره‌دارد‌ها‌و‌کنترل‌های‌دینامیکی‌روی‌وضعیت‌شود،‌تحت‌محدودیت‌به‌آن‌شاخص‌عملکرد‌گفته‌می

                                                           
 s.nemati@umz.ac.ir          نویسنده مسئول  *
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کنترل‌‌ۀشوند‌و‌منجر‌به‌مسئل‌های‌دینامیکی‌استفاده‌می‌عنوان‌محدودیتمعادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌وجود‌دارند‌که‌به

دلیل‌کاربرد‌در‌مهندسی‌و‌فیزیک‌توجه‌زیادی‌را‌به‌خود‌جلب‌‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌به‌.شوند‌بهینه‌کسری‌می

ای‌و‌موروثی،‌و‌فرآیندهای‌دینامیکی‌شامل‌پخش‌‌عنوان‌مثال،‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌مواد‌با‌اثرات‌حافظه‌به.‌اند‌کرده

های‌مرتبه‌صحیح‌‌تر‌از‌مدل‌رتبه‌کسری‌مناسبهای‌م‌متخلخل‌فراکتال‌با‌استفاده‌از‌مدل‌ۀگاز‌و‌هدایت‌گرما،‌در‌ناحی

‌[15]‌شوند‌بندی‌می‌مدل ‌می‌کاربرد. ‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌را ‌یافت‌[16]-[18]‌توان‌در‌های‌دیگری‌از اکثر‌.

گونه‌‌های‌عددی‌باید‌برای‌حل‌این‌های‌تحلیلی‌و‌دقیق‌نیستند،‌بنابراین‌روش‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌دارای‌جواب

‌ی‌و‌انتخاب‌شوندمسائل‌معرف های‌دینامیکی‌از‌مرتبه‌صحیح‌انجام‌‌سیستم‌ۀ‌کنترل‌بهین‌ۀ‌کارهای‌زیادی‌در‌زمین.

ن‌سعی‌ا،‌برخی‌از‌محققهای‌وسیع‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری،‌اخیراً‌با‌وجود‌کاربرد(.‌[19]-[21]مانند‌)شده‌است‌

های‌بیان‌‌روش‌توان‌به‌ها‌می‌ند‌که‌از‌بین‌آنهای‌عددی‌برای‌حل‌این‌نوع‌از‌مسائل‌بپرداز‌اند‌به‌گسترش‌روش‌کرده

 .‌دکراشاره‌‌[22]-[34]‌شده‌در

های‌قدرت،‌‌های‌زندگی‌واقعی‌مانند‌ارتباطات،‌سیستم‌نظریه‌معادلات‌دیفرانسیل‌تأخیری‌که‌در‌بسیاری‌از‌پدیده

میلادی‌‌9177،‌اولین‌بار‌در‌سال‌(مراجعه‌شود‌]36[،‌]33[به‌)حمل‌و‌نقل،‌بیولوژی،‌الکترونیک‌و‌شیمی‌کاربرد‌دارد‌

‌معرفی‌شد‌]37[در‌ مسئله‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌یک‌مسئله‌کنترل‌بهینه‌است‌که‌در‌آن‌شاخص‌عملکرد‌.

‌گرفته‌میتحت‌م ‌نظر ‌‌عادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌تأخیری‌در ‌]40[-]38[شود .‌ ‌اساس‌‌]49[در یک‌روش‌عددی‌بر

‌می‌9های‌برنشتاین‌ای‌جمله‌چند ‌تابع‌وضعیت‌ظاهر ‌در ‌آن‌تأخیر ‌در ‌کسری‌که ‌کنترل‌بهینه شود،‌‌برای‌حل‌مسئله

یک‌تکنیک‌عددی‌برای‌حل‌مسئله‌کنترل‌بهینه‌که‌در‌آن‌تأخیر‌‌]42[که،‌نویسندگان‌در‌‌حالی‌در.‌معرفی‌شده‌است

در‌‌2های‌لژاندر‌ای‌جمله‌های‌عملیاتی‌چند‌از‌ماتریس.‌اند‌دهد‌پیشنهاد‌کرده‌هم‌در‌تابع‌وضعیت‌و‌هم‌در‌کنترل‌رخ‌می

های‌‌یه‌موجکیک‌روش‌عددی،‌با‌استفاده‌از‌پا‌]44[در‌آخر،‌در‌.‌برای‌حل‌این‌نوع‌از‌مسائل‌استفاده‌شده‌است‌]43[

های‌ذکر‌شده،‌شاخص‌عملکرد‌مربعی‌در‌نظر‌‌در‌روش.‌برای‌حل‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌ارائه‌شده‌است‌3برنولی

‌.گرفته‌شده‌است

‌گیریم‌در‌این‌مقاله،‌مسئله‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌زیر‌را‌در‌نظر‌می
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‌این ‌مفهوم‌کاپوتو‌فرض‌می‌در ‌مشتق‌در ‌شود‌جا، .‌ ‌شکل‌انتگرالی‌محدودیت‌دینامیکی‌در ‌2)ابتدا ‌مفهوم‌( ‌در را

چنین‌دیگر‌توابع‌موجود‌در‌‌های‌وضعیت،‌کنترل‌و‌هم‌سپس،‌با‌استفاده‌از‌تقریب‌متغیر.‌آوریم‌می‌دست‌بهلیویل‌-ریمان

‌ ‌دینامیکی ‌2)محدودیت ‌اس( ‌ ‌یافته، ‌بهبود ‌کلاهی ‌توابع ‌اساس ‌ماتریسبر ‌از ‌روش‌‌تفاده ‌توابع، ‌این ‌عملیاتی های
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.‌یابد‌لژاندر‌و‌در‌آخر،‌روش‌ضرایب‌لاگرانژ،‌مسئله‌به‌حل‌دستگاهی‌از‌معادلات‌جبری‌کاهش‌می-گیری‌گاوس‌انتگرال

،‌معادلات‌انتگرال‌[45]‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌برای‌حل‌برخی‌از‌معادلات‌از‌جمله،‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌دوبعدی

‌استراتونویچ 9ولترای
‌ولترا[46]‌ ‌انتگرال ‌معادلات ‌خطی‌[47]‌فردهلم-، ‌ولترای ‌انتگرال ‌معادلات ‌از ‌دستگاهی ،

اند‌و‌نشان‌داده‌شده‌که‌تقریب‌توابع‌‌استفاده‌شده،‌[49]‌چنین‌برای‌حل‌معادلات‌دیفرانسیل‌کسری‌استراتونویچ‌و‌هم

‌.تری‌است‌بیشهمگرایی‌‌میزانبا‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌نسبت‌به‌توابع‌کلاهی‌دارای‌

.‌شود‌در‌این‌مقاله،‌ابتدا‌مقدماتی‌از‌حساب‌کسری‌و‌سپس‌خواص‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌در‌بخش‌دوم‌بیان‌می

‌معر ‌به ‌سوم، ‌بخش ‌ماتریسدر ‌حاصل‌فی ‌کسری، ‌انتگرال ‌عملیاتی ‌یافته‌‌های ‌بهبود ‌کلاهی ‌توابع ‌تأخیر ‌و ضرب

تحت‌(‌9)بخش‌چهارم‌به‌بیان‌یک‌تکنیک‌عددی‌برای‌حل‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌به‌شکل‌.‌پردازیم‌می

.‌شود‌ر‌نظر‌گرفته‌میهایی‌در‌بخش‌پنجم‌د‌برای‌نشان‌دادن‌کارآیی‌و‌دقت‌روش،‌مثال.‌یابد‌اختصاص‌می(‌2)شرایط‌

‌.پردازیم‌در‌آخر،‌در‌بخش‌ششم‌به‌بیان‌نتایج‌می

 مفاهیم اساسی
 های انتگرال و مشتق کسری عملگر

انتگرال‌کسری‌.‌شود‌‌در‌این‌بخش‌به‌صورت‌مختصر‌به‌مرور‌برخی‌از‌مفاهیم‌اولیه‌در‌حساب‌کسری‌پرداخته‌می

‌.ها‌و‌مشتقات‌کسری‌هستند‌ترین‌تعاریف‌انتگرال‌ادهلیوویل‌و‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌دو‌تعریف‌از‌پر‌استف-ریمان

0از‌مرتبه‌‌Iلیوویل‌-عملگر‌انتگرال‌ریمان‌.2تعریف  [50]‌شود‌تعریف‌می‌صورت‌دینب‌:‌
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αفرض‌کنید‌‌.1تعریف    ‌ ،       ‌ ،n  یک‌تابع‌پیوسته‌حقیقی‌مقدار‌تعریف‌شده‌روی‌  و

‌‌[50]‌شود‌تعریف‌می‌صورت‌دینگاه‌مشتق‌کسری‌کاپوتو‌ب‌باشد،‌آن‌     
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 ها توابع کلاهی بهبود یافته و خواص آن

‌یافته توابع‌کلاهی‌بهبود
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nیک‌عدد‌صحیح‌زوج‌است‌.‌

                                                           
1 Stratonovich 
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‌،‌داریم(22)لژاندر‌برای‌انتگرال‌-گیری‌گاوس‌با‌استفاده‌از‌انتگرال

 
1

[ , ] ( ( 1), ( ( 1)), ( ( 1))),
2 2 2 2

m
T Tf f f f

k k k k

k

t t t t
J X U h X U   



        (23)  

,k‌،1,2که‌در‌آن‌ ,k mۀای‌لژاندر‌از‌درج‌جمله‌های‌چند‌،‌صفر‌mو‌‌k[51]‌دهای‌متناظر‌هستن‌ها‌وزن‌‌. 

)حال‌متغیر‌وضعیت‌تأخیری‌ )x t و‌متغیر‌کنترل‌تأخیری‌‌( )u t صورت‌‌به(‌29)و‌(‌20)با‌استفاده‌از‌‌

‌:شوند‌تقریب‌زده‌می‌(‌24)

(24)‌
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

T T

T T

x t X t X R t

u t U t U R t


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> >

> >
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌142حل‌عددی‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته

و‌با‌استفاده‌از‌خاصیت‌بیان‌(‌2)روی‌سیستم‌دینامیکی‌‌‌ۀلیوویل‌از‌مرتب-از‌طرف‌دیگر،‌با‌اعمال‌انتگرال‌ریمان

‌:،‌داریم(4)شده‌در‌

(23)‌
0( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )],x t x t I c t x t d t u t e t x t f t u t g t         ‌‌

که‌در‌آن‌
1

0 0

1

( ) (0)
!

in
i

i

t
x t a x

i





 ‌.‌

‌جای ‌29)های‌‌گذاری‌تقریب‌اکنون‌با )‌ ‌24)و )‌ ‌23)در )‌ ‌سیستم‌دینامیکی‌در ‌2)تقریبی‌از حاصل‌‌(26)صورت‌‌به(

‌:شود‌می

(26)‌
( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )],

T T T T T T

T T T T T

X t A t I X t t C U t t D

X R t t E U R t t F G t



 

        

       
‌‌

0بردار‌ضرایب‌تقریب‌تابع‌‌Aکه‌در‌آن‌ ( )x t0گزینی‌تابع‌‌بر‌اساس‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌است‌که‌با‌جای‌ ( )x t‌

‌:داریم(‌26)در‌(‌91)و‌(‌97)با‌استفاده‌از‌.‌آید‌دست‌می‌به(‌1)در‌
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

T T T T T

T T

X t A t X CP t U DP t X R E t

U R FP t G P t

 



 



        

   
 

به‌دستگاهی‌از‌معادلات‌جبری‌خطی‌(‌2)کلاهی‌بهبود‌یافته،‌سیستم‌دینامیکی‌در‌با‌توجه‌به‌استقلال‌خطی‌توابع‌

 :یابد‌کاهش‌می‌صورت‌دینب
( ) ( ) ( ) ( ) 0.T T T T T T TX A X CP U DP X R E U R FP G P   

         

‌داریم(‌29)و‌تقریب‌این‌تابع‌در‌معادله‌(‌2)در‌‌uاز‌طرف‌دیگر،‌با‌توجه‌به‌شرط‌اولیه‌برای‌تابع‌

(0) (0) (0),Tu b U >  

‌و‌یا

(0) (0) 0.TU b    

‌‌:کنیم‌اکنون،‌با‌استفاده‌از‌روش‌ضرایب‌لاگرانژ‌تعریف‌می
* ( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2

[ , , , ] [ , ] [

] [ (0) (0)] .

T T T T T

T T T

J X U J X U X A X CP U DP X R E

U R FP G P U b

 



 



 

 

     

    
 

‌بردار‌ضرایب‌لاگرانژ‌مجهول‌به‌شکل‌1ضریب‌لاگرانژ‌مجهول‌و‌‌2که‌در‌آن‌

1 1,0 1,1 1,2 1,[ , , , , ] ,T

n      

‌:به‌صورت‌زیر‌هستند(‌2)تحت‌شرایط‌(‌9)با‌توجه‌به‌روش‌ضرایب‌لاگرانژ،‌شرایط‌بهینگی‌شاخص‌عملکرد‌.‌است

(27)‌

* *

1 2 1 2

* *

1 2 1 2

1 2

[ , , , ] [ , , , ]
0, 0,

[ , , , ] [ , , , ]
0, 0.

J X U J X U

X U

J X U J X U

   

   

 

 
 

 

 
 

 

‌‌

های‌تابع‌وضعیت‌‌گذاری‌تقریب‌با‌جای‌.شوند حاصل‌می(‌27)با‌حل‌دستگاه‌معادلات‌‌2و‌‌X‌،U‌،1های‌‌مجهول

( ) ( )Tx t X t>ورودی‌‌ ‌کنترل ‌تابع )و ) ( )Tu t U t>‌‌ ‌حاصل‌(23)در ‌بهینه ‌شاخص‌عملکرد ‌از ‌تقریبی ،

‌.شود‌می

‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌122
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 های عددی مثال

منظور‌نشان‌دادن‌دقت‌و‌کارآیی‌روش‌پیشنهادی،‌چند‌نوع‌مختلف‌از‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌‌در‌این‌بخش،‌به

‌برای‌حل‌آن‌تأخیری‌را‌در‌نظر‌می ‌کنیم‌ها‌اعمال‌می‌گیریم‌و‌این‌روش‌را های‌این‌‌مثال‌ۀقابل‌ذکر‌است‌که‌در‌هم.

‌-گیری‌گاوس‌بخش‌برای‌انتگرال ‌از 10mلژاندر استاستفا‌‌ ‌شده ‌ده ‌این‌مثال‌برنامه. ‌نرم‌های‌مربوط‌به ‌با افزار‌‌ها

‌.چنین،‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌حاصل‌از‌روش‌تکراری‌نیوتن‌استفاده‌شده‌است‌هم.‌اند‌متمتیکا‌نوشته‌و‌اجرا‌شده

 :[24]‌گیریم‌دهد‌را‌در‌نظر‌می‌که‌در‌آن‌هیچ‌تأخیری‌رخ‌نمی(‌28)مسئله‌کنترل‌بهینه‌کسری‌‌:2مثال 

(28)‌ 
2

9/10
1 2

2 4

0

20
min ( ) ( ) ,

9 (9 /10)

t
J x t t u t t dt

  
      

   
‌‌

‌‌با‌شرایط

(21)‌
1.1 2( ) ( ) ( ),

(0) '(0) 0.

D x t t x t u t

x x

 

 
‌‌

)2توابع )x t tو‌‌        
  

   
 

  
 
‌0Jکمینۀهستند‌و‌مقدار‌‌Jشاخص‌عملکرد‌‌ۀ‌کنند‌کمینه‌      ‌

حاصل‌‌Jمقادیر‌تقریبی.‌کنیم‌را‌حل‌می(‌21)-(28)‌ۀمسئل‌nبا‌استفاده‌از‌روش‌پیشنهادی‌و‌با‌مقادیر‌مختلف‌.‌است

های‌لژاندر‌و‌با‌‌ای‌با‌استفاده‌از‌چندجمله‌[24]از‌روش‌بیان‌شده‌در‌این‌مقاله‌و‌جواب‌حاصل‌از‌روش‌ارائه‌شده‌در‌

1.314مقدار‌تقریبی‌‌   با‌قرار‌دادن‌.‌اند‌گزارش‌شده‌9در‌جدول‌‌،    3J e نمودار‌.‌شود‌حاصل‌می‌

‌.نمایش‌داده‌شده‌است‌9ها‌در‌شکل‌‌دقیق‌آن‌های‌همراه‌جواب‌به‌   با‌‌xو‌uهای‌تقریبی‌برای‌توابع‌‌جواب

1با  2برای مثال  ]14[با روش  nازای مقادیر مختلف  به Jمقایسه مقادیر تقریبی شاخص عملکرد . 2جدول  ‌

 [24]‌روش‌لژاندر‌روش‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته

n‌ m‌ 

4 8 16 32 64 128 258 8 

666/6 e 5-  686/1 e 6-  191/1 e 7-  696/1 e 8-  606/1 e 9-  611/6 e 10-  668/6 e 11-  7.034e-8 

‌

‌
با استفاده ( سمت چپ) xو تابع وضعیت ( سمت راست) uهای دقیق و تقریبی تابع کنترل  مقایسه جواب. 2شکل 

2nاز    2برای مثال 
،‌[42]-[44]‌گیریم‌مسئله‌کنترل‌بهینه‌کسری‌زیر‌که‌در‌آن‌تأخیر‌در‌تابع‌وضعیت‌وجود‌دارد‌را‌در‌نظر‌می: 1مثال 

[52].‌

n 2

دقیق جواب
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌122حل‌عددی‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته

2
2 2

0

1
min ( ( ) ( )) ,

2
J x t u t dt   

‌سیستم‌دینامیکیبا‌

( ) ( 1) ( ), 0 1,

( ) 1, [ 1,0],

D x t x t u t

x t t

     

  
 

0که‌در‌آن‌ 2t 1و‌در‌‌t  ‌،( ) 0x t .‌‌‌

‌‌جواب ‌با ‌روش‌حاضر ‌از ‌استفاده ‌‌nهای‌عددی‌با ‌با 1های‌مختلف‌و از‌به‌‌ ‌استفاده ‌نتایج‌عددی‌با همراه

پالس‌-و‌توابع‌هایبرید‌بلاک‌[44]‌های‌برنولی‌،‌موجک[43]‌های‌لژاندر‌ای‌،‌چندجمله[42]‌های‌برنشتاین‌ای‌چندجمله

برای‌‌و‌مقادیر‌مختلف‌‌    های‌عددی‌با‌‌چنین،‌جواب‌هم.‌نمایش‌داده‌شده‌است‌2،‌در‌جدول‌[52]و‌لژاندر‌

‌.اند‌رسم‌شده‌2در‌شکل‌‌xو‌تابع‌وضعیت‌uتابع‌کنترل‌ورودی‌

1با  1های موجود دیگر برای مثال  و مقایسه آنها با روش nبه ازای مقادیر مختلف  Jمقادیر تقریبی . 1جدول    

‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌‌روش

n‌2‌4‌8‌96‌32‌64‌928‌236‌392‌

J‌‌2996/9‌6873/0‌6383/0‌6404/0‌6392/0‌6266/0‌6243/0‌6239/0‌6223/0‌

‌‌]42[های‌برنشتاین‌‌ای‌چندجمله‌روش

(6m )‌

‌‌]43[های‌لژاندر‌‌ای‌چندجمله

(6M )‌‌

‌]44[های‌برنولی‌‌موجک

(2k   ‌،6M )‌

‌]32[هایبرید‌لژاندر‌

(4K ‌،4M )‌ 

J‌6389/0‌4727/0‌3048/0‌8392/0‌

 

   
 به ازای مقادیر (سمت چپ) xو تابع وضعیت ( سمت راست) uتابع کنترل های تقریبی  جواب. 1شکل 

 a=1, 0.9,0.8, 0.7 ازبا استفادهn=64   1برای مثال 

شود‌که‌در‌آن‌تأخیر‌در‌کنترل‌‌ورت‌در‌نظر‌گرفته‌میص‌دیندر‌این‌مثال،‌یک‌مسئله‌کنترل‌بهینه‌کسری‌ب‌:2مثال 

‌.[53]‌،[43]‌دهد‌ورودی‌رخ‌می
1

2 24

0

1
min ( ( ) ( )) ,

2
J x t u t dt   

‌با‌شرایط

1
( ) ( ) ( 0.1) ( ), 0 , 0 1,

4

(0) 1,

( ) 0, [ 0.1,0].

D x t x t u t u t t
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u t t

        



  
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9317پاییز‌و‌زمستان،‌2،‌شماره‌4جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌121
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

1ازای‌به‌nبا‌استفاده‌از‌مقادیر‌مختلف‌‌Jهای‌حاصل‌از‌روش‌پیشنهادی‌در‌این‌مقاله‌برای‌‌جواب ،در‌جدول‌‌

و‌‌[43]‌های‌لژاندر‌ای‌چندجملهاند،‌روش‌‌هایی‌که‌از‌قبل‌برای‌این‌مسئله‌پیشنهاد‌شده‌روش.‌است‌‌نشان‌داده‌شده‌3

‌‌ای‌در‌روش‌چندجمله.‌ندهست‌[53]‌9های‌بزیر‌ترین‌مربعات‌بر‌اساس‌منحنی‌روش‌تقریب‌کم 7Mهای‌لژاندر‌با ‌

0.0143671Jمقدار‌تقریبی‌ 0.1565867و‌در‌روش‌دوم‌مقدار‌‌J 3در‌جدول‌‌که‌چنان.‌حاصل‌شده‌است‌‌

.‌مطابقت‌دارند‌تقریباً‌[53]‌شود،‌جواب‌حاصل‌از‌روش‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌و‌جواب‌روش‌ارائه‌شده‌در‌مشاهده‌می

64nهای‌تقریبی‌حاصل‌از‌‌چنین،‌نمودار‌جواب‌هم 1و‌‌, 0.9, 0.8, 0.7 برای‌تابع‌کنترل‌‌uو‌تابع‌وضعیت‌‌

xشود‌مشاهده‌می‌3در‌شکل‌‌‌‌‌.‌

1و با  nبه ازای مقادیر مختلف  Jمقادیر تقریبی شاخص عملکرد . 2جدول    2برای مثال‌

n‌2‌4‌8‌96‌32‌64‌928‌236‌392‌

J‌‌9367/0‌9333/0‌9330/0‌9338/0‌9340/0‌9337/0‌9337/0‌9336/0‌9336/0‌

‌

‌
ازای مقادیر  به (سمت چپ) xو تابع وضعیت( سمت راست) uتابع کنترل های تقریبی  جواب. 2شکل 

a=1,0.9,0.8,0.7   با استفاده ازn=64  2برای مثال 
، [44]، [42]‌گیریم‌کنترل‌بهینه‌کسری‌زیر‌با‌تأخیر‌در‌کنترل‌و‌وضعیت‌را‌در‌نظر‌می‌ۀ‌در‌این‌مثال،‌مسئل‌:4مثال 

[54]‌
1

2 2

0

1 1
min ( ( ) ( )) ,

2 2
J x t u t dt   

‌با‌شرایط

1 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1,

3 2 3

1
( ) 1, [ ,0],

3

2
( ) 0, [ ,0],

3

D x t x t x t u t u t

x t t

u t t

         

  

  

 

0که‌در‌آن‌ 1t و‌‌
1

( ) 0,
3

x t t  ‌.‌

1برای‌nبا‌مقادیر‌مختلف‌‌Jنتایج‌عددی‌برای همراه‌نتایج‌‌با‌استفاده‌از‌روش‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌به‌

‌[42]‌های‌برنشتاین‌ای‌های‌چندجمله‌حاصل‌از‌روش ‌برنولی‌توابع‌هایبرید‌بلاک، ‌موجک‌[54]‌پالس‌و های‌برنولی‌‌و

تا‌سه‌رقم‌با‌‌ کمینهتوان‌دریافت‌که‌مقدار‌‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌مقادیر‌جدول‌می.‌شود‌مشاهده‌می‌4،‌در‌جدول‌[44]

                                                           
1. Bezier 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌122حل‌عددی‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته

‌0.234Jدرست‌معنای 64حاصل‌از‌‌های‌تقریبی‌علاوه،‌نمودارهای‌جواب‌به.‌است‌n 1,0.9,0.8,0.7و‌ ‌

‌.‌‌‌شود‌مشاهده‌می‌4در‌شکل‌‌xو‌تابع‌وضعیت‌‌uبرای‌تابع‌کنترل‌

1با  4های موجود دیگر برای مثال  ها با روش و مقایسه آن nازای مقادیر مختلف  به Jمقادیر تقریبی. 4جدول   

‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌‌روش

n‌2‌4‌8‌96‌32‌64‌928‌236‌392‌

J‌‌2134/0‌2291/0‌2303/0‌2394/0‌2386/0‌2338/0‌2336/0‌2344/0‌2348/0‌

‌‌]42[های‌برنشتاین‌‌ای‌چندجمله‌روش

(6m )‌

‌‌]34[پالس‌و‌برنولی‌‌‌هایبرید‌بلاک

(3N   ‌،1M )‌

‌]44[های‌برنولی‌‌موجک

(2k   ‌،6M ) 

J‌3136/0‌3739/0‌9027/0‌

‌

   ‌
به ازای مقادیر  (سمت چپ) xو تابع وضعیت ( سمت راست) uتابع کنترل های تقریبی  جواب. 4شکل 

a=1,0.9,0.8,0.7   با استفاده ازn=64  4برای مثال 

مصرفی‌بر‌حسب‌ثانیه‌توسط‌پردازنده‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌غیرخطی‌حاصل‌از‌اجرای‌روش‌در‌آخر،‌مدت‌زمان‌

‌.شود‌مشاهده‌می‌3،‌در‌جدول‌4-9های‌‌پیشنهادی‌در‌این‌مقاله‌برای‌مثال

 4-2های  زمان مصرفی برحسب ثانیه توسط پردازنده برای مثال. 2جدول 

n‌ 2‌4‌8‌96‌32‌64‌928‌236‌392‌

9‌000/0مثال‌  000/0  096/0  047/0  901/0  461/0  873/9  601/90  ─ 

2‌000/0مثال‌  000/0  000/0  093/0  047/0  987/0  828/0  433/4  972/21  

3‌000/0مثال‌  000/0  000/0  093/0  014/0  406/0  860/9  483/99  864/71  

4‌000/0مثال‌  000/0  096/0  039/0  990/0  468/0  707/2  601/93  798/901  

 

 گیری نتیجه

در‌این‌مقاله،‌یک‌روش‌عددی‌بر‌اساس‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌برای‌حل‌مسائل‌کنترل‌بهینه‌کسری‌تأخیری‌

لژاندر‌و‌روش‌ضرایب‌-گیری‌گاوس‌همراه‌روش‌انتگرال‌ای‌به‌های‌عملیاتی‌توابع‌پایه‌استفاده‌از‌ماتریس.‌شده‌است‌داده

‌ ‌به ‌را ‌نظر ‌مورد ‌مسئله ‌معادلات‌جبری‌غیرخطی‌کاهش‌میلاگرانژ، ‌از ‌دهد‌حل‌دستگاهی ‌حاصل،‌. ‌حل‌دستگاه با

دست‌آمده‌در‌‌ههای‌ب‌گذاری‌تقریب‌با‌جای.‌شود‌های‌تقریبی‌برای‌تابع‌کنترل‌ورودی‌و‌تابع‌وضعیت‌حاصل‌می‌جواب

نه‌کسری‌روش‌پیشنهادی‌روی‌چند‌نوع‌مختلف‌از‌مسائل‌کنترل‌بهی.‌شود‌شاخص‌عملکرد،‌تقریبی‌از‌آن‌حاصل‌می

ای‌در‌نظر‌گرفته‌شد‌که‌در‌آن‌‌منظور‌نشان‌دادن‌دقت‌بالای‌روش،‌در‌مثال‌اول‌مسئله‌به.‌تأخیری‌اعمال‌شده‌است

های‌حاصل‌از‌روش‌پیشنهادی‌با‌جواب‌دقیق‌‌با‌مقایسه‌جواب.‌هیچ‌تأخیری‌رخ‌نداده‌و‌جواب‌تحلیلی‌آن‌موجود‌است
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،‌دقت‌بالای‌روش‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌[24]‌های‌لژاندر‌در‌یا‌شده‌بر‌اساس‌چندجمله‌دادهو‌مقایسه‌آن‌با‌روش‌

‌شود‌یید‌میأت ‌جواب‌هم. ‌مثال‌چنین، ‌نشان‌هب‌4-2های‌‌هایی‌که‌در ‌است‌همگرایی‌این‌جواب‌ۀدهنددست‌آمده ‌ها با‌.

‌[43]شده‌در‌‌دادههای‌‌حاصل‌از‌روش‌پیشنهادی‌در‌این‌مقاله‌با‌روش‌xو‌uهای‌تقریبی‌توابع‌‌نمودار‌جوابۀ‌مقایس

‌ ‌مشاهده‌می[44]و ‌جواب‌شود‌که‌بر‌خلاف‌روش‌، ‌شرایط‌اولیه‌‌های‌مذکور، های‌روش‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌در

‌کنند‌صدق‌می های‌‌ریسهسنبرگی‌و‌مات‌ماتریس‌عملیاتی‌انتگرال‌کسری‌توابع‌کلاهی‌بهبود‌یافته‌یک‌ماتریس‌بالا.

برای‌.‌همین‌دلیل،‌هزینه‌محاسباتی‌روش‌پیشنهادی‌کم‌است‌به.‌عملیاتی‌حاصلضرب‌و‌تأخیر‌این‌توابع‌تنک‌هستند

‌.نمایش‌داده‌شده‌است‌3در‌جدول‌‌4-9های‌‌یید‌این‌نکته،‌زمان‌انجام‌محاسبات‌برای‌حل‌مثالأت
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