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  مجموع دو عملگر ۀرو برای تقریب ریش پس –رو  یک الگوریتم تصویری پيش



 وحیدداداشی

 گروهریاضی،واحدساریدانشگاهآزاداسلامی،

90/45/19پذیرش40/41/16دریافت

 چکيده

پیشیک تصویری ریشپس-روالگوریتم یافتن برای ۀرو هیلبرت فضای در غیرخطی عملگر دو مجموع نظررا در

گیریممی ۀدنبال. شده بهوسیلۀبهتولید ریشالگوریتم به عملگرۀصورتقویهمگرا دو یکنوایبه-  مجموع قوی طور

ۀنقطهثابتومسئلۀنامساویتغییراتی،مسئلۀمسئلدستآمدهرابرایحلنتیجهبه.معکوسویکنوایماکسیمالاست

 .بریمکارمیهتعادلب

 

 .روپس–روعملگریکنوایماکسیمال،عملگرحلال،الگوریتمتصویریپیش: های کليدی واژه
 

 مقدمه

مهمدلیلبه  یکیاز عملگرهاییکنوا رده استهاینگاشتترینردهکاربردهایفراوان، بسیاریازبرایحل.ها

هایلازماستکهمسئلهغیره،هاینامساویتغییراتیوسازیمحدب،مسئلههایبهینههایمهممانندمسئلهمسئله

 .ومنابعدرآنهامراجعهشود[5]-[9]تربهبیشبررسیبرای.شمولیتیکنواراحلکنیم

اولینالگوریتم یکنوا عملگر 6]مارتینتوسیلۀبهبرایتقریبریشه دشمعرفی[ دهه. محققاندر هایگذشته،

،[9]دندکرهایمختلفیرابرایهمگراییبهریشهعملگریکنوایماکسیمالدرفضایهیلبرتارائهوبررسیالگوریتم

[8]-[90].

یافتنریشههایعملگریافتنریشهبراییکتعمیم طورقوییکنوایبه-  هایمجموعدوعملگرهایغیرخطی،

هایروبراییافتنریشهپس-نامروشتکراریپیشروهتکراریبی،روش[95]پستی.استمعکوسویکنوایماکسیمال

هایمجموعدوعملگروجودداردکهبرایمثالبههایگوناگونیازیافتنریشهکاربرد.دکرمجموعدوعملگرمعرفی

هایمجموعدوهاییرابراییافتنریشهاخیراَ،برخیمحققانالگوریتم.دشوعهومنابعآنهامراج[98]،[99]،[96]

،[24]،[91]بررسیکردندطورقوییکنوایمعکوسویکنوایماکسیمالمعرفیوتحتشرایطمتفاوتیبه-  عملگر

[29]،[22]. 

یکالگوریتمتصویریپیش بالا، در توجهبهمطالبگفتهشده عملگرروپس-روبا براییافتنریشهمجموعدو

همگراییقویراتحتشرایطکمیرویۀقضی.کنیمطورقوییکنوایمعکوسویکنوایماکسیمالمعرفیمیبه  

 .کنیمهایکنترلیثابتمیدنباله

ب مقاله استدیناین یافته سازمان شرح . بخش جمعدوم وبه باناخ فضاهای هندسه تعاریف از برخی آوری

روراپس-رو،الگوریتمتصویریپیشسومدربخش.هاموردنیازخواهدبودپردازدکهدرباقیبخشعملگرهاییکنوامی
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هایریاضیپژوهش9311تابستان،2،شماره6جلد512
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

طورقوییکنوایمعکوسبه  الگوریتمرابهریشهمجموعدوعملگروسیلۀبهارائهوهمگراییقویدنبالهتولیدشده

هاینقطهثابت،رابرایحلمسئلهسومهایبخش،ایدهچهارمسرانجام،دربخش.کنیمویکنوایماکسیمالثابتمی

 .بریمکارمیهنامساویتغییراتیوتعادلب

 

 مفاهيم و تعاریف اوليه

   فرضکنید.درادامهبهآنهانیازمندیمکنیمکههایاساسیراارائهمیدراینبخش،برخیمفاهیم،تعاریفولم

همگراییقوی.است     وضربداخلی   مجهزبانرم   زیرمجموعهناتهی،بستهومحدبازیکفضایهیلبرت

  .مدهینشانمی      رابا   به      دنباله

 :داشتهباشیم       نامیمهرگاهبرایهرراغیرانبساطیمی       نگاشت.1تعریف 

               

  داشتهباشیم       گوییمهرگاهبرایهرغیرانبساطیمیراقطعاً   نگاشت 

                      

با   مجموعهنقاطثابت                دهیمیعنینشانمی      را    بدیهیاستکهاگر.

 .بستهوکرانداراست      گاهغیرانبساطیباشدآن

مقداری. 5تعریف  می        نگاشتچند یکنوا برایهررا اگر هر       نامیم  و         و

  داشتهباشیم        

             . 

یکنوایماکسیمالمی        یکعملگریکنوا  آنبهرا نمودار اکیدمشمولنامیمهرگاه هرطور نمودار در

عملگریکنوایدیگریدرفضاییکساننباشد بهؤمۀدامن. را                    صورتثرعملگر

  .مکنیتعریفمی

مقداری. 3تعریف  تک نگاشت ر       یک  میبه- ا معکوس یکنوای قوی هرطور برای اگر  نامیم

  داشتهباشیم      

                      

  .تیکعددمثبتاس   کهدرآن 

.طورقوییکنوایمعکوس،یکنواوپیوستهاستبه-  تواندیدکههرنگاشتراحتیمیبه

طورقویبه- نگاشت      ، زیرمجموعهناتهی،بستهومحدبازفضایهیلبرت   فرضکنید[23].4لم 

:داریم       گاهبرایهرآن.استیکمقدارثابت     یکنوایمعکوسو

                                          

 .غیرانبساطیاست      ،آنگاه      ویژه،اگربه 

باشند     عملگریکنوایماکسیمالو        فرضکنید .2تعریف  تعریف           عملگر.

به می             صورتشده حلال عملگر نامیمرا که. است و    واضح است غیرانبساطی قطعا

            .

 اگر.یکعملگراست       و   زیرمجموعهناتهی،بستهومحدبازفضایهیلبرت   فرضکنید [23]. 2لم
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 512مجموعدوعملگرۀروبرایتقریبریشپس–رویکالگوریتمتصویریپیش

 .                      گاهیکعملگریکنوایماکسیمالباشد،آن       

     نامیماگربههرراعملگرتصویرمتریکمی    عملگر.است   زیرمجموعهمحدبوبستهاز   فرضکنید

  کهطوریرانسبتدهدبه     ینزدیکتریننقطه

                    . 

 .دهندمینشان     نامیدهوبا   بهروی   راتصویراز   عضو 

هیلبرتو   فرضکنید. 2لم  از   یکفضای بسته و محدب است   زیرمجموعه هرآن. برای ،    گاه

  استاگروتنهااگر      

                . 

  کنندصدقمی(9)است،دراینصورتتصویردرنامساوی   زیرمجموعهمحدبوبستهاز   فرضکنید 

                                . (9)  

 .است   غیرانبساطیدربنابراینتصویریکعملگرقطعاً 

ناتهیازفضایباناخاززیرمجموعه      ۀبراییکدنبال بستهو را         و        ، هایمحدب،

 :کنیمصورتتعریفمیدینب

وبرای   همگرایقویبه      کهطوریموجودباشدبه        ۀدنبالاگروتنهااگر           گوییم

 .      داشتهباشیم     هر

     ۀاگروتنهااگرزیردنبال           گوییمطورمشابهمیبه
موجود        ۀویکدنبال      از  

       داشتهباشیم     هروبرای   همگرایضعیفبه      کهطوریباشدبه
 . 

  درتساوی   اگر

                   

         صورتوبهاست    درمفهوممسکوهمگرابه      ۀگوییمدنبالصدقکند،می 
   

نویسیممی   

 درمفهوممسکوهمگرابه      گاهشمولیتنزولیباشدآنۀتحترابط      تواننشانداداگرراحتیمیبه[.25]

    
.ثابتشدهاست[26]تسوکاداوسیلۀبهلمزیرین.راببینید[25]تربرایجزئیاتبیش.است    

هایمحدب،بستهویکدنبالهاززیرمجموعه      یکفضایباناخانعکاسیاکیدامحدبو   فرضکنید.8 لم

         اگر.است   ناتهیاز
   

   ،   گاهبرایهرموجودوناتهیباشد،آن   
 همگرایضعیفبه  

   
آن       استکهدر

    و 
ازبه  هستند    و    به   ترتیبتصویر اگر. این، بر دارایویژگی   علاوه

.کلیباشد،همگراییقویخواهدبود-کادک

 

 رو پس-رو الگوریتم تصویری پيش

روبراییافتنریشهمجموعدوپس-روهمگراییقویرابااستفادهازالگوریتمتصویریپیشۀاینبخشقضیدر 

 .کنیمطورقوییکنوایمعکوسویکنوایماکسیمالثابتمیبه-  عملگر

یکفضایهیلبرت   فرضکنید. 9 ۀقضي بستهاز محدبو  زیرمجموعهناتهی، - شتیکنگا      ،

2بهتوی   عملگریکنوایماکسیمالاز   طورقوییکنوایمعکوسوبه
 

   مشمولدر   کهدامنهطوریباشندبه

      فرضکنیددنباله.درنظربگیرید     ازایبه   راعملگرحلال    عملگر.             باشدو
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هایریاضیپژوهش9311تابستان،2،شماره6جلد518
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 :باشد(2)الگوریتموسیلۀبهتولیدشده

 

 
 
 

 
       

          

                 

                           

        
     

  (2)  

اگر .     و      کهدرآن 
 

 
همگرای      ۀگاهدنبال،آن        و        

 .                  استکهدرآن               قویبه

ثابتمی .اثبات ابتدا       کنیمدنبالهدر 2)الگوریتموسیلۀبهتولیدشده خوشتعریفاست( توانراحتیمیبه.

 هرکربررسی برای که است   ،   د محدب و بسته مجموعه یک هر. می   برای نشان که،  دهیم

             . 

راداشته                ،   یکفرضکنیدکهبرای .             وضوحداریمبه

بنابراین              .باشیم بگیرید، نظر در این.        را رواز     چون .      ،
 

  شودکهنتیجهمی    است،بااستفادهازتعریف   عملگرحلال
     

  
                                                                     (3)  

  یکنواست،داریم   کهباتوجهبهاین 

   
     

  
             . 

  روازاین 

                             

                                    (0)  

  :آوریمدستمیهب    ازتعریف 

                                                   

                                  
              

                                       

       
              

                                      (5)  

  وفرضیاتداریم(5)،(0)از 

                              

                                              

          
          

                                 

          
          

                        
            

                                   

می  نتیجه استقرایریاضیبرایهر     . دهدکه می   با نتیجه ،               . کهشود
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 519مجموعدوعملگرۀروبرایتقریبریشپس–رویکالگوریتمتصویریپیش

 .خوشتعریفاست      ۀبنابرایندنبال

یکتای            چون عضو محدباست، و بسته است                 غیرتهی، موجود

         از .                کهطوریبه
  شودکهنتیجهمی     

                       (6)  

    واینحقیقتکه(6)،  ازتعریف.کرانداراست      ۀدنبال،روایناز 
  غیرانبساطیاست،داریم 

           
              

          

                      

          (9)  

  داریم    ازتعریف.کرانداراست      ولذا 

                               

                       

 .نیزکرانداراست    ۀبنابرایندنبال 

      قراردهید
8بااستفادهازلم.   است،پس              ،   چونبرایهر .   

می کهنتیجه         شود
این .            دهیمنشانمی .          به توجه  کهبا

 :،داریم    

                                       

 بنابراین، 

                                   . 

 و     ،روازاین.         توانیمنتیجهبگیریمکهپسمی 

         
 

    
           (8)  

  :گیریمکهنتیجهمی         واینکه   ،یکنوایی(3)از.    بنابراین، 

    
     

  
            . (1)  

حالیکنوایماکسیمال.              شودنتیجهمی     وۀمذکورباگرفتنحدازرابط 

 .            ،پس      دهدکهنتیجهمی   بودن

   داریم(6)از.                 دهیمکهاکنوننشانمی
   

بنابراین،.              

  گیریمنتیجهمی              و                   کهازاین

                 
   

              . 

      ۀرودنبالدهدوازاینرانتیجهمی                    ،               همراهیکتاییاینبه 

  .دکناینبرهانراکاملمی.است                 همگرایقویبه

.آوریمدستمیهراب94درنظربگیریم،نتیجه    ،1ۀاگردرقضی

 عملگریکنوایماکسیمالاز   و  زیرمجموعهناتهی،محدبوبستهازیکفضایهیلبرت   فرضکنید.11 ۀنتيج

2بهتوی  
 

تولیدشده      ۀفرضکنیددنبال.        استو   مشمولدر   ۀکهدامنطوریباشدبه 

  :دباش(94)الگوریتموسیلۀبه
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  (94)  

    و      کهدرآن   اگر.
 

 
         آن        و همگرای      دنبالهگاه،

.           استکهدرآن          قویبه

 

 کاربردها

هدفدراینبخشایناستتابهبحثدرموردکاربردهاییازقضیهاصلیدرمسئلهنامساویتغییراتی،مسئله 

  .منقطهثابتومسئلهتعادلبپردازی

 نامساوی تغييراتی

صورتبه   از         زیردیفرانسیل.باشد               ومحدب   فرضکنیدکهتابع

 :شودزیرتعریفمی

.                                   

تابع[29].11ۀ قضي نیمپیوستهپایینیباشد            فرضکنیدکه محدبو سره،     گاهآن.

 .یکنوایماکسیمالاست

        اگروتنهااگر        بدیهیاستکه
   

    . 

 :شودصورتتعریفمیدیننشاندادهوب    رابا   تابعمشخصهازمجموعه

       
      
       

  

یکتابعسره،محدبونیم    پس.باشد   محدبوبستهازیکفضایهیلبرتزیرمجموعهناتهی،   فرضکنید 

  چنینداریمهم.یکعملگریکنوایماکسیمالاست    از     است،زیردیفرانسیل   پایینیرویپیوسته

                   

            کهدرآن 
  چنینداریمهم.است     برای   

         
                    

               

              

          . 

:راداریم92ۀنتیجرو،ازاین 

- یکنگاشت       و   زیرمجموعهناتهی،محدبوبستهازیکفضایهیلبرت   فرضکنید. 15 ۀقضي

بهبه قوییکنوایمعکوسباشد          کهطوریطور دنبال.       ۀفرضکنید اینبهتولیدشده وسیلۀ

 :الگوریتمباشد
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    و      کهدرآن  . اگر
 

 
         آن        و همگرای      ۀگاهدنبال،

.             استکهدرآن            قویبهنقطه

 نقطه ثابت ۀمسئل

      رابا   مجموعهنقاطثابت.بریمکارمیهرابراییافتننقطهثابتنگاشتشبهانقباضیاکیدب(2)لگوریتما 

موجود         نامیمهرگاهشبهانقباضیاکیدمی- را       کنیمکهنگاشتیادآوریمی.دهیمنشانمی

  کهطوریباشدبه

                                    . 

های،ردهنگاشت   اگر.معرفیشدهبود[28]برادروپتریشینوسیلۀبههایشبهانقباضیاکیدردهنگاشت 

.یابدهایغیرانبساطیتنزلمیشبهانقباضیاکیدبهردهنگاشت

شبهانقباضی- نگاشت       و   فضایهیلبرتزیرمجموعهناتهی،محدبوبستهاز   فرضکنید. 13 ۀقضي

 :الگوریتمباشدوسیلۀاینبهتولیدشده      ۀفرضکنیددنبال.باشد        اکیدبا

 
 
 

 
                       

                 

                           

        
     

  

اگر.    و      کهدرآن 
 

 
       و        

   

 
همگرای      ۀدنبالگاه،آن

 .         استکهدرآن        قویبهنقطه

یکنگاشت   ،دراینصورتبدیهیاستکه     قراردهید.اثبات
9  

 
.طورقوییکنوایمعکوساستبه-

ۀنتیج92ۀبنابراینازقضی.                       و              چنینداریمهم

 .آوریمدستمیهموردنظرراب

 تعادل ۀمسئل

زیرمجموعهناتهی،   دراینرابطه،فرضکنید.کنیممیبرایحلمسئلهتعادلاستفاده1ۀدراینقسمتازقضی

     دوتابعنامیدهمیشودهرگاهبرایهر         تابعیک.باشد   محدبوبستهازفضایهیلبرت

  استکه     راکهپیداکردنیکجواب(92)تعادلۀمسئل.        داشتهباشیم

                                                            (92)  

         دوتابع.دهیمنشانمی       رابا(92)تعادلۀهایمسئلمجموعهجواب.گیریمرادرنظرمی

برایپیداکردنمجموعه.               ،داشتهباشیم     شودهرگاهبرایهریکنوانامیدهمی

 :شرایطصدقکندایندر   کنیمفرضمی(92)هایمسئلهتعادلجواب

 ،        ،   برایهر(الف

 ،یکنواست   (ب

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
2.

21
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.2
.6

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

4-
30

 ]
 

                             7 / 10

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.2.215
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.2.6.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2710-fa.html


هایریاضیپژوهش9311تابستان،2،شماره6جلد555
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 ،                              ،       برایهر(ج

 .یکتابعمحدبونیمپیوستهپایینیاست         ،   برایهر (د

 .توانیافتمی[34]،[21]رادر95و90هایلم

یکدوتابعصادق         و   زیرمجموعهناتهی،محدبوبستهازفضایهیلبرت   فرضکنید.14لم  

باشد(د-الف)درشرایط باشد     یکعددحقیقیمثبتو   فرضکنید. موجوداست     دراینصورت.

  طوریکهبه

       
 

 
                . 

 :کنیمصورتتعریفمیدینب     رابرایهر    علاوهبراین،تابع 

                
 

 
                 . 

 :رقرارندبروابطایندراینصورت، 

 ،تکمقداریاست    نگاشت.9

 قطعاغیرانبساطیاست؛یعنی،    نگاشت.2

                                 

3.           ،

.محدباستبستهو       .0

یکدوتابعصادق         و   زیرمجموعهناتهی،محدبوبستهازفضایهیلبرت   فرضکنید.12لم 

 :دشوصورتتعریفدینب    فرضکنیدعملگرچندمقداری.باشد(د-الف)درشرایط

       
                             
        

  

 وبرایهر                ،       وداریمعملگریکنوایماکسیمالاست   دراینصورت، 

 .              ،   و     

  موجوداستکه      و      ۀدنبال95باتوجهبهلم.باشد(د-الف)یکدوتابعصادقدرشرایط   فرضکنید

 
 
 

 
                               

                 

                           

        
     

  (93)  

تولیدشدهۀبنابراین،هرنتیجههمگراییبرایدنبال.است(94)،کهمعادلباالگوریتم    و      کهدرآن 

.راداریم96ۀدرحقیقت،قضی.نیزدرستاست(93)وسیلۀبهتولیدشدهۀبرایدنبال(94)وسیلۀبه

فضایهیلبرت   فرضکنید.12 ۀقضي از بسته محدبو ناتهی، یکدوتابع         و   زیرمجموعه

باشد         با(د-الف)صادقدرشرایط اگر.
 

 
 ۀگاهدنبال،آن        و        

 .است(92)تعادلۀهمگرایقویبهجوابمسئل(93)الگوریتموسیلۀبهتولیدشده     
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