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بردارهای میانگین در  ۀیافته برای مقایس استنباط آماری تعمیم

 نرمال چند متغیره های لگ جامعه
 

 آمار گروه،گلستان دانشگاه ؛طاطاری نسرین ،*نژاد عبداله کامل

 آمار گروه، یزد دانشگاه؛جعفری اکبر علی

22/03/12پذیرش05/01/16دریافت

 چکیده

شودویکروشمفیدنرمالچندمتغیرهپرداختهمیهایچندینجامعهلگمقایسهمیانگینۀدراینمقالهبهمسئل

پیشنهادیصرفدهدکهآزمونفرضروشسازینشانمیشبیههایبررسی.گرددیافتهارائهمینامروشمتغیرتعمیمبه

نمونه حجم از دار،نظر مناسبی آزمون توان و داندازه برای. روشمرسوم با را آن روش، این واریانسآنالیزارزیابی

آزمونواحتمالپوشش دیگرنزدیکهستندولیتوانواقعیهردوآزمونبهیکۀکهاندازکنیممیچندمتغیرهمقایسه

ب موارد بسیاریاز نمونههروشپیشنهادیدر اندازه در روشویژه از استآنالیزهایکوچکبهتر .واریانسچندمتغیره

برایحالتیکهماتریسبنابراینمی نیستندوروشدیگری-هایواریانستواناینروشرا ۀمقایسبرایکوواریانسبرابر

.هاوجودنداردبهکاربردمیانگین

 .چولسکیتجزیهنرمالچندمتغیره،اندازهوتوانآزمون،احتمالپوشش،یافته،توزیعلگمتغیرتعمیم:کلیدی های واژه

 

 مقدمه

محیطیکاربرددارد،هایبررسیهاماننداقتصاد،پزشکیوهایمهمآماریکهدربسیاریاززمینهیکیازتوزیع

-میانگینتوزیعلگ.شوداینتوزیعبرایمتغیرهایتصادفیمثبتوچولهبهراستاستفادهمی.نرمالاستتوزیعلگ

نیست میسر آسانی به آن روی استنباط دلیل همین به و است توزیع این پارامتر دو از خطی ترکیبی .نرمال،

هایآزموندربارهمیانگینیکتوزیعلهئاندومسنرمالپرداختهینتوزیعلگنویسندگانزیادیبهاستنباطرویمیانگ

جامعهمستقللگمیانگینۀمقایسنرمالیکمتغیره،-لگ دو در مقایسهها و درچندمیانگیننرمالیکمتغیره ها

،وو(2002)تیلوروهمکاران،(9112)توانبهژووگائواندکهدراینمیانمیدهکرجامعهمستقلیکمتغیرهبررسی

2002)وهمکاران وهمکاران(2003، ژو ،(9112) ژو چنو لی(2006)، و گوپتا ماتئو(2006)، کریشنامورثیو ،

لی(2003) لینووانگ(2001)، آقادوستوهمکاران(2092و2095)،جعفریوعبدالهنژاد(2093)، ،(9311)

.اشارهکرد

است پزشکی کاربردهای در مهم های توزیع از یکی چندمتغیره نرمال لگ توزیع تعریفاینتوزیعبدین. گونه

می بردار که لگ             شود دارایتوزیع پارامترهای با چندمتغیره  نرمال بردار و استهرگاه

 دارای                        نرمال -pتوزیع میانگین با   کوواریانس-ماتریسواریانسو   متغیره

عنوانمثالبه.نرمالدومتغیرهموردتوجهقرارگرفتهاستهایتوزیعلگمیانگینۀاستنباطدرباراخیرۀدردوده.باشد
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هایریاضیپژوهش9318پاییزوزمستان،2،شماره5جلد788
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

 ماتیو و 2008)ببو توزیعلگمؤلفه( یکهایمیانگیندر با را همکاراننرمالدومتغیره و ژو مقایسهکردندو دیگر

(2009 میانگینتساو( لگی توزیع در دادندها قرار آزمون مورد را متغیره دو نرمال . 2091)لین مقدار-pروش(

برایمقایستعمیم نرمالچندمتغیرهاستفادهکردمستقللگۀهایدوجامعمیانگینۀیافتهرا دراینمقالهروشیرا.

 دهیممیتوسعه اطمینان، نواحی فرضو آزمون ساختن برای دربرایکه میانگین بردارهای مقایسه و استنباط

هایلگجامعه استفاده شوندمینرمالچندمتغیره، اساسمفاهیممتغیرتعمیم. یافتهوکمیتمحوریاینروشبر

ایجادشدهاستهمعرفیشد(9113)وویراهاندی(9181)تسووویراهاندیوسیلۀبهیافتهکهتعمیم اند، طورکلیبه.

هدفاینمقالهاین.متغیرهتاکنونارائهنشدهاست-pنرماللگۀبردارهایمیانگیندرچندجامعۀمقایسبرایروشی

.یافتهازبینببردراباتوسعهروشمتغیرتعمیماستکهاینخلأ

دویکشویافتهتوضیحدادهمییافتهوفاصلهاطمینانتعمیممقدارتعمیم-pدربخشبعدیاینمقالهمفاهیم

ارائهمیهایلگجامعهیافتهبرایمیانگینکمیتمحوریتعمیم شودنرمالچندمتغیره بخش. روش3در ،p-مقدار

درچندینجامعیافتهبرایآزمونبرابریمیانگینتعمیم شودنرمالشرحدادهمیلگۀها انداز1دربخش. واقعی،ۀ،

سازیمقایسهواریانسچندمتغیرهبااستفادهازشبیهآنالیزوروشتوانآزمونواحتمالپوششروشپیشنهادشده

 .کنیممی،بایکمثالواقعیروشپیشنهادیراتشریح5دربخش.شوندمی

 

 یافته اطمینان تعمیم ۀیافته  و فاصل مقدار تعمیم -pمفاهیم 

 ویراهاندی و 9181)تسو تعمیم( آزمون متغیر مفاهیم و -pیافته فرضتعمیممقدار آزمون انجام برای را یافته

اطمینانۀیافتهوفاصلیتعمیمرچنین،مفاهیمکمیتمحوهم.هنگامیکهپارامترمزاحموجوددارد،تعریفکردند

اندوخوانندگانبرایدرادامهاینمفاهیمبهاختصارآوردهشده.معرفیشدند(9113)ویراهاندیوسیلۀبهیافتهتعمیم

.مراجعهکنند(9115)توانندبهویراهاندیترمیاتبیشجزئی

یکبردارازپارامترهایمجهول       استکه      متغیرتصادفیباتابعچگالییک فرضکنید

مقدارمشاهدهرا .برداریازپارامترهایمزاحماست پارامترموردعلاقهو درفضایپارامتریاستکهدرآن

نامندهرگاهدرشرایطمی یافتهبرایآزمونتعمیمرایکمتغیر           تغیرم.درنظربگیرید شده

:کندزیرصدق

.بهپارامترهایمجهولبستگینداشتهباشد              مقدار(الف

.بهپارامترهایمزاحمبستگینداشتهباشد           توزیع(ب

.باشد طورتصادفییکنوادربه بهازایمقادیر        ، و برایمقادیرثابت(ج

یافتهبرایآزمونفرضتعمیممقدار-pباشد، درصعودیطورتصادفیبه        گرتوزیعتحتشرایطبالا،ا

                                    

:شودصورتتعریفمیدینب
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 781نرمالچندمتغیرههایلگبردارهایمیانگیندرجامعهۀیافتهبرایمقایساستنباطآماریتعمیم

:شوداگردرشرایطزیرصدقکندیافتهنامیدهمییککمیتمحوریتعمیم         مشابه،طوربه

.بهپارامترهایمجهولبستگینداشتهباشد         وزیعت(الف

.بهپارامترهایمزاحمبستگینداشتهباشد         مقدارمشاهدهشده(ب

گاهمجموعهآن                      دومقدارباشندکه  و  اگرحال

                     

.است یافتهبرایاطمینانتعمیمۀیکفاصل

تعمیم یککمیتمحوری ادامه، میدر ارائه مسئلیافته و بخشبعد در که میانگینۀشود هایجامعهتساوی

.نرمالچندمتغیرهمفیداستلگ

 کنید به       فرض تصادفی نمونه یک  اندازه نرمال جامعه یک -pاز میانگین با   متغیره

         
 

فرض.   استکه                        کوواریانس-وماتریسواریانس

ایهستندیعنینمونهماتریسمجموعمربعاتایوترتیبمیانگیننمونهبه و  کنید

   
 

 
   

 

   

                                       

 

   

  

دیگرمستقلهستندوازیک و  تواننشاندادکهآسانیمیبه

         
 

 
                             

 

   
    

.است آزادیوپارامترمقیاسۀدرج متغیرهبا-pتوزیعویشارتۀدهندنشان       که

یککمیتمحوریتعمیم کنیمارائهمی یافتهبرایابتدا، می. ازتجزیهچولسکی، استفاده توانیکماتریسبا

 که یافت مثلثی      پایین . کنید  فرض ماتریس چولسکی به تجزیه گونهاست که .     ای

         چنین،فرضکنیدهم
گاهآن   

     
         

 
  

                    

و[93]دیگرمستقلهستندهاازیک   یکماتریسپایینمثلثیاستو بنابراین،

   
        

                                

صورت،دراین.هستند و  شدهترتیبمقدارمشاهدهبه و فرضکنید

                                

بهپارامترمجهولبستگینداردومقدارمشاهدهشده استچونتوزیع براییافتهیککمیتمحوریتعمیم

،   ازایبهچنین،هم.خواهندبود   یافتهبراینیزیککمیتمحوریتعمیم   درنتیجه،.است آنبرابربا

لازمبهذکر.است       یافتهبراییککمیتمحوریتعمیم                  کمیت

.یکماتریسپایینمثلثیاست است

کهجاازآن.است  شدهمقدارمشاهده   فرضکنید.کنیمارائهمی یافتهبرایحالیککمیتمحوریتعمیم

     
         

استپس   کوواریانس-وماتریسواریانس متغیرهبامیانگین-pدارایتوزیعنرمال
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هایریاضیپژوهش9318پاییزوزمستان،2،شماره5جلد711
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

      
    

  
                 

دراینصورت.                 فرضکنید.است  یافتهبرایکمیتمحوریتعمیمیک

      
 

 
                                                               (9)  

      یافتهبراییککمیتمحوریتعمیم
 

 
        

 

 
.است   

 

 روش پیشنهادی

 استکه  و  نرمالچندمتغیرهباپارامترهاییکنمونهتصادفیازتوزیعلگ   ، ،    فرضکنید

              
 
                          

نرمالاستیعنیآزمونفرضجامعهلگ هایاینموردنظرماآزمونتساویمیانگینۀمسئل

                                                                     (2)  

      ،          که
 

 
و                   ،  

                             .  

:استمعادلباآزمونفرضزیر(2)آزمونفرضدر

                                    

     که
      

میانگین    همقراردادنبردارهایمیانگیناهابردار کنار در با جامعهدریک هایستو

:صورتاستدینکهب      ۀاستبارتب         یکماتریس وشودبردارستونیحاصلمی

        

بردارواحدۀدهندنشان    ،و   ۀماتریسهمانیازاندازۀدهندنشان    که               با

.عملگرضربکرونکراستۀدهندنشان استو   بابعد

:صورتاستدینب  یافتهبراییککمیتمحوریتعمیم

       
 

 
                                                                     (3)  

یافتهبرایتوانیککمیتمحوریتعمیمبنابراینبهسادگیمی.آیددستمیهامینجامعهب برای(9)کهبراساس

:دستآوردبه(1)صورتبه  

       
      

                                                                   (1)  

ۀاستانداردشدچنینوهمهستند،  کوواریانس-ترتیبمیانگینوماتریسواریانسبه   و   فرضکنیدمقادیر

     صورتبه  
  
 
 

:برابراستبا   مقدارمشاهدهشده.شودتعریفمی         

     
  
 
 

         . 

:آیددستمیصورتبهدینب(2)یافتهبرایآزمونمقدارتعمیم-pبنابراین

         
 
                      

    
              

    
        

.الگوریتمزیراستفادهکردتوانازمقدارمی-pبرایمحاسبهاین.باشد ترازکمpشوداگرفرضصفرردمی
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 717نرمالچندمتغیرههایلگبردارهایمیانگیندرجامعهۀیافتهبرایمقایساستنباطآماریتعمیم

دادهشده،(       )  و    ،  برای:الگوریتم

 .مکنیمیرامحاسبه(1)در  ومآوریمیدستسازیکردنبهباشبیه(3)رابراساس   .9

  را  ومقدارمحاسبهشدهکردهبارتکرار گاماولرا .2
      

 .نامیممی 

3.      
 

 
   

  
     و   

 

   
    

          
          

 
 .مآوریمیدسترابه.   

1.       
 

 

    
       

      
  
   

      و       
 
       

      
  
 .میکنمیرامحاسبه      

      اگر .5
 

 

       
 

 .    صورتدرغیراین    ،فرضکنیدکه

برابراستبا(2)یافتهبرایآزمونمقدارتعمیم-pدرنهایت .6
 

 
   
 
   . 

تذکر  اگر:
       

 

 
     

      از900( -1)راصدک
 

 

یافتهبرایاطمینانتعمیمۀ،یکناحیمدرنظربگیری

.آیددستمیبه  پارامتر

 سازیشبیه

هابرایآزمونبرابریمیانگین3دربخش(GPV)ارائهشدهۀیافتمقدارتعمیم-pدراینبخشبهبررسیعملکرد

چنین،اینروشراباروشآنالیزهم.پردازیمکارلومیسازیمونتنرمالچندمتغیرهبااستفادهازشبیهجامعهلگ در

 متغیره MANOVA)واریانسچند میانگین( یکروشکلاسیکبرایمقایسه اسکه چندمتغیره ت،هایجوامع

کنیممیمقایسه اساسانداز. بر سطحۀاینمقایسه آزموندر توانایندو است      واقعیو منظوربدین.

 هایتصادفیبهحجمنمونه متغیرهتولیدشد-pنرمالجامعهلگ از لازمبهذکراستکهایننتایجبراساس.

شبیه5000 استبار شده حاصل سازی هم. محاسبه برای تعمیم-pچنین بامقدار شده ارائه الگوریتم از یافته

.استفادهشدهاست      

جمعیتلگواقعیآزمونۀاندازۀبرایمقایس دو ابتدا ها، با متغیره            نرمالسه ،      

درنظرگرفتهشد(       )      ،         نرمالدومتغیرهباوسپسسهجمعیتلگ(     )

آورده9نتایجدرجدول.کنندهاتغییرمیواریانس         صورتوباتغییرآنبه یکمقدارثابتاست که

شده میاند مشاهده اندازو که آزمونۀشود روشواقعی دو MANOVAهر کوچکGPVو سطحبسیار از تر

.نمونهبستگیندارندۀهابهاندازچنینمقدارواقعیآزمونهم.دیگرندارندبایکمعناداریهستندواختلافچندانی

مقایس آزمونۀبرای لگتوان جمعیت دو ابتدا ها،  با متغیره دو             نرمال و     ،

لگ               جمعیت دو ، با متغیره سه ،     ،                    نرمال

لگ                  جمعیت دو ، با متغیره شش ،   و و و            نرمال

لگ                ،      جمعیت سه سرانجام و با متغیره دو          نرمال

و2هاینتایجدرجدول.درنظرگرفتهشدند              و              ،     ،      

MANOVAترازتوانروشبیشGPVهایکوچکتوانروشدرنمونهشودکهمشاهدهمیچنان.اندآوردهشده3

.کنندسانعملمیرودهردوروشیککهانتظارمیهایبزرگچنانولیبراینمونهاست

تکرار5000وبا15/0باضریباطمینانMANOVAوGPVهایچنیناحتمالپوششبااستفادهازروشهم
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 شدندمقایسه مقایس. برای پوشش احتمال منظور این لگۀبه جامعه دو بامیانگین متغیره دو نرمال

دستآوردهونتایجدرشکلهایمختلفبهنمونهۀاندازبا            ،     ،            

است9 شده داده نشان . شکل به توجه بهمی9با که گرفت نتیجه توان روش روشGPVطورکلی از بهتر

MANOVAنمونهکوچکاستۀویژهزمانیکهاندازاست،به.

 10/1در سطح  ها اندازه واقعی آزمون  .7جدول 

          

MANOVAGPVMANOVAGPV    
091/0  098/0  090/0  091/0  0/9  90 

092/0  098/0  098/0  091/0  5/9  

095/0  020/0  091/0  020/0  0/5  

021/0  032/0  029/0  022/0  0/9  25 

030/0  033/0  025/0  023/0  5/9  

035/0  032/0  020/0  091/0  0/5  

021/0  020/0  020/0  029/0  0/9  50 

029/0  026/0  025/0  022/0  5/9  

098/0  020/0  02/0  020/0  0/5  

091/0  022/0  021/0  091/0  0/9  900 

023/0  025/0  091/0  023/0  5/9  

022/0  029/0  096/0  023/0  0/5  

    ها برای  توان آزمون .1 جدول 

             

MANOVAGPV        MANOVAGPV        MANOVAGPV          
109/0158/05/0،5/9،5/9،5/9،9،9158/0550/0  5/0،5/9،9158/0580/0  5/0،9  90 

125/0112/09،5/9،5/9،5/9،9،9122/0511/09،5/9،9  162/0602/09،9 

125/0509/05،5/9،5/9،5/9،9،9121/0513/05،5/9،9  119/0656/09،5

509/0621/05/0،5/9،5/9،5/9،9،9585/0280/0  5/0،5/9،9288/0836/05/0،9  25 

556/0626/09،5/9،5/9،5/9،9،9620/0  210/0  9،5/9،9  206/0809/09،9 

581/0803/05،5/9،5/9،5/9،9،9669/0261/05،5/9،9  800/0  891/09،5

611/0689/05/0،5/9،5/9،5/9،9،9211/0192/05/0،5/9،9809/0821/05/0،9  50 

618/0231/09،5/9،5/9،5/9،9،9832/0130/0  9،5/9،9  810/0  192/09،9 

259/0805/05،5/9،5/9،5/9،9،9811/0128/05،5/9،9  822/0811/09،5

881/0109/05/0،5/9،5/9،5/9،9،9132/0135/05/0،5/9،9159/0111/05/0،9  900 

819/0811/09،5/9،5/9،5/9،9،9111/0131/09،5/9،9  135/0132/09،9 

120/0  198/05،5/9،5/9،5/9،9،9128/0136/05،5/9،9  118/0131/09،5

    ها برای  توان آزمون  .3 جدول 

MANOVAGPV        

255/0802/0(5/0،9)90

280/0890/0(5،9)

819/0151/0(5/0،9)20

109/0160/0(5،9)

125/0186/0(5/0،9)50

181/0113/0(5،9)

110/0111/0(5/0،9)900

115/0116/0(5،9)
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    های پوشش برای  احتمال .7شکل 



 مثال واقعی

سطحاسیدچربآزادپلاسمایۀآوریشدهاستومربوطبهمقایسجمع(9162)مولروسیلۀبههایاینمثالداده

.دقیقهبعدازتزریقانسولیناست15و95،30هایخونبرایدوجامعهمستقل،قبلازتزریقانسولینودرزمان

:صورتهستنددینتاییازایندوجامعهب90هایآمارتوصیفیبراینمونه

    

 

 
 
 

3 15

3 30

3 23

3 90 

 
 
 
           

 

 
 
 

 021  091  092  025

 051  001  021

 062  016

 958 

 
 
 
  

 

    

 

 
 
 

3 52

3 36

3 35

3 11 

 
 
 
           

 

 
 
 

 021  011  0 009  0 009

 990  051  069

 089  066

 011  

 
 
 
  

دیگرجاایناستکهآیامیانگینسطحاسیدچربآزادپلاسمایخوندوجامعهبایکموردتوجهدراینۀلئمس

(.2091لین،)نرمالچندمتغیرههستنددارایتوزیعلگدهدکهایندوجامعههانشانمیبرابرهستندیاخیر؟بررسی

-p،5000  بادرنظرگرفتن.نرمالچندمتغیرهاستهایدوجامعهلگمیانگینۀجامقایسلهدراینئبنابراینمس

فرضدهدکهنشانمیدستآمدبه302/0و685/0ترتیببرابربابهMANOVAیافتهومقداربرایروشتعمیم
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.شودهردوآزمونردنمیوسیلۀبههارابریمیانگینب

 

 گیرینتیجه

احتمالتعمیم روشمقدار GPV)یافته جوامعلگآزمونبرابریمیانگینبرای( در بهها متغیره کارنرمالچند

داریاستوآزموننزدیکبهسطحمعنیۀسازینشاندادکهاینروشدارایاندازنتایجحاصلازشبیه.گرفتهشد

کندعملمیMANOVAهمانندروش روشGPVتوانآزمونروش. از مقداراستMANOVAبهتر زیرا

استبیش تریبهخوداختصاصداده دلیلنزدیکبودنمقادیربهسطحبهGPVچنیناحتمالپوششروشهم.

کوواریانسبرابرنیستند-یانسهایواربنابراینزمانیکهماتریس(.9شکل)استMANOVAبهترازروش15/0

.استفادهکردGPVتوانازروشضعیفعملکردهومیMANOVAروش

 

 تشکر و قدردانی

افزودندسپاسگزاریم بهغنایاینمقاله خود پیشنهاداتارزنده داورانمحترمکهبا از چنیناینپژوهشباهم.

انجامشدهاستکه9936گلستاندرقالبطرحتحقیقاتیشمارههایمالیمعاونتپژوهشیدانشگاهاستفادهازکمک

.شودوسیلهازاینمعاونتتشکروقدردانیمیبدین
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