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 چکیده
‌این‌ ‌داریم‌طرحدر ‌قصد ‌دوبعدی‌تعمیم‌-های‌تفاضلات‌متناهی‌نیمه‌مقاله ‌معادلات‌برگرز ‌برای‌دستگاه لاگرانژی‌را

های‌زمانی‌بزرگی‌‌توان‌اندازه‌گام‌محدود‌نیست‌و‌بنابراین‌می(‌CFL)لوی‌-فردریش-طرح‌پیشنهادی‌به‌شرط‌کورانت.‌دهیم

‌انتخاب‌کرد است‌که‌بر‌‌(LOD)بعدی‌موضعی‌-سازی‌خوبی‌دارد‌و‌در‌اصل‌یک‌طرح‌یک‌طرح‌پیشنهادی‌قابلیت‌موازی.

یژگی‌خوب‌روش‌یک‌و.‌رود‌کار‌می‌دست‌آمده‌است‌و‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌برگرز‌به‌یافته‌به‌کار‌معادله‌تغییر‌اساس‌راه

قطری‌حل‌شود‌و‌از‌این‌نظر‌حجم‌محاسباتی‌‌شده‌آن‌است‌که‌در‌هر‌تکرار‌زمانی‌کافی‌است‌دو‌دستگاه‌خطی‌سه‌‌مطرح

‌.روش‌پائین‌است

 

‌.بعدی‌موضعی-کار‌معادله‌تغییریافته،‌طرح‌یک‌لاگرانژی،‌راه-دستگاه‌معادلات‌برگرز،‌طرح‌تفاضلات‌متناهی‌نیمه:‌کلیدی های واژه

‌

 مقدمه

‌رایانه ‌زمانی‌که ‌کردن‌روش‌از ‌پیدا ‌یافتند، ‌کارهای‌محاسباتی‌ارتقاء ‌برای‌انجام ‌مسائلهای‌عددی‌برای‌حل‌‌ها

‌پاره ‌شامل‌معادلات‌دیفرانسیل‌معمولی‌و ‌انتگر‌پیچیده ‌معادلات‌انتگرال‌یا ‌مشتقات‌عادی‌یا‌‌وال‌ای‌و دیفرانسیل‌با

‌بیش‌کسری‌بیش ‌می‌تر‌و ‌نیاز ‌‌تر ‌0۲]-[9]شود ‌حل‌مسائل‌متنوع‌‌یکی‌از‌روش‌شک‌بدون[. ‌و‌محبوب‌در های‌ساده

شناسی،‌هواشناسی،‌ریاضیات‌زیستی،‌آکوستیک،‌پردازش‌‌شامل‌معادلات‌با‌مشتقات‌جزئی‌در‌سیالات،‌اپتیک،‌اقیانوس

‌الکترومغناطیس‌روش‌تفاضلات‌متناهی‌ ‌و ‌FDM)تصویر ‌[9]است( ،[3]‌ ،[4]‌ ،[۲]،‌[03‌ .]‌ ‌تنها‌‌FDMامروزه نه

‌مستقیم‌در‌حل‌مسائل‌مختلف‌بهطو‌به ‌می‌ر ‌بلکه‌می‌کار ‌روش‌رود ‌با ‌و‌روش‌توان‌آن‌را های‌‌های‌دیگر‌ترکیب‌کرده

‌[5]قدرتمندتری‌ساخت‌ ،[99]‌ ،[93]-[96‌ ‌و‌دقیق‌به‌سادگی‌پیاده‌سفانه‌ساختن‌روشأمت[. سازی‌‌های‌تفاضلی‌کارا

شوند‌در‌حالی‌که‌دقت‌روش‌‌ره‌در‌طرح‌استفاده‌برای‌استخراج‌یک‌روش‌تفاضلی‌کارا‌باید‌تعداد‌کمی‌گ.‌آنها‌نیست

‌شود ‌داشته ‌نگه ‌بالا .‌ ‌پراکندگی ‌خطاهای ‌باید ‌طرف‌دیگر ‌اتلاف)از )‌ ‌پاشیدگی ‌پاشندگی)و ‌تفاضلی‌( ‌یک‌طرح در

و‌وارمینگ‌و‌همکاران‌[‌90]هیرت‌وسیلۀ‌‌بهکار‌معادله‌تغییریافته‌که‌‌با‌استفاده‌از‌راه.‌خوبی‌کنترل‌شوند‌قبول‌به‌قابل

های‌تفاضلی‌متنوعی‌ساخت‌که‌‌توان‌روش‌برای‌معادلات‌با‌مشتقات‌جزئی‌خطی‌وابسته‌به‌زمان‌ابداع‌شد‌می‌[05]

کار‌با‌موفقیت‌برای‌معادلات‌با‌‌این‌راه.‌ترین‌خطای‌پراکندگی‌و‌پاشیدگی‌داشته‌باشند‌با‌کم‌تری‌بیشدقت‌و‌کارایی‌

‌.ملاحظه‌شود[‌06]‌،[04]مشتقات‌جزئی‌خطی‌و‌غیرخطی‌به‌کار‌رفته‌است،‌برای‌نمونه

کار‌معادله‌‌لاگرانژی‌را‌بر‌اساس‌راه-های‌تفاضلات‌متناهی‌نیمه‌یک‌خانواده‌از‌طرح[‌06]به‌تازگی‌ونگ‌و‌همکاران‌

‌برای‌حل‌معادله‌برگرز‌یک‌بعدی‌به‌تغییر ‌اند‌کار‌برده‌یافته‌ساخته‌و‌آن‌را ،‌[4]،‌[0]‌لاگرانژی-بندی‌نیمه‌در‌فرمول.
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

[1]‌ ‌مشتق‌[06]، ‌یک‌مشتق‌لاگرانژی‌، ‌همرفت‌در ‌جمله ‌کلی)اویلری‌و ‌منحنی‌( ‌طول ‌سپس‌در ‌و ترکیب‌شده

‌ ‌سیر)مشخصه ‌خط ‌می‌گسسته( ‌شود‌سازی ‌طرح. ‌متعارف ‌دقت ‌ترکیب ‌طرح‌با ‌بالای ‌پایداری ‌و ‌اویلری های‌‌های

‌زیادود‌نشده‌و‌دقت‌محد‌CFLشرط‌‌گام‌زمانی‌به‌ۀشوند‌که‌در‌آنها‌انداز‌لاگرانژی‌ساخته‌می-های‌نیمه‌لاگرانژی،‌طرح

برگرز‌‌ۀبعدی‌مانند‌معادل-توان‌در‌حل‌برخی‌مسائل‌یک‌را‌می[‌06]روش‌ونگ‌و‌همکاران‌[.‌06]شود‌‌آنها‌حفظ‌می

‌[.1]نیز‌توسیع‌داد‌‌KdVکار‌برد‌و‌آن‌را‌در‌حل‌معادلات‌تحولی‌مانند‌‌به

بعدی‌تعمیم‌داده‌و‌آن‌را‌در‌-روش‌ونگ‌را‌برای‌برخی‌معادلات‌تحولی‌دو‌LODکمک‌یک‌طرح‌‌در‌این‌مقاله‌به

‌بریم‌میکار‌‌بعدی‌برگرز‌به-حل‌یک‌دستگاه‌معادلات‌دو بعدی‌موضعی‌است‌-در‌واقع‌طرح‌پیشنهادی‌یک‌طرح‌یک.

‌اساس‌راه ‌بر ‌تغییر‌که ‌معادله ‌به‌کار ‌قابلیت‌موازی‌دست‌می‌یافته ‌شرط‌‌آید، ‌به ‌و محدود‌‌CFLسازی‌خوبی‌داشته

چون‌برخی‌از‌.‌روش‌حفظ‌شود‌زیادهای‌زمانی‌بزرگی‌انتخاب‌کرد‌در‌حالی‌که‌دقت‌‌توان‌اندازه‌گام‌بنابراین‌می‌.ستنی

‌به‌طرح ‌گرفت‌تا‌‌CFLشرط‌‌های‌تفاضلات‌متناهی ‌نظر ‌کوچک‌در ‌بسیار ‌را ‌زمانی ‌گام ‌اندازه ‌باید ‌هستند محدود

روش‌‌زیادتوان‌اندازه‌گام‌زمانی‌را‌بزرگ‌انتخاب‌کرد‌و‌هم‌دقت‌‌شده‌می‌ولی‌در‌طرح‌پیشنهاد.‌پایداری‌نتیجه‌شود

‌نتایج‌رضایت ‌هم ‌و ‌‌بخشی‌به‌حفظ‌شود ‌ببینید)دست‌آورد ‌عددی‌را ‌بخش‌نتایج ‌دوبعدی‌(. ‌برگرز ‌طرفی‌معادله از

‌از‌روش ‌اشاره‌شد‌و ‌این‌به‌آنها م‌هایی‌که‌هم‌دقت‌خوبی‌داشته‌و‌هم‌حج‌کاربردهای‌بسیار‌زیادی‌دارد‌و‌پیش‌از

‌شود‌خوبی‌استقبال‌می‌محاسبات‌معقولی‌داشته‌باشند‌به .‌ ‌06]بنابراین‌از ‌گرفته‌و‌طرح[ های‌تفاضلات‌متناهی‌‌ایده

‌برای‌معادل‌-نیمه ‌دادیم‌ۀلاگرانژی‌را ‌دوبعدی‌تعمیم ‌برگرز ‌ب. ‌مقاله ‌ساختار ‌است‌دینادامه ‌شرح ‌بخش‌. کار‌‌راه‌0در

کمک‌طرح‌‌کار‌معادله‌تغییریافته‌و‌به‌لاگرانژی‌با‌راه-با‌ترکیب‌ایده‌نیمه‌.کنیم‌معادله‌تغییریافته‌را‌به‌اختصار‌مرور‌می

LODهای‌‌یاب‌به‌تشریح‌چگونگی‌استفاده‌از‌درون‌4بخش‌.‌شود‌استخراج‌می‌3چند‌طرح‌صریح‌و‌ضمنی‌در‌بخش‌‌

‌بی ‌و ‌طرح-لاگرانژ ‌است‌های‌استخراج‌اسپلاین‌در ‌شده ‌اختصاص‌داده ‌شده ‌بخش‌. ‌‌5در ‌پیش‌تجزیۀبه نهادی‌طرح

سازی‌دو‌‌به‌بررسی‌و‌پیاده‌6دست‌آمده‌در‌بخش‌‌ئید‌نتایج‌نظری‌بهأبرای‌ت.‌آوریم‌دست‌می‌پرداخته‌و‌تخمین‌خطا‌به

‌.یابد‌گیری‌خلاصه‌پایان‌می‌مقاله‌با‌یک‌نتیجه.‌پردازیم‌مثال‌عددی‌می

‌

 کار معادله تغییریافته راه

در‌نظر‌(‌9)‌صورت‌خطی‌به‌PDEبیان‌شده‌است،‌در‌ابتدا‌یک‌[‌06]‌و‌[04]‌تشریح‌شده‌و‌در[‌05]که‌در‌‌چنان

‌:گیریم‌می

Luut =                                                                 (9)  

  :است‌(0)صورت‌‌مکانی‌به‌یک‌عملگر‌دیفرانسیلی‌Lمتغیر‌زمان‌و‌tکه‌در‌آن‌
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‌kck)=0,1(...,و‌‌mdm)=2,1(...,کند‌و‌اشاره‌می‌زمانی‌ۀشبک‌به‌بالا‌اندیس‌و‌مکانی‌ۀشبک‌به‌زیر‌اندیس‌آن‌در‌که

همگی‌صفر‌باشند‌طرح‌صریح‌و‌در‌غیر‌این‌صورت‌‌mdاگر‌ضرایب‌.‌ضرایب‌مجهولی‌هستند‌که‌باید‌آنها‌را‌تعیین‌کرد
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 :آید‌دست‌می‌تغییریافته‌به‌ۀمعروف‌به‌معادل‌(5)ۀ‌مشتقات‌زمانی،‌معادل
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                                             (5)  

‌وی‌(3)‌طرح‌تفاضلی‌ۀبه‌ماند‌(5)‌سمت‌راست ‌معرف‌بسیاری‌از ‌های‌اساسی‌آن‌طرح‌است‌ژگیمعروف‌است‌و

با‌ضرایب‌نامعین‌‌(3)‌صورت‌بالا،‌کافی‌است‌یک‌طرح‌تفاضلی‌به‌ۀهای‌تفاضلی‌مرتب‌طراحی‌روشمنظور‌‌به[.‌06]،‌[05]

پائین‌در‌مانده‌طرح،‌یک‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌‌ۀدر‌نظر‌گرفت‌و‌سپس‌با‌متحد‌صفر‌قرار‌دادن‌ضرایب‌جملات‌مرتب

‌.طور‌نمادین‌حل‌کرد‌آن‌را‌به‌kcو‌‌mdساخت‌و‌برای‌تعیین‌ضرایب‌

‌

 لاگرانژی-های نیمه طرح

را‌‌(6)بعدی‌-به‌مسائل‌دوبعدی،‌دستگاه‌معادلات‌برگرز‌دو[‌06]در‌این‌بخش‌برای‌تعمیم‌روش‌ونگ‌و‌همکاران‌

 گیریم‌در‌نظر‌می
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با‌شرایط‌‌‌(6)‌کنیم‌فرض‌می.‌است(‌در‌اصل‌ضریب‌چسبندگی)یک‌ثابت‌مثبت‌‌و‌‌T‌،2<0که‌در‌آن‌

‌:کنیم‌صورت‌بازنویسی‌می‌دینرا‌ب‌(6)‌ابتدا.‌اولیه‌و‌مرزی‌مناسبی‌همراه‌باشد

),(= yyxxt uuu                                                 (۲)  

),(= yyxxt vvv                                                      (1)  

‌:در‌طول‌خطوط‌سیر‌زیر‌اشاره‌دارد‌uبه‌مشتق‌کلی‌‌tکه‌در‌آن‌زیراندیس‌

,= u
dt

dx
                                                        (1)  

.= v
dt

dy
                                                           (90)  

‌تبدیل‌‌(1)و‌‌‌(۲)‌به‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌(6)‌در‌واقع‌دستگاه‌معادلات‌غیرخطی‌برگرز شامل‌معادلات‌گرما

منظور‌‌کار‌معادله‌تغییریافته‌به‌توان‌از‌راه‌حال‌می.‌معتبر‌هستند‌(90)و‌‌‌(1)‌های‌راستای‌مشخصه‌شده‌است‌که‌در

),,(ثابت،‌‌jو‌i=,1,2کنیم‌برای‌‌در‌ادامه‌فرض‌می.‌بهره‌برد‌(1)و‌‌‌(۲)‌های‌متناظر‌با‌استخراج‌طرح nji
tyx‌

),,(نقطه‌شبکه‌(‌جریان‌بالادست)بیانگر‌موقعیت‌خروجی‌ 1nji tyxباشد‌‌.),,( nji tyxطور‌مشابه‌در‌نظر‌گرفته‌‌به‌

برای‌سادگی‌فرض‌.‌منطبق‌باشند‌nهای‌خروجی‌بر‌‌نقاط‌شبکه‌در‌سطح‌زمانی‌‌لازم‌نیست‌که‌این‌موقعیت.‌شود‌می

ثابت،‌‌jکنیم‌برای‌‌می
i

x1بین‌‌ixو‌ixو‌برای‌‌i‌‌،ثابت
j

y1بین‌‌jyو‌jyطور‌مشابه‌‌قرار‌دارد‌و‌سایر‌حالات‌به‌

‌.کنیم‌و‌در‌هر‌سطح‌زمانی،‌تعریف‌می‌jو‌iبرای‌هر‌.‌هستند
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=)(چون‌.‌گر‌خطای‌داده‌اولیه‌است‌بیان‌0eکه‌در‌آن‌ 1tOnگیریم‌سادگی‌نتیجه‌می‌،‌به:‌
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
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
                   (50)  

yxو‌اگر‌    :آید‌صورت‌در‌می‌دین،‌نابرابری‌خطا‌ب=

).,,,(
1

201

t

x
xxttOee

p
n




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
  

)/(های‌‌عبارت‌و 1 txO p  ‌‌ )/(و 1 tyO p  دست‌آمده‌و‌بر‌‌به[‌06]که‌در‌‌چه‌مشابه‌هستند‌با‌آن(‌50)در‌‌

یعنی‌‌(50)‌سایر‌جملات‌در‌کران‌خطای.‌دلالت‌دارند‌tلاگرانژی‌نسبت‌به‌-های‌نیمه‌رفتار‌غیریکنوای‌دقت‌روش

),,,,( 22 yxytxttO ای‌هستند‌نقطهگر‌خطای‌برش‌کلی‌طرح‌صریح‌شش‌‌،‌بیان.‌

‌به‌(01)‌ای‌توان‌برای‌طرح‌ضمنی‌شش‌نقطه‌یک‌خطای‌مشابه‌می‌‌‌‌‌ ‌دست‌آوردبه‌(39)و‌(‌30)‌طور‌معادلیا به.

  :کنیم‌بازنویسی‌می‌(53)صورت‌‌را‌به‌(30)همین‌منظور،‌

,)(= 1/2

1,1

1/2

,0

1/2

1,1

1/2

,









  n

ji

n

jip

n

ji

n

ji uduIcudu                       (53)  

‌:کنند‌صدق‌می‌(54)در‌برابری‌،‌(30)‌شده‌در‌که‌در‌آن‌ضرایب‌داده

1.=101 dcd                                         (54)  

‌:توان‌نوشت‌برای‌خطای‌میانی‌می

,|),,(| 3212/1

1/2

, eeetyxuu nji

n

ji  


                    (55)  

‌که‌در‌آن

.|),,()),,(),,(),,((|
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,|)),,()),,((),,((=|

2/12/1112/102/1113
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tyxudtyxuIctyxude

tyxudtyxuIctyxudue

 

 :کران‌زیر‌برقرار‌است،‌(44)‌کار‌بردن‌و‌به‌‌(53)‌گذاری‌جای،‌پس‌از‌(55)‌در‌سمت‌راست‌1eبرای‌
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2eیابی‌است‌و‌دارای‌کران‌‌گر‌خطای‌درون‌بیان‌(55)‌در‌سمت‌راست‌)( 1 pxO3.‌است‌e(55)‌در‌سمت‌راست‌‌

),(خطای‌برش‌موضعی‌یعنی‌ 22 xttO رو‌از‌این.‌آید‌دست‌می‌کمک‌معادله‌تغییریافته‌به‌سادگی‌به‌است‌که‌به‌،‌

‌داریم‌jو‌‌iبرای‌هر‌
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),,()( 122
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1/2
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1/2 



  pnnn xxttOecedde  

‌:آید‌صورت‌در‌می‌دینب‌‌(54)‌که‌با‌استفاده‌از

).,,( 1221/2   pnn xxttOee  

‌:توان‌نوشت‌می‌(39)‌طور‌مشابه‌برای‌طرح‌به

).,,( 1221/21   pnn yyttOee  

  و‌بنابراین

).,,,,( 112221   ppnn yxytxttOee  

=)(با‌استفاده‌بازگشتی‌از‌این‌نابرابری،‌چون‌ 1tOnداریم‌:‌
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‌:استخراج‌کرد‌(3۲)و‌(‌36)‌ای‌نقطهرا‌برای‌طرح‌ضمنی‌پنج‌‌(56)توان‌کران‌خطای‌‌طور‌مشابه‌می‌به
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‌

 نتایج عددی

مشروط‌است‌و‌نسبت‌به‌زمان‌همگرایی‌‌(96)‌ای‌قبل،‌پایداری‌طرح‌صریح‌شش‌نقطه‌های‌بخشر‌اساس‌نتایج‌ب

پایداری‌نامشروط‌دارد‌ولی‌همگرایی‌(‌01)‌ای‌اگرچه‌طرح‌ضمنی‌شش‌نقطه.‌سازی‌آن‌ساده‌است‌خطی‌دارد‌ولی‌پیاده

پایداری‌نامشروط‌داشته‌و‌نسبت‌به‌‌(3۲)و‌(‌36)‌ای‌در‌مقابل‌طرح‌ضمنی‌پنج‌نقطه.‌آن‌نسبت‌به‌زمان‌خطی‌است

بنابراین‌در‌این‌بخش‌این‌طرح‌را‌.‌سازی‌است‌های‌موازی‌به‌خوبی‌قابل‌پیاده‌دو‌دارد‌و‌در‌محیط‌ۀزمان‌همگرایی‌مرتب

یاب‌خطی‌‌انتخاب‌شده‌است‌و‌درون‌T=1زمان‌نهایی‌.‌اند‌استخراج‌شده[‌0۲]‌که‌از‌یمبر‌میکار‌‌برای‌حل‌دو‌مثال‌به

)1=( p2(و‌مربعی‌‌=( p2(دو‌‌ۀیاب‌درج‌همراه‌درون‌اسپلاین‌به-بی‌=( pشوند‌لاگرانژ‌بررسی‌می‌‌ در‌مثال‌.

‌تقویت‌درون ‌افزایش‌درجه‌درون‌یاب‌مرتبه‌همگرایی‌افزایش‌می‌اول‌با ‌با ‌مثال‌دوم همگرایی‌‌ۀیاب‌مرتب‌یابد‌ولی‌در

‌.قابل‌تفسیر‌است‌(56)‌خطای‌این‌اتفاق‌بر‌اساس‌عبارت.‌کند‌تغییر‌نمی

=)0,1()0,1(را‌روی‌دامنه‌‌(6)‌بعدی‌برگرز-در‌این‌مثال،‌دستگاه‌معادلات‌دو.‌4مثال  در‌نظر‌گرفته‌و‌قرار‌‌

 کنیم‌برای‌سادگی،‌شرایط‌اولیه‌و‌مرزی‌دیریکله‌را‌از‌جواب‌دقیق‌زیر‌استخراج‌می.‌=0.001دهیم‌‌می
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tyxبا‌فرض‌  )(به‌(‌56)،‌عبارت‌خطای‌== 32 pxxxO شود‌ساده‌می‌‌.xرا‌نصف‌کرده‌و‌نرم‌‌

)(نهایت‌‌بی Lو‌نرم‌دو‌‌)( 2Lخطا‌را‌حساب‌کرده‌و‌نتایج‌را‌برای‌‌uحاکی‌از‌آن‌‌9نتایج‌جدول‌.‌ایم‌گزارش‌داده‌

و‌‌(LB)خطی‌اسپلاین‌-یاب‌بی‌ترتیب‌برای‌درون‌یک‌و‌دو‌به‌ۀهمگرایی‌مرتب‌xکار‌رفته‌نسبت‌به‌‌است‌که‌طرح‌به

‌‌(QB)اسپلاین‌درجه‌دو‌-بی ‌دارد‌(QL)و‌لاگرانژ‌درجه‌دو ‌درون‌ۀیک‌و‌مرتب‌ۀهمگرایی‌مرتب. و‌‌LBهای‌‌یاب‌دو

QBنشان‌داده‌شده‌است‌9در‌شکل‌‌.‌

‌

‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311پاییز‌،‌3،‌شماره‌6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌444
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 4های مختلف برای مثال  یاب خطاها و مرتبه همگرایی برای درون. 4جدول 

1=p  
 LB   

x  
510 L  

order  52 10L  
order 

5/9  93  9/4   
90/9  4/1  46/0  6/0  65/0  

00/9  1/5  6۲/0  ۲/9  69/0  

40/9  4/3  ۲1/0  11/0  ۲1/0  

10/9  1/9  19/0  50/0  10/0  

960/9  16/0  10/0  06/0  00/9  

2=p  
 QB   

x  
510 L  

order  
 

52 10L  
order 

1/5  

5/9  

26  

06 

 7.9  

1/۲  

 

90/9  5/1  6/9  0/0  1/9  

00/9  5/9  5/0  30/0  6/0  

40/9  34/0  9/0  0۲0/0  9/0  

10/9  019/0  0 095/0  0/0  

960/9  009/0  1/9  0049/0  1/9  

2=p  
  QL   

x  
510 L  

order  
 

52 10L  
order 

5/9  00  1/۲   
90/9  3/۲  4/9  ۲/9  0/0  

00/9  4/9  3/0  3۲/0  9/0  

40/9  4۲/0  6/9  99/0  ۲/9  

10/9  94/0  ۲/9  030/0  ۲/9  

960/9  031/0  1/9  00۲1/0  0 

‌

 
 xنسبت به  (b)و نرم دو خطا  (a)نهایت خطا  رشد نرم بی. 4شکل 

=)0,2()0,2(‌ۀرا‌روی‌دامن‌ذیلبعدی‌برگرز‌-در‌این‌مثال،‌معادله‌دو.‌4مثال  دهیم‌‌در‌نظر‌گرفته‌و‌قرار‌می‌

0.1=‌. 
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.](0,),,(,)(= Ttyxuuuuuuu yyxxyxt    

‌می‌به ‌به‌سادگی ‌را ‌معادله ‌این ‌مانند‌توان ‌دستگاهی ‌کرد‌(6)‌صورت ‌بازنویسی ‌مرزی‌. ‌و ‌اولیه ‌شرایط ‌سادگی، برای

 کنیم‌دیریکله‌را‌از‌جواب‌دقیق‌زیر‌استخراج‌می

.
e1

1
=),,(

2/)( tyx
tyxu


 

‌فرض‌ xyبا  =‌‌ pxtو  )(به‌(56)‌عبارت‌خطای‌= 22 pp xxxO  شود‌ساده‌می‌.xنصف‌‌‌ را

)(نهایت‌‌کرده‌و‌نرم‌بی Lو‌نرم‌دو‌‌)( 2Lکه‌انتظار‌داریم‌نتایج‌‌چنان.‌ایم‌خطا‌را‌حساب‌کرده‌و‌نتایج‌را‌گزارش‌داده‌

اسپلاین‌خطی‌-یاب‌بی‌یک‌برای‌درون‌ۀهمگرایی‌مرتب‌xکار‌رفته‌نسبت‌به‌‌حاکی‌از‌آن‌است‌که‌طرح‌به‌0جدول‌

(LB)دو‌‌ۀاسپلاین‌درج-و‌بی‌(QB)و‌لاگرانژ‌درجه‌دو‌‌(QL)دارد‌.‌

 4های مختلف برای مثال  یاب همگرایی برای درون ۀخطاها و مرتب. 4جدول 

1=p  
 LB   

x  
510 L  

order  52 10L  
order 

40/9  9/9   ۲4/0   
10/9  55/0  00/9  3۲/0  16/0  

960/9  0۲/0  03/9  91/0  16/0  

300/9  93/0  00/9  011/0  15/0  

2=p  
 QB   

x  
510 L  

order  
 

52 10L  
order 

40/9  4۲/0   00/0   
10/9  9۲/0  4/9  0۲/0  4/9  

960/9  05/0  6/9  00/0  4/9  

300/9  00/0  0/9  09/0  1۲/0  

2=p  
  QL   

x  
510 L  

order  
 

52 10L  
order 

1/5  

5/9  

20  

00 

 7.9  

1/۲  

 

40/9  96/0   01۲/0   
10/9  013/0  16/0  050/0  13/0  

960/9  040/0  03/9  006/0  10/0  

300/9  009/0  00/9  093/0  1۲/0  

 

 بندی جمع

لاگرانژی،‌-سازی‌نیمه‌های‌جدیدی‌بر‌اساس‌گسسته‌،‌طرح[06]و‌تعمیم‌کار‌زیبای‌ونگ‌و‌همکاران‌‌کردنبا‌دنبال‌

آنالیز‌.‌بعدی‌برگرز‌ساخته‌شد-بعدی‌موضعی‌برای‌حل‌عددی‌دستگاه‌معادلات‌دو-نظریه‌معادله‌تغییریافته‌و‌طرح‌یک

با‌بررسی‌یک‌.‌لاگرانژی‌پیشنهادی‌انجام‌شد-های‌تفاضلات‌متناهی‌نیمه‌منظور‌نشان‌دادن‌دقت‌طرح‌خطای‌دقیقی‌به

‌ای‌روش‌و‌پایداری‌نامشروط‌روش‌ضمنی‌پنج‌نقطه‌زیادبعدی‌برگرز،‌دقت‌-مثال‌در‌حل‌دستگاه‌معادلات‌غیرخطی‌دو

‌نمایش‌داده‌شد‌(3۲)و‌(‌36) ‌نتایج‌‌نتایج‌به. یافته‌‌کار‌معادله‌تغییر‌کنند‌که‌راه‌ید‌میأیت[‌06]دست‌آمده‌به‌همراه

های‌‌روش‌ۀبرای‌توسع‌یعلاوه‌دیدگاه‌جدید‌به.‌سازی‌است‌سادگی‌برای‌مسائل‌غیرخطی‌یک‌و‌دو‌بعدی‌قابل‌پیاده‌به

های‌مناسب‌برای‌تولید‌مقادیر‌تابع‌در‌‌یاب‌های‌پیشنهادی‌بدون‌استفاده‌از‌درون‌طرح.‌لاگرانژی‌کارا‌باز‌شده‌است-نیمه
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‌نیستندنقا ‌ط‌خروجی‌قابل‌استفاده ‌روش‌به. ‌بیش‌های‌درون‌جای‌بررسی‌اثر ‌روی‌ساختن‌طرح‌یابی‌مختلف، های‌‌تر

های‌پرکاربرد‌لاگرانژ‌و‌‌روش‌،[09]‌،[00]،‌[6]‌های‌موجود‌یاب‌از‌میان‌درون.‌متنوع‌صریح‌و‌ضمنی‌تمرکز‌شده‌است

.‌ها‌پرداخت‌ها‌و‌اثرات‌آنها‌روی‌طرح‌یاب‌بررسی‌سایر‌درون‌توان‌در‌آینده‌به‌بنابراین‌می.‌اند‌اسپلاین‌استفاده‌شده-بی

‌بخش‌ ‌3در ‌عبارتند‌از-تعدادی‌طرح‌نیمه‌ ‌معادله‌تغییریافته‌گسترش‌یافتند‌که ‌ایده ‌از ‌استفاده ‌لاگرانژی‌با روش‌:

‌شش‌نقطه ‌‌صریح ‌دارد)ای ‌خطی ‌همگرایی ‌خطا ‌به ‌نسبت ‌و ‌داشته ‌مشروط ‌شش‌نقطه(پایداری ‌ضمنی ‌طرح ای‌‌،

‌داردپایدا) ‌همگرایی‌خطی ‌خطا ‌نسبت‌به ‌و ‌داشته ‌نامشروط ‌ری ‌نقطه( ‌روش‌پنج ‌36)‌ای‌و )‌ ‌(3۲)و ‌پایداری‌، که

قطری‌حل‌شوند‌و‌‌های‌خطی‌سه‌در‌هر‌تکرار‌روش‌باید‌دستگاه.‌نامشروط‌داشته‌و‌نسبت‌به‌خطا‌همگرایی‌مربعی‌دارد

‌است ‌پائین ‌روش ‌محاسباتی ‌هزینه ‌بابت ‌این ‌از ‌به‌به. ‌می‌علاوه ‌محیط‌سادگی ‌در ‌را ‌روش ‌قابلیت‌‌توان ‌که هایی

بیان‌شده‌است،‌ایده‌پیشنهادی‌[‌06]که‌در‌‌چنان.‌سازی‌کرده‌و‌از‌مزایای‌آنها‌بهره‌برد‌نویسی‌موازی‌دارند‌پیاده‌برنامه

برای‌سایر‌مسائل‌غیرخطی‌وابسته‌‌زیادلاگرانژی‌کارا‌و‌با‌دقت‌-های‌نیمه‌توان‌برای‌توسعه‌طرح‌صورت‌طبیعی‌می‌را‌به

کند‌نیز‌به‌‌نقش‌مهمی‌بازی‌می(‌رفت‌پهن)استوکس‌که‌در‌آنها‌جمله‌انتقال‌-و‌معادلات‌ناویه‌KdVد‌زمان‌مانن‌به

با‌موفقیت‌انجام‌شده‌است‌و‌کار‌روی‌‌KdV کارهایی‌در‌رابطه‌با‌معادله[‌1]در‌این‌رابطه‌در‌.‌سادگی‌گسترش‌داد

‌ۀاما‌باید‌توجه‌داشت‌که‌ساختن‌یک‌روش‌ضمنی‌که‌پایداری‌نامشروط‌را‌در‌کنار‌دقت‌مرتب.‌سایر‌معادلات‌ادامه‌دارد

در‌ارتباط‌با‌برتری‌روش‌.‌دست‌آوردن‌ضرایب‌طرح‌نیاز‌دارد‌بالا‌داشته‌باشد‌به‌محاسبات‌نمادین‌قابل‌توجهی‌برای‌به

و‌حتی‌سایر‌)های‌تفاضلات‌متناهی‌‌های‌تفاضلات‌متناهی‌باید‌توجه‌داشت‌بسیاری‌از‌روش‌شده‌با‌سایر‌روش‌‌پیشنهاد

‌‌روش ‌روش‌گالرکین‌ناپیوسته ‌متناهی‌و ‌مانند‌روش‌عناصر ‌0۲]ها ‌که‌شرط‌‌زمانی‌پایداری‌عددی‌نتیجه‌می[( شود

CFL ای‌رسیدن‌به‌پایداری‌عددی‌نیازی‌نیست‌محدود‌نیست‌و‌بر‌شده‌به‌این‌شرط‌برقرار‌باشد،‌ولی‌روش‌پیشنهاد

‌.آید‌دست‌می‌بخشی‌به‌اندازه‌گام‌زمانی‌را‌خیلی‌کوچک‌در‌نظر‌گرفت‌و‌با‌اندازه‌گام‌زمانی‌بزرگ‌نیز‌نتایج‌رضایت

‌
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