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 چکیده
کیه‌تعمیمیی‌از‌شیار‌‌‌‌بورگویگنیون‌‌-شار‌ریچیی‌‌کنیم‌بعد‌ابتدا‌مفاهیم‌مقدماتی‌منیفلد‌سایا‌را‌یاد‌آوری‌میدر‌این‌مقاله‌

شیار‌‌‌سپس‌‌با‌استفاده‌از‌میدان‌بیرداری‌دیتیورم‌معادلیه‌‌‌.‌کنیم‌را‌روی‌منیفلدهای‌سایا‌معرفی‌می‌استریچی‌و‌شار‌یامابه‌

سازی‌این‌معادله‌دیفرانسیل‌بیا‌‌‌کنیم‌که‌خطی‌دیگری‌تحویل‌یافته‌می‌ۀرا‌به‌معادل‌‌بورگویگنون‌روی‌منیفلدهای‌سایا-ریچی

دهییم‌کیه‌‌تحیت‌‌‌‌‌نشان‌میی‌‌یل‌سهموی‌‌با‌مشتقات‌جزئیمشتقات‌جزئی‌اکیداً‌سهموی‌است‌و‌با‌‌قضایای‌معادلات‌دیفرانس

‌چنیین،‌‌هیم‌‌.اسیت‌با‌شرط‌آغازین‌دارای‌جواب‌است‌و‌این‌جواب‌یکتا‌بورگویگنون‌روی‌منیفلدهای‌سایا‌-شار‌ریچی‌شرایطی

خیود‌‌(‌فشیرده‌و‌بیدون‌میرز‌‌‌)روی‌منیفلیدهای‌سیایا‌بسیته‌‌‌‌‌بورگویگنون-ریچی‌دهیم‌که‌هر‌جواب‌از‌شار‌نشان‌می‌در‌نهایت

‌‌.استمانا‌سالیتون‌شابه‌است‌و‌سالیتون‌متناظر‌با‌آن‌مت

‌

‌.متشابه-خودشار‌هندسی،‌سالیتون،‌منیفلد‌سایا،‌‌‌:کلیدی های واژه

 

 مقدمه

‌و‌هندسه‌آن‌به گران‌‌علت‌کاربرد‌وسیع‌در‌ریاضیات‌و‌فیزیک‌نظری‌مورد‌توجه‌پژوهش‌مفهوم‌ساختارهای‌سایا

عنوان‌فضای‌فاز‌یک‌‌در‌فیزیک‌نظری،‌یک‌منیفلد‌سایا‌در‌واقع‌به.‌[92]‌تحقیقات‌حول‌آن‌گسترده‌است‌ۀاست‌و‌دامن

چنین‌کاربردهای‌این‌مفهوم‌در‌مکانیک،‌اپتیک‌و‌نظریه‌کنترل‌زیاد‌‌شود‌و‌هم‌سیستم‌ترمودینامیکی‌در‌نظر‌گرفته‌می

توان‌‌ابع‌اسکالر‌را‌میاول‌برای‌یک‌ت‌ۀکلاسیکی‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌مرتب‌ۀعلاوه‌بر‌این،‌نظری.‌است

‌.عنوان‌بررسی‌زیرمنیفلدهای‌یک‌منیفلد‌سایا‌در‌نظر‌گرفت‌به

‌فیزیک‌به ‌ریاضیات‌و ‌شارهای‌هندسی‌در ‌طرفی‌دیگر ‌برای‌‌از ‌معمولاً ‌قدرتمند‌مطرح‌هستند‌و عنوان‌یک‌ابزار

امل‌ساختار‌هندسی‌شار‌هندسی‌یک‌تک.‌شوند‌میتر‌استفاده‌‌دست‌یافتن‌به‌ساختارهای‌هندسی‌حائز‌شرایط‌مطلوب

‌وابس‌استتحت‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌وابسته‌به‌تابعکی‌روی‌یک‌منیفلد‌ ه‌به‌بعضی‌از‌انحناهای‌منیفلد‌تکه‌معمولاً

‌.‌استهای‌دینامیکی‌روی‌فضاهای‌نامتناهی‌البعد‌مترهای‌منیفلد‌‌های‌هندسی‌سیستمردر‌واقع‌شا.‌است

‌سال‌ ‌ریچی‌در ‌‌[.1]‌شد‌هامیلتون‌معرفی‌وسیلۀ‌به‌9191شار ‌هندسه ‌موجب‌حل‌مسائل‌مهمی‌در ‌و جمله‌از

مند‌بودن‌این‌روش‌باعث‌شد‌تا‌شارهای‌هندسی‌مشابه‌آن‌تعریف‌و‌وجود‌و‌یکتایی‌‌قدرت.‌دشحدس‌مشهور‌پوانکاره‌

‌بررسی‌شود ‌از‌معروف‌.جواب‌آنها ‌ترین‌شارهای‌هندسی‌عبارتند ‌گرمایی: ‌انحنای‌میانگین[9]‌شار ‌شار ‌شار‌[6]‌، ،

‌.‌[9]‌،‌شار‌هندسی‌هذلولوی[99]‌ریچی‌هارمونیک

گران‌زیادی‌بررسی‌‌پژوهش‌وسیلۀ‌بهمفهوم‌شار‌ریچی‌روی‌منیفلدهای‌فینسلری‌و‌مفاهیم‌وابسته‌در‌این‌منیفلدها‌

‌(.ملاحظه‌شود[‌1]و‌[‌9]عنوان‌مثال‌‌به)شده‌است‌
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بورگویگنون‌-یکی‌دیگر‌از‌شارهای‌هندسی،‌شار‌ریچی‌.باشد0gبعدی‌با‌متر‌ریمانی‌-nیک‌منیفلد‌‌Mفرض‌کنید‌

‌:استصورت‌‌دینب

02 2 , (0)
g

Ric Rg g g
t




   


 

‌وسییلۀ‌‌بیه‌این‌شیار‌اولیین‌بیار‌‌‌‌.‌عدد‌حقیقی‌ثابت‌است‌انحنای‌اسکالر‌و‌‌g(t)‌،‌Rتانسور‌ریچی‌از‌‌‌Ricکه‌در‌آن‌

کاتینو‌و‌همکارانش‌نشان‌دادند‌که‌این‌شیار‌بیا‌شیرط‌‌‌سپس‌[.‌4]‌معرفی‌شد‌(9199)بورگویگنون‌
1

2( 1)n
 


در‌‌

 .‌[5]است‌زمان‌کوتاه‌دارای‌جواب‌یکتا‌

بورگویگنون‌روی‌منیفلدهای‌سایا‌را‌تعریف‌کرده‌و‌به‌بررسی‌وجود‌و‌یکتایی‌جواب‌-در‌این‌مقاله‌مفهوم‌شار‌ریچی

شیار‌هندسیی‌‌‌.‌شده‌است‌بررسیبررسی‌وجود‌جواب‌و‌یکتایی‌شار‌ریچی‌روی‌منیفلدهای‌سایا‌‌[91]در.‌پردازیم‌آن‌می

0تر‌است‌و‌در‌حالت‌خاص‌‌گیریم‌حالت‌کلی‌جا‌در‌نظر‌می‌که‌در‌این نتایج‌.‌است‌[91]‌،‌نتایج‌ما‌منطبق‌با‌نتایج

‌1ازای‌یک‌منیفلید‌سیایا‌بیه‌‌‌‌بورگویگنون‌روی-دهد‌که‌شار‌ریچی‌دست‌آمده،‌نشان‌می‌به

4
 دارای‌جیواب‌یکتیا‌در‌‌‌‌

‌.استمدت‌کوتاه‌است‌و‌این‌منیفلدها‌سالیتون‌ریچی‌

 

 نیازها پیش

این‌مطالیب‌اسیتاندارد‌بیوده‌و‌در‌منیابع‌اسیتاندارد‌یافیت‌‌‌‌‌‌‌.‌کنیم‌در‌این‌بخش‌مفاهیم‌هندسی‌مورد‌نیاز‌را‌بیان‌می

‌.شوند‌می

 همتافته و هرمیتیساختارهای . 1

‌ .1 تعریف ‌متناهی‌بعد ‌یک‌فضای‌برداری‌حقیقی‌و ‌خطی‌و‌‌به‌Vیک‌فضای‌برداری‌همتافته، ‌دو ‌یک‌فرم همراه

‌موسوم‌به‌فرم‌همتافته‌است‌ناتبهگون‌و‌متناوب‌ ‌زوج‌. ‌این‌صورت، )در , )V یک‌فضای‌برداری‌همتافته‌‌‌ را

 .گوییم

)کند‌که‌در‌یک‌فضای‌برداری‌همتافته‌خاصیت‌ناتبهگونی‌فرم‌همتافته‌ایجاب‌می , )V فضای‌برداری‌‌Vو‌‌

‌نگاشت‌.‌طور‌طبیعی‌یکریخت‌باشند‌به‌‌V*دوگان‌آن‌ )در‌واقع، ,.)v vیک‌یکریختی‌طبیعی‌از‌‌Vبه‌‌*V‌‌

 .کند‌تعریف‌می

)اگر‌.2ۀ گزار , )V آن‌‌ ‌باشد، ‌همتافته ‌برداری ‌فضای ‌‌یک ‌پایه ‌یک }گاه }iاز‌*Vطوری‌‌ ‌دارد که‌‌وجود
i n i   و‌نسبت‌به‌پایه‌دوگان‌‌{ }iبرای‌‌Vماتریس‌‌،صورت‌است‌‌دینب‌: 

0

0

I

I

 
   

 
 

nماتریس‌همانی‌Iکه‌در‌آن‌ nویژه،‌بعد‌به.‌است‌Vعددی‌زوج‌dim( ) 2V nاست‌. 

‌‌.رجوع‌کنید‌[3]‌به:‌اثبات

)،‌اگر1ۀ‌با‌توجه‌به‌گزار , )V 2یک‌فضای‌برداری‌همتافته‌و‌‌n-گاه‌بعدی‌باشد‌آن 
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[ ]
1 22( 1) ! .

n

n nn         

)در‌یک‌فضای‌برداری‌همتافته‌ .3 تعریف , )V برای‌هر‌زیر‌فضای‌‌Wاز‌‌Vکنیم‌تعریف‌می‌ 

{ | : ( , ) 0}W v V u W v u        

Wرا‌زیر‌فضای‌لاگرانژی‌گوییم‌هرگاه‌‌Vاز‌‌Wزیر‌فضای‌ W . 

‌فضای‌برداری‌همتافته‌‌Tیک‌نگاشت‌خطی‌ .4 تعریف 1از 1( , )V 2به‌فضای‌برداری‌همتافته‌‌ 2( , )V یک‌‌‌ را

نگاشت‌همتافته‌گوییم‌هرگاه‌حافظ‌فرم‌همتافته‌باشد‌
*

2 1( )T  یعنی‌برای‌هر‌، ,u v Vداشته‌باشیم‌: 

2 1( ( ), ( )) ( , )T u T v u v  . 

‌.توانیم‌این‌مفاهیم‌را‌در‌سطح‌منیفلدها‌تعریف‌کنیم‌اکنون‌می

‌یک‌منیفلد‌: 2-5. 6 تعریف ‌یک‌‌Mیک‌منیفلد‌همتافته،  که‌برای‌هر‌است‌طوری‌Mروی‌‌فرم‌-1به‌همراه

p Mزوج‌، ( , )p pT M 0یک‌فضای‌برداری‌همتافته‌باشد‌و‌‌d ‌.در‌این‌صورت،‌زوج‌( , )M را‌یک‌‌

 .را‌فرم‌همتافته‌گوییممنیفلد‌همتافته‌و‌

)با‌توجه‌به‌مطالبی‌که‌بیان‌شد،‌واضح‌است‌که‌یک‌منیفلد‌همتافته‌ , )M ‌ًپذیر‌و‌از‌بعد‌زوج‌است‌جهت‌لزوما. 

)در‌یک‌منیفلد‌همتافته‌‌:(قضیه داربو)  2-8. 5ۀ گزار , )M حول‌هر‌نقطه‌‌p Mیک‌دستگاه‌مختصات‌‌

1 1( , , , )n nx x y yروی‌یک‌همسایگی‌Uحول‌‌pکه‌وجود‌دارد‌طوری‌  .
1

n
i i

i

dx dy


  

‌‌.رجوع‌کنید‌[3]‌به:‌‌اثبات

1نگاشت‌هموار‌بین‌منیفلدهای‌همتافته‌: 2-9. 6 تعریف 2: ( , ) ( , )f M N را‌یک‌نگاشت‌همتافته‌گوییم‌‌

هرگاه‌
*

2 1( )f  . 

یک‌میدان‌برداری‌: 2-11. 8 تعریف X Mدر‌یک‌منیفلد‌همتافته‌‌( , )M ‌ًرا‌یک‌میدان‌برداری‌موضعا‌

0XLهامیلتونی‌گوییم‌هرگاه  ‌. 

}آن‌‌شار‌گاه‌‌هامیلتونی‌باشد‌آن‌یک‌میدان‌برداری‌موضعاX‌ًهرگاه‌ }tهای‌همتافته‌است‌یک‌خانواده‌از‌نگاشت‌.

‌می‌هم ‌‌چنین، ‌برداری ‌میدان ‌یک ‌که ‌کرد ‌ثابت ‌فرمی‌‌موضعاX‌ًتوان ‌یک ‌اگر ‌تنها ‌و ‌اگر ‌است هامیلتونی

( ,.)Xi X بسته‌باشد‌. 

میدان‌برداری‌: 2-11. 9 تعریف X Mدر‌منیفلد‌همتافته‌‌( , )M را‌یک‌میدان‌برداری‌هامیلتونی‌گوییم‌‌

)هرگاه‌تابع‌ )f C Mوجود‌داشته‌باشد‌که‌‌Xi df . 

.‌هامیلتونی،‌یک‌میدان‌برداری‌هامیلتونی‌است‌شود‌که‌کروشه‌لی‌دو‌میدان‌برداری‌موضعاً‌به‌سهولت‌بررسی‌می

)دهیم‌در‌یک‌منیفلد‌همتافته‌‌در‌ادامه،‌نشان‌می , )M توان‌یک‌ساختار‌کروشه‌پواسون‌روی‌جبر‌توابع‌هموار‌‌می‌

( )C M
 .‌تعریف‌کرد‌
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وجود‌دارد‌که‌‌fXفرم‌است‌و‌میدان‌برداری‌یکتایی‌مانند-9یک‌‌f‌،dfازای‌هر‌تابع‌هموار‌‌به
fXi df ‌.

,اکنون‌برای ( )f g C Mکنیم‌تعریف‌می‌{ , } ( , )f gf g X X‌،با‌این‌عمل( )C M
ساختار‌یک‌جبر‌‌

ffلی‌دارد‌و‌نگاشت‌ Xیک‌همریختی‌جبرهای‌لی‌بین‌‌( )C M
و‌‌ Mاست‌. 

‌.پردازیم‌در‌ادامه‌این‌بخش،‌به‌مفاهیم‌و‌تعاریف‌متریکی‌در‌هندسه‌همتافته‌می

است‌که‌(‌9،9)،‌یک‌میدان‌تانسوری‌از‌نوع‌Mمختلط‌روی‌یک‌منیفلد‌هموار‌‌یک‌ساختار‌تقریباً: 2-12. 11 تعریف
2J Id ‌.در‌این‌صورت،‌زوج( , )M J‌ًمختلط‌گوییم‌را‌یک‌منیفلد‌تقریبا. 

)اگر‌:2-13 . 11ۀ گزار , )M گاه‌یک‌متر‌ریمانی‌‌یک‌منیفلد‌همتافته‌باشد،‌آن‌g‌ًمختلط‌‌و‌یک‌ساختار‌تقریباJ‌

که‌برای‌هر‌‌وجود‌دارد‌طوری‌Mروی‌ ,X Y M‌،( , ) ( , )X Y g X JY . 

 ‌.رجوع‌کنید‌[3]‌به:‌‌اثبات‌

را‌هرمیتی‌گوییم‌هرگاه‌حافظ‌ساختار‌(‌M,J)مختلط‌‌روی‌یک‌منیفلد‌تقریباg‌ًیک‌متر‌ریمانی‌‌:2-14 . 12 تعریف

باشد،‌یعنی‌برای‌هر‌‌Jتقریبا‌مختلط‌ ,X Y Mداشته‌باشیم‌‌‌g(JX,JY)=g(X,Y)تایی‌‌صورت‌سهدر‌این‌‌

(M,J,g‌)را‌یک‌ساختار‌تقریبا‌هرمیتی‌گویند. 

.‌شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینفرم‌اساسی‌ب-1،‌یک‌دو‌فرمی‌موسوم‌به‌(M,J,g)هرمیتی‌‌وابسته‌به‌یک‌ساختار‌تقریباً

در‌واقع،‌برای‌هر‌ ,X Y M 

. ( , ) ( , )X Y g X JY   

کاهلری‌گویند‌هرگاه‌دو‌فرم‌اساسی‌متناظر‌با‌آن‌‌را‌تقریباً(‌M,J,g)هرمیتی‌‌تقریباًیک‌منیفلد‌‌:2-16 . 13 تعریف

0Jو‌آن‌را‌کاهلری‌گویند‌هرگاه‌علاوه‌بر‌این،‌‌0dبسته‌باشد‌یعنی،‌ که‌در‌آن‌‌،چویتای‌-التصاق‌لوی‌

 .است‌gوابسته‌به‌

‌ )هندسه‌ریمانی‌یک‌منیفلد‌همتافته‌‌بررسیبنابراین، , )M می‌‌ ‌بررسی‌هندسه‌ریمانی‌یک‌ساختار‌‌را توان‌با

‌.کاهلری‌انجام‌داد‌تقریباً

 منیفلدهای سایا. 2

ساختار‌سایا‌روی‌.‌تواند‌ساختار‌همتافته‌بپذیرد‌با‌توجه‌به‌مطالب‌بخش‌قبل‌دیدیم‌که‌یک‌منیفلد‌از‌بعد‌فرد‌نمی

‌منیفلدهای‌زوج‌بعدی‌است‌Mیک‌منیفلد‌فرد‌بعدی‌ ‌شبیه‌ساختارهای‌همتافته ‌ساختاری، ‌این‌مفهوم‌را‌. ‌زیر، در

 .‌کنیم‌تعریف‌می

2)یک‌ساختار‌سایا‌روی‌یک‌منیفلد‌: 2-15. 14 تعریف  1)n -بعدی‌Mناپذیر‌و‌ماکسیمال‌‌،‌یک‌توزیع‌انتگرال

H TMدر‌این‌صورت‌.‌است‌( , )M Hرا‌یک‌منیفلد‌سایا‌گوییم‌. 

‌ ‌یک ‌که ‌کنید ‌‌-9فرض ‌طوری‌‌Mروی‌فرم ‌دارد ‌‌وجود )kerکه )H شرط‌‌ ‌صورت ‌این ‌در ،

 معادل‌با‌این‌است‌که‌Hناپذیری‌‌انتگرال

( ) 0nd  ‌ )یعنی )nd   ‌‌ ‌روی ‌حجم ‌عنصر ‌لزوماM‌ًیک ‌سایا ‌منیفلدهای ‌بنابراین ‌است،

 .‌گوییم(‌M,H)با‌مشخصات‌بالا‌را‌فرم‌سایای‌وابسته‌به‌منیفلد‌سایا‌‌فرم‌-9از‌این‌به‌بعد،‌.‌پذیر‌هستند‌جهت
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2اگر‌مختصات‌روی‌:2-16 . 16 مثال 1nبه‌صورت‌‌
1 1( , , , , , )n nx y x y zگاه‌یک‌ساختار‌سایای‌‌باشد،‌آن‌

‌سایای‌فرم‌کمک‌به‌طبیعی‌استاندارد
1

n
i i

i

dz y dx


 اگر‌.شود‌می‌ایجاد‌‌kerH ،گاه‌‌آن‌
2 1( , )n H

‌

 .یک‌منیفلد‌سایا‌است

 .موزر‌در‌منیفلدهای‌سایا‌است‌را‌داریم‌ۀکه‌نظیر‌قضی‌.96ۀ‌های‌سایا‌گزار‌در‌ارتباط‌با‌فرم

)فرض‌کنید‌: 2-18 . 15ۀ گزار )t[0,1]که‌‌t فشرده‌و‌بدون‌)های‌سایا‌روی‌منیفلد‌بسته‌‌،‌یک‌خانواده‌از‌فرم

(0)باشد‌و‌‌M(‌مرز های‌،‌در‌این‌صورت‌یک‌خانواده‌از‌دیفئومورفیسمtوجود‌دارد‌که‌ 

*( ) tt   . 

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                                                                              ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌.رجوع‌کنید‌[3]‌به:‌اثبات

یک‌فضای‌آفین‌با‌فضای‌برداری‌هادی‌‌Mهای‌سایا‌روی‌یک‌منیفلد‌هموار‌‌چنین،‌فضای‌همه‌فرم‌هم
1( )A M‌

‌.را‌داریم.‌99ۀ‌گزار.‌است‌Mهای‌دیفرانسیلی‌روی‌‌فضای‌همه‌یک‌فرم

وجود‌دارد‌‌Tعددد‌حقیقی‌و‌مثبت‌.‌باشند‌Mفرم‌روی‌-9یک‌‌یک‌فرم‌سایا‌و‌‌فرض‌کنید‌: 2-19 . 16ۀ گزار

)که‌ )t t   0]برای‌هر‌‌, ]t Tیک‌فرم‌سایا‌است‌. 

‌.رجوع‌کنید‌]91[به‌:‌‌اثبات

‌:تعریف‌کرد‌صورت‌دینتوان‌ب‌می(‌نسبت‌به‌ساختار‌سایا)در‌منیفلدهای‌سایا،‌یک‌میدان‌برداری‌طبیعی‌

معادلات‌تعریف‌این‌با‌‌برای‌یک‌فرم‌سایای‌‌میدان‌برداری‌ریب‌یا‌میدان‌برداری‌مشخصه‌: 2-21 . 18 تعریف

 :شود‌می

( ) 1, ( ,.) 0.d      

 :ایجاد‌کرد‌صورت‌دینتوان‌یک‌تجزیه‌طبیعی‌از‌کلاف‌مماس‌ب‌می‌کمک‌میدان‌برداری‌مشخصه‌‌به

TM L H که‌در‌آن‌‌Lزیر‌فضای‌عمودی‌تولیده‌شده‌توسط‌‌است‌‌ ‌تقریباً. ‌ساختار مختلط‌در‌‌مشابه،

 وجود‌دارد‌که‌‌مانند‌(‌9،9)،‌یک‌میدان‌تانسوری‌نوع‌منیفلدهای‌کاهلری،‌وابسته‌به‌هر‌فرم‌سایای

ker( ), ( )L H Im     

 :شرط‌صدق‌کنداین‌در‌‌هرگاه‌میدان‌تانسوری

2 I       

)چهارتایی‌.‌نامیم‌سایا‌می‌گاه‌آن‌را‌یک‌ساختار‌تقریباً‌تابع‌همانی‌است،‌آن‌Iکه‌در‌آن‌ , , , )M   را‌یک‌ساختار‌‌

)زیرا‌.‌نامند‌سایا‌می‌تقریباً ) 0  بازنویسی‌کرد‌(9)صورن‌‌توان‌به‌،‌بنابراین‌تجزیه‌کلاف‌مماس‌را‌می. 

ker( ) ( )TM Im                         (9)  

‌در‌امتداد‌میدان‌برداری‌‌کمک‌تعریف‌میدان‌برداری‌مشخصه‌و‌اتحاد‌کارتان،‌واضح‌است‌که‌مشتق‌لی‌‌به

0Lبرابر‌صفر‌است‌ ‌.توان‌گفت‌که‌فرم‌سایای‌‌بنابراین،‌مییدان‌برداری‌مشخصهتحت‌فلوی‌م‌پایا‌است‌‌

‌:داریمهای‌کلی‌را‌‌تعریفاین‌و‌
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9311زمستان،‌‌4ۀ،‌شمار6جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌561
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

f:تابع‌هموار‌: 2-21 . 19 تعریف M Nبین‌منیفلدهای‌سایای‌‌Mو‌‌Nهای‌سایای‌‌ترتیب‌با‌فرم‌به‌Mو‌‌

N‌‌،را‌سایا‌گوییم‌هرگاه‌حافظ‌فرم‌سایا‌باشد‌یعنی
*( )N Mf  . 

‌: 2-22 . 21 تعریف ‌برداری ‌‌Xمیدان ‌سایای ‌منیفلد ‌‌Mروی ‌سایای ‌فرم ‌هرگاه‌‌با ‌گوییم ‌سایا ‌موضعا را

0XL  و‌آن‌را‌سایا‌گوییم‌هرگاه‌تابع‌هموار‌( )f C Mکه‌‌وجود‌داشته‌باشد‌طوری‌XL f . 

]کمک‌اتحاد‌به , ]X Y X Y Y XL L L L L توان‌بررسی‌کرد‌که‌کروشه‌لی‌دو‌میدان‌بردای‌سایا‌مجدداً‌می‌‌

‌مجموعه‌همه‌میداندمیدان‌بر ‌بنابراین، ‌است‌و ‌‌اری‌سایا ‌با ‌که‌آن‌را ‌یک‌‌نشان‌می‌cMهای‌برداری‌سایا دهیم،

های‌برداری‌‌زیرجبر‌لی‌از‌جبر‌لی‌میدان Mاست‌‌ .‌ ‌نگاشت‌دو‌سوئی‌که‌از )به‌‌cMدر‌ادامه، )C M
‌

‌معرفی‌می ‌کنیم‌وجود‌دارد‌را ‌انتقال‌عمل‌کروشه. ‌با ‌توابع‌‌لی‌می‌بنابراین، توان‌یک‌عمل‌کروشه‌پواسون‌روی‌جبر

)هموار‌ )C M
‌تعریف‌کنید‌.ایجاد‌کرد‌

1

2

: ( ), ( )

: ( ) ,

c

c

f

M C M X X

C M M f X

 










 

‌:شود‌صورت‌تعریف‌می‌دینمیدان‌برداری‌سایایی‌است‌که‌ب‌fXکه‌در‌آن

α(X )= f, dα(X ,.)= df(ξ)α - df
f f  

 توان‌دید‌که‌سادگی‌میچنین‌به‌‌هم

( )
fXL df  ‌.اکنون‌برای‌توابع‌هموار, ( )f g C Mشود‌تعریف‌می‌صورت‌دینعمل‌کروشه‌پواسون‌ب‌:‌ 

.{ , } [ , ]f gf g X X  

 ریمانی منیفلدهای سایا ۀهندس. 1-2

ساختارهای‌اضافه،‌منطقی‌است‌با‌مترهای‌ریمانی‌کار‌هندسه‌ریمانی‌منیفلدهای‌سایا‌به‌سبب‌داشتن‌بررسی‌در‌

 .کنیم‌که‌در‌شرایط‌سازگاری‌خاصی‌صدق‌کنند

‌ریمانی‌: 2-23 . 21 تعریف ‌تقریباg‌ًیک‌متر )سایای‌روی‌منیفلد , , , )M   برای‌هر‌‌ ‌هرگاه ‌گوییم ‌سازگار را

 ,X Y M، 

( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( )g X Y g X Y X Y      

‌این‌صورت‌ )در , , , , )M g  ‌ًیک‌ساختار‌تقریبا‌ ‌سایای‌متریک‌گوییم‌را ‌تقریباً‌هم. ‌یک‌ساختار سایای‌‌چنین،

‌:متریک‌را

ساساکی‌گوییم‌هرگاه‌برای‌هر‌(الف ,X Y M،‌

( ) ( , ) ( )X Y g X Y Y X    ‌

سایا‌گوییم‌هرگاه‌-Kمنیفلد‌‌(ب   و 

)اینشتینی‌گوییم‌هرگاه‌-‌(پ , ) ( , ) ( ) ( )Ric X Y ag X Y b X Y  ‌

‌.است‌gچویتای‌وابسته‌به‌-التصاق‌لویو‌‌Mتوابع‌هموار‌روی‌bو‌‌aکه‌در‌آن‌

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

6.
4.

64
5 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
58

82
54

6.
13

99
.6

.4
.2

.7
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

5-
07

 ]
 

                             6 / 16

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.6.4.645
https://dorl.net/dor/20.1001.1.25882546.1399.6.4.2.7
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-2717-en.html


 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌561ابورگویگنون‌روی‌منیفلدهای‌سای-شار‌ریچی

نشان‌داده‌شده‌است‌که‌هر‌.‌،‌یک‌تجزیه‌متعامد‌است(1)تجزیه‌‌gشایان‌گفتن‌است‌که‌نسبت‌به‌یک‌متر‌سازگار‌

)dimسایا‌است‌ولی‌عکس‌آن‌فقط‌در‌بعد‌-Kمنیفلد‌ساساکی،‌یک‌منیفلد‌ ) 3M نکات‌زیر‌در‌.‌صحیح‌است‌

 .شوند‌جا‌بیان‌می‌و‌در‌این‌استسایای‌متریک‌در‌ادامه‌کار‌نیاز‌‌ارتباط‌با‌ساختارهای‌تقریباً

‌ )اگر , , , , )M g  ‌ًتقریبا‌ ‌آن‌یک‌ساختار ‌مثبت‌سایای‌متریک‌باشد ‌اسکالر ‌برای‌هر یک‌ساختار‌‌ aگاه

‌سایای‌متریک‌با‌مشخصات‌تقریباً

1
, , , ( 1)a g ag a a

a
               

)هموتوتیک‌‌ساختار‌-Dشود‌که‌به‌تغییر‌‌ایجاد‌می , , , , )M g  را‌نیز‌داریم‌11مهم‌‌ۀگزار.‌مشهور‌است. 

‌گاه‌آن.‌باشند‌Mیک‌تبدیل‌روی‌‌یک‌فرم‌سایا‌و‌فرض‌کنید‌: 2-24 . 22ۀ گزار
* یک‌فرم‌سایا‌است‌و‌‌

 :است‌صورت‌دینهای‌آن‌ب‌مولفه

* 1 1

* * *, ( ) , ( ) .g g           

‌درواقع،‌یک‌فرایند‌برای‌ساختن‌ساختارهای‌تقریباً.‌پردازیم‌به‌بحث‌وجود‌چنین‌ساختارهایی‌میدر‌ادامه‌این‌بخش،‌

 .دهیم‌سایای‌متریک‌را‌شرح‌می

2)یک‌منیفلد‌‌‌Mفرض‌کنید‌ 1)n بعدی‌باشد‌و‌یک‌متر‌ریمانی‌‌hاگر‌.‌را‌روی‌آن‌ثابت‌کنید‌یک‌فرم‌‌

)اندمورفیسم‌.‌است‌Hیک‌فرم‌همتافته‌روی‌کلاف‌برداری‌‌dگاه‌‌باشد،‌آن‌Mسایا‌روی‌ )A Aut Hرا‌‌

‌می‌دینب ‌تعریف ‌کنیم‌صورت :‌ ‌هر X,برای Y H،‌( , ) ( , )d X Y h X AY ‌ .‌ ‌dچون

)متناوب‌است،‌بنابراین , ) ( , )h X AY h AX Y ‌.فرض‌کنید*Aالحاقی‌‌Aنسبت‌به‌‌hباشد،‌در‌این‌‌

}پدیر‌با‌مقادیر‌ویژه‌‌در‌هر‌نقطه‌متقارن‌و‌مثبت‌معین‌است،‌بنابراین‌قطری‌AA*صورت }i‌ًفرض‌.‌مثبت‌است‌اکیدا

‌‌AA*کنید ‌دوم ‌درایه‌AA*ریشه ‌با ‌قطری ‌ماتریسی ‌درواقع، ‌که ‌‌باشد ‌است‌iهای ‌اصلی ‌قطر .‌روی

 قرار‌دهید‌.‌شود‌جا‌می‌هجاب‌AA*با‌‌Aاندومورفیسم‌

* 1( ) ,J AA A‌‌،در‌این‌صورتJبا‌‌Aو‌‌*AAدهد‌شود‌که‌نتیجه‌می‌جا‌می‌هجاب‌: 

* * * 1 * 1( ) ( )J A AA A AA J       

 و

2 * * 1 * * 1( ) ( ) .J JJ AA A A AA Id        

X,برای‌هر Y H‌ ‌دهید ‌قرار ،*( , ) ( , )m X Y h X AA Y‌ ‌که‌میبه‌سادگی‌بررسی‌. یک‌ m شود

‌روی‌کلاف‌برداری‌ )است‌و‌Hمتر , ) ( , )d X Y m X JY ‌ ‌به. سازی‌یک‌متر‌‌کمک‌قطبی‌بنابراین

‌(‌h ‌نسبت‌به)ریمانی‌یکتا‌

‌‌mروی‌توزیع‌H و‌یک‌میدان‌تانسوری‌یکتا‌‌(نسبت‌به‌ h‌)‌Jوجود‌دارد‌که‌برای‌هر(‌9،9)از‌نوع‌‌,X Y H‌

 داریم

2( ) , ( , ) ( , ).J X X m X JY d X Y    
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

‌‌سایای‌‌صورت‌میدان‌برداری‌مشخصه‌وابسته‌به‌فرض‌کنید‌ ‌به‌یک‌متر‌ریمانی‌‌mباشد، با‌‌Mروی‌‌gرا

)تعریف , ) ( )g X X چنین،‌‌هم.‌دهیم‌تعمیم‌می‌$J$را‌به‌اندومورفیسم‌‌با‌تعریف‌‌( ) 0  ‌

 کنیم،‌بنابراین‌داریم‌تمدید‌می

2 , TI g g             

که‌در‌آن‌
Tgشود‌صورت‌تعریف‌می‌دینب‌: 

( , ) ( , ).
T

g X Y d X Y   

 

 بورگویگنون و بررسی وجود جواب آن-شار ریچی

های‌‌بورگویگنون‌روی‌منیفلدهای‌سایا‌را‌تعریف‌کرده‌و‌به‌بررسی‌وجود‌و‌یکتایی‌جواب-بخش‌شار‌ریچیدر‌این‌

‌مدت‌برای‌آن‌می ‌پردازیم‌کوتاه ‌ریچی. ‌شار ‌از ‌هندسی، ‌تعریف‌این‌شار ‌منیفلدهای‌ریمانی‌ایده‌-در بورگویگنون‌در

 .ایم‌گرفته

)فرض‌کنید‌ , )M یک‌منیفلد‌سایا‌‌n-بعدی‌(nعددی‌فرد‌است‌‌)چنین‌فرض‌کنید‌‌باشد‌و‌هم( , ( ))M t‌

‌ ‌و ‌هموار ‌خانواده ‌تقریباً-9یک ‌ساختارهای ‌از ‌‌پارامتری ‌روی ‌متریک ‌باشد‌Mسایای ‌معادل. ‌ریچی‌(1)ۀ ‌شار -را

 گوییم‌Mبورگویگنون‌روی‌

2 ( )

(0)

i Ric Rg
t






 


  


 

                                       (1)  

)که‌در‌آن )t میدان‌برداری‌مشخصه‌وابسته‌به‌‌( )t ‌،‌‌،یک‌اسکالر‌حقیقیRicتانسور‌انحنای‌‌

)انحنای‌اسکالر‌وابسته‌به‌متر‌‌Rریچی‌و‌ )g g tاست‌. 

)دانیم‌‌،‌میtکافی‌کوچک‌‌ۀو‌برای‌مقادیر‌به‌انداز‌Mروی‌‌فرم‌-9ازای‌یک‌‌به )t t   یک‌فرم‌سایا‌‌،

)فرض‌کنیم‌.‌است ( ), ( ), ( ))t t g t (1)ۀ‌سازی‌معادل‌خطی‌برای.‌های‌سایای‌مرتبط‌با‌آن‌باشد‌سایر‌مولفه‌‌

)لازم‌است‌که‌مشتقات‌ )t‌،g(t)‌‌،( )g tRicو( )g tR0را‌در‌‌t محاسبه‌کنیم‌.‌

)فرض‌کنید‌: 3-1 . 23ۀ گزار )t t   و‌‌( )tمیدان‌برداری‌مشخصه‌وابسته‌به‌‌( )tباشد،‌در‌این‌صورت‌‌ 

0(0) | ( ) ( ) (( ) ).t

d
t i d

dt
      

      

‌.رجوع‌شود‌‌ ]91[ به‌:‌اثبات

)برای‌محاسبه‌مشتق )g t0در‌‌t ‌،هم‌مرتبط‌هایی‌به‌دیفئومورفیسم‌ۀوسیل‌های‌سایا‌به‌که‌فرم‌با‌توجه‌به‌این‌

)که‌‌توان‌فرض‌کرد‌میهستند‌بنابراین‌بدون‌کاسته‌شدن‌از‌کلیت‌ ) ( )T Tg t f t gبنابراین‌، 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tg t g t t t f t g t t          

‌‌بنابراین

0(0) | ( ) (0) .T

t

d
g g t f g

dt
   

                                    (5)  
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 :شود‌داده‌می‌‌رابطهاین‌با‌‌‌hشده‌تانسور‌انحنای‌ریچی‌در‌امتداد‌‌دانیم‌خطی‌می

1
( ) (0) ( )

2

( )

( )t t

ij ik i k i tk k itRic h tr h h h

lower order terms

        



 

همانh ‌،(5)‌که‌با‌توجه‌به     ایم‌بندی‌اینشتین‌نیز‌در‌بالا‌استفاده‌کرده‌است‌و‌از‌قرارداد‌جمع‌. 

‌:شود‌داده‌می‌‌رابطهاین‌با‌‌hشده‌انحنای‌اسکالر‌در‌امتداد‌‌دانیم‌خطی‌چنین،‌می‌هم

(0) ( ) ( )s t

stR trh h lower order terms       

همان‌hکه‌در‌آن‌     است‌. 

)براین،‌ابن )DE 2سازی‌اپراتور‌‌خطی‌ ( )E i Ric Rg   در‌‌در‌امتداد‌‌صورت‌است‌دینب‌: 

0 0 0

0 0

0

(0) 0

( ) 2 (0) (0) 2

2 ( )

( ) g

g g

DE i Ric R g i R h

i Ric R g

  



  



    

 
 

 داریم‌فرم‌-9پس‌برای‌هر‌

0 0

( ) ( )

2 ( ( ) )( ) ( )

[

]

t t

i ik i k i tk k it

s t k

st ik

DE h tr h h h

trh h g lower order terms

 

 

       

    
 

 .آوریم‌دست‌می‌به‌aاکنون‌علامت‌اصلی‌این‌اپراتور‌خطی‌شده‌را‌در‌جهت‌یک‌بردار‌کتانژانت‌

0

0 0 0 0

( )( ) tr ( )

2 tr ( )( ) 2 ( )

[

]

t t t

a i t ik i k g i kt k it

t t s k

t g ik ts ik

DE a a h a a h a a h a a h

a a h g a a h g

 

  

   

 
 

توان‌فرض‌کرد‌که‌‌طبق‌معمول،‌چون‌علامت‌یک‌تابع‌همگن‌است‌می
0

| | 1ga توانیم‌محاسبات‌را‌در‌یک‌‌و‌می‌

,1ای‌پایه‌متعامد‌یکه ,{ }i i ne ‌ pTاز M0انجام‌دهیم‌که‌ 1( ,.)a g e‌ 1iیعنی‌برای‌هر، ‌ ،0ia ‌ بنابراین،‌.

 آوریم‌دست‌می‌هب

0

0

1 1 1 1 1 1

11 0

( )( ) tr ( )

2 tr ( ) 2

[

]
a i ik i k g i k k i

k

g ik ik

DE h h h h

h h

     

    

   

 
 

1نمایش‌ماتریسی‌این‌تابع‌علامت‌را‌در‌دستگاه‌مختصات‌ 2( , , , )n  فرم‌-9برای‌هر‌‌آوریم‌دست‌می‌به‌‌.

‌دقت‌می )0کنیم‌که‌شرط‌‌ابتدا ) 1  ‌‌ ‌این‌است‌که 0معادل‌با 1k

k  ‌ ‌‌هم. )0چنین، , ) ( )g X X به‌‌

0معنی‌این‌است‌که‌

k

k ‌.گیریم‌دو‌حالت‌در‌نظر‌می. 

1i:‌حالت‌اول در‌این‌صورت‌،‌

0 0

0 0 0

1 1 1 1 11 1 11 1 0

1 1

11 0 11 0 11 1

1 1

2 2

( )( ) tr ( ) 2 tr ( ) 2

(tr ( ) ) 2 (tr ( ) ) (tr ( ) )(1 2 )

(1 2 ) 2(1 2 )

[ ] k

a i k k g k k g k k

g g g

n n

kk k k

k k

DE h h h h h h

h h h h h h

h

        

    

     
 

     

      

    
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)1های‌لفهؤپس‌م )( )a DE صورت‌است‌دیندر‌دستگاه‌مختصات‌گفته‌شده‌ب‌: 

1 2 1(0,2(1 2 ) , ,2(1 2 ) )n      

1i:‌حالت‌دوم در‌این‌صورت‌،‌

0

0

1 1 11 0

1

0 1 0 0 11 0

2 2

2

2 2 22

2

1

2

( )( ) 2 tr ( ) 2

2 tr ( ) 2 ( ) 2

( [ ] ) 4 (1 4 )

(1 4 ) (1

[ ] k

a i ik k i g ik ik

n n
k i i

ik i g ik k i kk

k k

n n n n

i k k i k i k k i k k k i

k k kk
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i k k

k

DE h h h h

h h h h h h

       

       

            

    

 

  



   

     

     

   

 

  

 ) .i

 

 بنابراین

1 2 10 2(1 2 ) 2(1 2 )

0
( )

[ 1]

0

n

a DE
A n



     



  
 
 
 
 
 

 

]که‌در‌آن‌ 1]A n یک‌ماتریس‌‌( 1) ( 1)n n  شود‌صورت‌داده‌می‌دیناست‌که‌ب‌: 

 
2 2

2 1 2 3 2

2 2

3 2 3 1 3

2 2

2 3 1

(1 4 ) (1 ) (1 4 ) (1 4 )

(1 4 ) (1 4 ) (1 ) (1 4 )
[ 1]

(1 4 ) (1 4 ) (1 4 ) (1 )

n

n

n n n

A n

        

        

        

     
 

      
 
       

 

)توان‌دید‌که‌ماتریس‌می )a DE1دارای‌یک‌مقدار‌ویژه‌صفر‌است‌و‌n مقدار‌ویژه‌دیگر‌آن،‌همان‌مقادیر‌‌

]ویژه‌ماتریس 1]A n شوند‌محاسبه‌می‌14کمک‌لم‌‌است‌که‌به‌.‌

]ای‌مشخصه‌چندجمله: 3-2 . 24 لم 1]A n صورت‌است‌دینب‌: 

2 2 2

1 1( ) ( 1) [ ( 1)(2 4 )].nf             

)پس‌ماتریس‌ )a DEمقدار‌ویژه‌9از‌تکرار‌‌0دارای‌مقدار‌ویژه‌‌‌،
2

11 از‌تکرار‌‌( 2)n و‌مقدار‌ویژه‌‌
2

1(1 )(2 4 )  است‌9از‌تکرار‌‌. 

کمک‌میدان‌‌در‌ادامه‌کار،‌یک‌شار‌جدید‌به.‌سهموی‌نیست‌اکیداً(‌1)‌ۀگیریم‌که‌معادل‌بنابر‌مطالب‌بالا،‌نتیجه‌می

این‌شار‌جدید،‌‌‌سهموی‌است‌و‌از‌طریق‌جواب‌دهیم‌که‌این‌شار‌اکیداً‌کنیم‌و‌نشان‌می‌تعریف‌می‌برداری‌دیتورم

‌.آوریم‌دست‌می‌به(‌1)جوابی‌برای‌شار‌

‌:کنیم‌صورت‌تعریف‌می‌دینمیدان‌برداری‌دیتورم‌را‌ب
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( )k pq k k

pq pqV g    

kکه‌در‌آن‌

pq0علایم‌کریستوفل‌وابسته‌به‌متر‌‌g‌،( )g g tمتر‌وابسته‌به‌ساختار‌سایای‌‌( )tو‌‌
k

pq‌

است‌بنابراین،‌این‌تعریف‌یک‌میدان‌برداری‌‌‌دو‌التصاق‌یک‌تانسورچون‌تفاضل‌.‌هستند‌gعلایم‌کریستوفل‌وابسته‌به‌

‌اکنون‌اپراتور‌.‌باشد‌Mهای‌سایا‌روی‌منیفلد‌‌مجموعه‌همه‌فرم‌فرض‌کنید‌.‌کند‌را‌مشخص‌می‌Vسرتاسری‌

‌:کنیم‌تعریف‌می‌صورت‌دینرا‌ب
1: ( ), ( ( )) ( )VA M t i L g   

VLکه‌در‌آن‌ gمشتق‌لی‌متر‌‌( )g g tوابسته‌به‌‌( )tدر‌امتداد‌میدان‌برداری‌دیتورم‌‌Vاست‌‌ سادگی،‌‌به.

 شود‌که‌بررسی‌می

[ , ]( ) ( ).V VL t i g t  

)که‌در‌آن‌ )t است‌. 
0
( )g ikDP hشده‌‌خطی‌( ) VP g L g0در‌‌gو‌در‌امتداد‌‌hصورت‌است‌دینب‌: 

0 0
( ) tr ( )t t

g ik i tk k it i k gDP h h h h       
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 بنابراین،

( )2 [ ( ( )) ( )].ti Ric g t Rg t
t







  


‌ 

بورگویگنون‌-باشد،‌هر‌جواب‌از‌شار‌ریچی(‌و‌بدون‌مرز)یک‌منیفلد‌سایای‌فشرده‌‌Mفرض‌کنید‌‌:4-4. 33ۀ نتیج

 .متشابه‌است‌و‌سالیتون‌متناظر‌با‌آن‌مانا‌است-خود(‌1)

 ‌.شود‌،‌حکم‌به‌سادگی‌نتیجه‌می(96ۀ‌گزار‌)موزر‌در‌منیفلدهای‌سایا‌‌ۀبا‌توجه‌به‌قضایای‌بالا‌و‌قضی:‌اثبات

 

 گیری یجهبحث و نت

‌ریچی ‌شار ‌مشابه ‌واقع ‌در ‌هندسی‌که ‌یک‌شار ‌این‌مقاله ‌برای‌-در ‌است‌را ‌منیفلدهای‌ریمانی ‌در بورگویگنون

‌یکتایی‌جواب ‌و ‌بررسی‌وجود ‌به ‌و ‌کرده ‌معرفی ‌پرداخته‌ساختارهای‌سایا ‌آن ‌کوتاه ‌ایم‌های‌زمان محاسبات‌نشان‌.

1دهد‌که‌در‌حالت‌می

4
 های‌این‌شار‌‌در‌ادامه‌کار‌به‌تعریف‌و‌بررسی‌سالیتون.‌جواب‌یکتا‌برای‌زمان‌کوتاه‌داریم‌

‌پرداختیم بورگویگنون‌بوده‌-های‌مدت‌کوتاه‌برای‌شار‌ریچی‌در‌این‌مقاله،‌هدف‌اصلی‌بررسی‌وجود‌و‌یکتایی‌جواب.

 .تحت‌این‌شار‌را‌مطالعه‌و‌بررسی‌کرد‌توان،‌تحول‌ساختارهای‌هندسی‌روی‌منیفلدهای‌سایا‌این‌کار‌می‌ۀدر‌ادام.‌است
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