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دیفرانسیل با مشتقات  ۀبررسی وجود و یگانگی جواب نوعی معادل

 جزئی غیرخطی مختلط در فضاهای توابع پیوسته هلدر و سوبولف

 
‌*فاطمه‌جوینی،‌مژگان‌اکبری

‌علوم‌ریاضی،‌گروه‌ریاضی‌محض‌ۀدانشگاه‌گیلان،‌دانشکد

‌12/99/12پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌22/91/16دریافت‌‌‌

 چکیده

در‌این‌مقاله‌به‌بررسی‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌نوعی‌معادله‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخطی‌در‌فضای‌مختلط‌

‌  صورت‌به

                 

‌‌‌که‌در‌آن

                
  

  
 
 

 
 
  

  
  

  

  
    

  

   
 
 

 
 
  

  
  

  

  
    

در‌فضای‌مختلط‌به‌یک‌معادله‌دیفرانسیل‌خطی‌‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخطیدر‌ابتدا‌با‌تبدیل‌معادله‌.‌پردازیممی

‌نشان‌می‌ۀاز‌مرتب ‌وجود‌جواب‌را ‌دهیماول، ‌به. بع‌کارگیری‌عملگرهای‌انتگرالی‌تکین‌ضعیف‌و‌قوی‌و‌ویژگی‌تاسپس‌با

‌هم ‌با‌یک‌دستگاه‌معادلات‌انتگرالی‌تکین‌نشان‌‌هولومورفی، ارزی‌جواب‌معادله‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخطی‌را

چنین،‌جواب‌معادله‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخطی‌مختلط‌را‌در‌فضای‌توابع‌پیوسته‌هلدر‌یک‌مرتبه‌هم.‌‌دهیممی

با‌بیان‌شرط‌لیپ‌شیتس‌.‌کنیمبررسی‌میکراندار‌و‌با‌مساحت‌متناهی‌‌ای‌ناحیهترتیب‌روی‌‌فضای‌سوبولف‌به‌پذیر‌ومشتق

با‌تکیه‌بر‌ویژگی‌تابع‌انقباض‌پذیر‌و‌فضای‌سوبولف‌و‌مشتق‌ۀصورت‌جداگانه‌در‌هر‌دو‌فضای‌توابع‌پیوسته‌هلدر‌یک‌مرتب‌به

طی‌مختلط‌مورد‌نظر‌در‌این‌مقاله‌اثبات‌و‌‌قضیه‌نقطه‌ثابت‌باناخ،‌یگانگی‌جواب‌معادله‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخ

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌دشو‌می

‌.‌ف،‌قضیه‌نقطه‌ثابت‌باناخمعادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌غیرخطی،‌توابع‌پیوسته‌هلدر،‌فضای‌سوبول: های کلیدیواژه 

 
 مقدمه

‌رابط ‌مختلط‌و ‌آنالیز ‌در ‌انتگرال ‌و ‌مشتق ‌پیوستگی، ‌مفاهیم ‌به ‌عمیق ‌با‌‌ۀیک‌نگاه ‌معادلات‌دیفرانسیل ‌با آنها

‌مشخص‌ ‌را ‌جزئی ‌مشتقات ‌با ‌معادلات‌دیفرانسیل ‌نظریه ‌مختلط‌و ‌آنالیز ‌بین ‌رابطه ‌اهمیت‌ایجاد مشتقات‌جزئی،

نقطه‌ثابت‌‌ۀو‌قضی‌9اترگرادسکی-دادن‌تابع‌انقباض،‌قضایای‌مربوط‌به‌فرمول‌انتگرال‌گاوسقرار‌با‌کنار‌هم‌‌.کند‌می

باناخ‌در‌فضای‌مختلط،‌روش‌کلاسیک‌و‌جالب‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخطی‌

                                                           
‌‌‌‌‌‌‌m_akbari@guilan.ac.irنویسنده مسئول*

 1. Gauss-Oatrogradski 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

دهد‌که‌یکی‌از‌اهداف‌ی‌نشان‌میخوب نظریه‌معادلات‌دیفرانسیل‌را‌به‌شاخهشود‌که‌اهمیت‌آنالیز‌مختلط‌در‌هموار‌می

‌.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌کندصورت‌واضح‌نمود‌پیدا‌می نظریه‌معادلات‌دیفرانسیل‌به‌شاخه‌اصلی‌آنالیز‌مختلط،‌کاربرد‌سیستماتیک‌آن‌در

جزئی‌و‌و‌کاربردهای‌آن‌در‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌‌در‌آنالیز‌مختلطهای‌تحلیلی‌توابع‌هایی‌از‌روشنمونه

آنها‌با‌معادلات‌‌های‌اخیر‌آنالیز‌مختلط‌و‌رابطهدر‌سال.‌ملاحظه‌کرد‌[2]و‌[‌9]‌توان‌درتوابع‌تحلیلی‌تعمیم‌یافته‌را‌می

‌بهادیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌توجه‌تعدادی‌از‌محقق در‌در‌ادامه‌به‌برخی‌از‌مسائل‌خود‌جلب‌کرده‌است‌که‌‌ن‌را

 .‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌کنیم‌میه‌بررسی‌شده‌مرتبط‌با‌این‌مقاله‌اشار

‌ با‌تبدیل‌دستگاه‌غیرخطی‌معادلات‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌،‌[3]زاده‌ماموریان،‌اسرافیلیان‌و‌تقی

 
                

   
  

   
    
  

 
   
  

  
    
  

    

                                                                                   

  

   صورتبه

  

   
       

  

  
   

‌.‌ثابت‌باناخ‌پرداختندبه‌بررسی‌وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌این‌معادله‌در‌فضای‌سوبولف‌با‌تکیه‌بر‌قضیه‌نقطه‌

      وجود‌و‌یگانگی‌جواب‌معادلات‌دیفرانسیل‌جزئی‌غیرخطی‌‌،[4]‌زاده‌و‌اکبریتقی
  

  
 
  

   
   ‌

‌‌‌‌‌‌9وکوآ‌لهوجود‌جواب‌معاد،‌[5]تقی‌زاده‌و‌اکبری‌چنین‌‌هم .را‌در‌فضای‌سوبولف‌بررسی‌کردند 
  

   
                    

‌همراه‌با‌شرایط

 

                     

    
         

 

 
                      

  

‌ .،‌را‌بررسی‌کردنداست‌که  در  آن   ،   و    توابع  حقیقی مقدار اندازه پذیر روی    

      دیفرانسیل‌جزئی‌غیرخطی‌در‌حالت‌کلی‌ۀجواب‌معادل،‌[6]زاده‌و‌نوروزپور‌تقی
  

  
 
  

   
‌با‌‌     را

 .اندکارگیری‌قضیه‌نقطه‌ثابت‌باناخ‌و‌تابع‌انقباض‌در‌فضای‌توابع‌پیوسته‌هلدر‌مطرح‌کردهبه

‌صورت‌نوعی‌معادله‌دیفرانسیل‌با‌مشتقات‌جزئی‌غیرخطی‌در‌فضای‌مختلط‌بهاین‌مقاله‌به‌بررسی‌‌در

                                                                                        (9)  

پردازیم‌که‌در‌آن‌‌می  

  
  

   
    و 

  

  
 ،       ،         

را‌در‌دو‌فضای‌توابع‌پیوسته‌هلدر‌و‌سوبولف‌با‌تکیه‌بر‌تابع‌انقباض‌و‌قضیه‌نقطه‌(‌9)‌ۀوجود‌و‌یگانگی‌جواب‌معادل

در‌بخش‌بعدی‌برخی‌تعاریف‌و‌مفاهیم‌مورد‌نیاز‌.‌صورت‌زیر‌تنظیم‌شده‌است‌این‌مقاله‌به.‌کنیمثابت‌باناخ،‌بررسی‌می

‌.‌‌‌‌شودمطرح‌شده‌است‌سپس‌نتایج‌اصلی‌بیان‌و‌ثابت‌می

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی

‌‌ گوییم‌‌هرگاه           پیوسته‌هلدر‌با‌توان‌     را‌در‌ناحیه   تابع‌ .3تعریف 

                   
           

      
      

                                                           
1. Vekua 
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  .دهیمنشان‌می‌      فضای‌این‌دسته‌از‌توابع‌را‌با‌نماد‌

گاهآن تابع  ‌   ،اگر‌.3تبصره   ‌.گوییمرا‌پیوسته‌لیپ‌شیتس‌می‌ 

با‌.‌دهیمنشان‌می     با نماد       ۀ‌ناحی را‌روی   ۀپذیر‌تا‌مرتبتوابع‌پیوسته‌و‌مشتق‌مجموعه. 2تعریف 

   نرم‌

             
     

                          

 .شود‌میبه‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌       فضای

پذیرند‌را‌ام‌مشتق  ۀتوابع‌پیوسته‌هلدر‌که‌تا‌مرتب‌صورت‌مجموعهدر‌این‌     و       اگر‌.1تعریف 

   ‌ دبا‌نما
 :دهیم،‌بنابراین‌داریمنشان‌می‌    

  
                 

           

      
                       

     ازای‌هر‌هب
 با‌تعریف‌نرم‌    

             
     

             
     

 
               

      
            

   ‌فضای
 .شود‌میبه‌یک‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌    

 .،‌نیز‌برقرار‌است‌      ‌برای‌3و‌‌2طور‌مشابه‌تعاریف‌به. 2تبصره 

‌       اگر‌.1تعریف  ‌‌     و ‌و ‌حقیقی‌باشد ‌انتگرال‌ یک‌عدد ‌لبگ‌و‌یک‌تابع دارای‌       پذیر

  .شودنشان‌داده‌می‌        فضای‌توابع‌فوق‌با‌نماد‌ۀمجموعگاه‌لبگ‌و‌کراندار‌باشد،‌آن‌انتگرال

 ،‌با‌تعریف‌نرم‌       ازای‌هر‌به

             
 

 

   

 
 

  

 .شود‌میبه‌یک‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌      ‌فضای

‌‌.1 تعریف ‌آن‌و      ‌    اگر ‌باشد، ‌حقیقی ‌یک‌عدد ‌سوبولف ‌فضای     گاه
صورت‌‌دینب    

 :شودمیتعریف‌

  
                

                    

    ‌ازای‌هر‌به
 ،‌با‌تعریف‌نرم‌    

     
                

 

 

   

     

 
 

  

   ‌فضای
 .شودبه‌یک‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌می‌    

‌صورتگاه‌دو‌عملگر‌انتگرالی‌تکین‌ضعیف‌و‌قوی‌به،‌آن=‌2n     واگر‌. 6تعریف 

        
 

 
 

    

   
              

 

 
 

    

       

      
 

  

 ‌        و        شوند‌که‌در‌آنتعریف‌می

 گاهباشد،‌آن‌         پیوسته‌هلدر‌با‌توان‌کراندار‌و‌‌    ‌متناهی‌ۀدر‌ناحی‌ اگر‌،‌[9]. 3 ۀقضی
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)

 نتایج اصلی
    .باشد (9)دیفرانسیل‌جزئی‌مختلط‌‌ۀجوابی‌از‌معادل       ،  فرض‌کنید

 :در‌نظر‌بگیرید‌(2)صورت‌‌را‌به(‌9)معادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌مختلط‌دیگری‌مشابه‌
‌                                                                           (2)  

    :داریم‌  و   نسبت‌به‌(‌2)و‌(‌9)گیری‌جزئی‌از‌با‌مشتق

                  ,                                              (3)  

                                                  ‌(4)  

                                               ‌(5)  

                                                  ‌(6)  

‌:شودنتیجه‌می(‌5)و‌‌(‌3)بنابراین‌از‌

                                                            (2)  

‌:داریم(‌6)و‌‌(‌4)چنین‌از‌هم

                                                                           (8)  

‌کهجااین،‌از‌آنبرعلاوه

   
  

  
 

 

  
 
  

   
  

 

   
 
  

  
  

  

   
                                       (1)  

‌:مرسی‌می‌(91)صورت‌‌‌‌هاول‌ب‌ۀدیفرانسیل‌خطی‌از‌مرتب‌ۀ،‌به‌یک‌معادل(8)و‌‌(‌2)و‌نیز‌از‌

                                                                 (91)  

‌  :شوندصورت‌حاصل‌می‌دینبکارگیری‌روش‌لاگرانژ‌،‌با‌به  و  در‌نتیجه‌
  

      
 

  

       
 

  

        
 

  

   
 

   

   
  

‌.آیددست‌میبه‌           ‌ ،در‌‌  و  گذاری‌بنابراین‌از‌جای

         ،گاه‌باشد،‌آن‌     ‌    وکراندار‌متعلق‌به‌‌ۀناحی‌ اگر‌‌.3لم 
‌‌    جوابی‌از‌معادله‌      

‌.باشد(‌99)‌جوابی‌از‌     ،است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌(‌9)

   
                       

  

   
                                                            

                        
  

   
                                                           

 (99)  

     که‌در‌آن‌
یک‌تابع‌هولومورفی‌با‌شرط‌‌    

  

   
 ‌ .است‌  

‌:‌کنیمتعریف‌می.‌باشد(‌9)‌ۀجوابی‌از‌معادل‌      فرض‌کنید‌. برهان

                     
  

  
 
  

   
                                                   (92)  

‌:داریم‌‌9ۀکارگیری‌قضیو‌با‌به‌  و    نسبت‌به‌(‌92)گیری‌جزئی‌از‌با‌مشتق

 

  

  
 

  

  
            

  

  
 
  

   
  

  

   
 

  

   
          

  

  
 
  

   
    

                                                        (93)  

‌معادل ‌‌ۀاز ‌93)دوم‌دستگاه ‌به( ‌با ‌نیز .‌است‌‌Dیک‌تابع‌هولومورفیک‌در‌ϕگیریم‌که‌کارگیری‌لم‌ویل‌نتیجه‌میو

‌:گاه‌داریمباشد‌آن(‌9)‌ۀجوابی‌از‌معادل‌wبنابراین،‌اگر‌
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‌:چنین‌داریمهم.‌است D یک‌تابع‌هولومورفیک‌در‌ϕکه‌در‌آن‌
  

  
 
  

  
            

  

  
 
  

   
   

   دهیمقرار‌می
   

  
‌بنابراین‌ 

                        
  

   
   

 .است(‌99)،‌جوابی‌از‌دستگاه‌     در‌نتیجه‌

‌برعکس ‌ نسبت‌به(‌99)اول‌دستگاه‌‌ۀصورت‌اگر‌از‌معادلباشد،‌در‌این(‌99)جوابی‌از‌دستگاه‌‌     فرض‌کنیم‌:

 :داریم‌‌9ۀکارگیری‌قضیمشتق‌بگیریم‌و‌با‌به‌  و    

 

  

  
                  

  

  
 
  

   
  

  

   
          

  

  
 
  

   
                   

  

 .است(‌9)‌‌ۀجوابی‌از‌معادل‌ در‌نتیجه‌

          و      گاه‌باشد،‌آنو‌با‌مساحت‌متناهی‌           اگر‌‌.2لم 
جوابی‌‌    

‌جوابی‌از‌     ،است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌(‌9) از

 
                       

  

   
  

                        
  

   
  

     

     باشد‌که‌در‌آن‌
یک‌تابع‌هولومورفی‌با‌شرط‌    

  

   
 ‌ .است‌‌   

‌.دشو‌اثبات‌می(‌9)مشابه‌لم‌. برهان

‌.پردازیمبا‌تکیه‌بر‌قضیه‌نقطه‌ثابت‌باناخ‌می(‌9)فرد‌بودن‌جواب‌معادله‌حال‌به‌بررسی‌منحصربه

‌:در‌نظر‌بگیرید(‌9)‌ۀمفروضات‌را‌برای‌معادلاین . 2 ۀقضی

   .است‌     ‌     وکراندار‌متعلق‌به‌‌ناحیه‌ ‌.9

           تابع‌‌.2
  

   
  ‌.استپیوسته‌‌ در‌‌ 

            که‌ایگونهوجود‌دارند‌به‌         ‌.3
  

   
       ‌‌ 

           تابع‌‌.4
  

   
  ‌‌:کندصورت‌صدق‌می‌دیندر‌شرط‌لیپ‌شیتس‌ب‌ 

            
  

   
               

   

   
  

   
                    . 

‌.فرد‌استبه‌در‌فضای‌توابع‌پیوسته‌هلدر‌دارای‌جواب‌منحصر(‌9)‌ۀگاه‌معادلآن

است‌و‌(‌99)جوابی‌از‌دستگاه‌‌     گاه‌باشد،‌آن(‌9)‌ۀجوابی‌از‌معادل‌      ،‌‌هرگاه‌9بنا‌به‌لم‌‌.برهان

‌:دهیم‌میقرار‌برعکس‌

                                  
 :شودضابطه‌تعریف‌میاین‌با‌‌      نرم      در‌مجموعه‌

                                              

‌.‌شودبه‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌می      با‌این‌نرم‌
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 :کنیمصورت‌تعریف‌می‌دینرا‌ب‌ چنین‌عملگر‌هم

                

                                                               
 

‌که‌در‌آن

 
                       

  

   
  

                        
  

   
  

  

‌یک‌تابع‌انقباض‌است‌ دهیم‌که‌اکنون‌نشان‌می باشد،‌      یک‌عضو‌دلخواه‌دیگری‌در‌‌       فرض‌کنیم‌.

‌:داشته‌باشیم‌کهطوری‌به

 
                          

   

   
  

                           
   

   
  

  

‌:داریمبنابراین‌

      
   

               
  

   
                 

   

   
  

   
  

 ،     با‌توجه‌به‌کرانداری‌

                          

 در‌نتیجه‌داریم

      
   

                    
  

   
               

   

   
  

   

                                                                                                                                                         
(94)  

‌طریق‌مشابه‌داریمبه‌

      
   

                                                                 (95)  

 ‌:داریم(‌95)و‌(‌94)بنابر‌روابط‌

               
   

                   
   
                                                                             

                                                                                                    

                                          

 

‌که‌با‌فرض‌این

                           

 :نقطه‌ثابت‌باناخ‌داریم‌ۀطبق‌قضیرو،‌‌از‌این.‌‌استیک‌تابع‌انقباض‌‌ تابع‌

                                   

‌.است(‌9)‌ۀجواب‌معادل‌      بنابراین‌‌

‌:در‌نظر‌بگیرید(‌9)‌ۀمفروضات‌را‌برای‌معادلاین‌.  1 ۀقضی

 .است          با‌مساحت‌متناهی‌در‌‌ناحیهیک‌‌ .‌9

           تابع‌‌.2
  

   
  ‌.استپیوسته‌‌ در‌‌ 

           که‌ایگونهوجود‌دارند‌به‌           و       ‌.3
  

   
       . 
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           تابع‌‌.4
  

   
  ‌‌:کندصورت‌صدق‌می‌دیندر‌شرط‌لیپ‌شیتس‌ب‌ 

            
  

   
               

   

   
  

   
                          

‌     و         که‌در‌آن‌

‌.فرد‌استبه‌در‌فضای‌سوبولف‌دارای‌جواب‌منحصر(‌9)‌ۀگاه‌معادلآن

‌به‌لم‌‌.برهان ‌هرگاه‌2بنا ‌آن(‌9)‌ۀجوابی‌از‌معادل‌      ، ‌باشد، است‌و‌(‌99)جوابی‌از‌دستگاه‌‌     گاه

‌:مدهی‌میقرار‌ .برعکس

                           . 

 شودتعریف‌می‌(96)ۀ‌با‌ضابط‌   نرم      در‌مجموعه‌

                                                                    (96)  

 با‌تعریف.‌شودبه‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌می‌   با‌این‌نرم‌
        

                                                                  
 

‌که‌در‌آن

 
                       

  

   
  

                        
  

   
  

  

باشد،‌به‌‌  یک‌عضو‌دلخواه‌دیگری‌در‌‌        فرض‌کنیم‌.‌یک‌تابع‌انقباض‌است‌ دهیم‌که‌اکنون‌نشان‌می‌

 داشته‌باشیم کهطوری

 
                          

   

   
  

                           
   

   
  

  

‌:داریمبنابراین‌

       
   

                
  

   
                 

   

   
  

   
  

 ،     با‌توجه‌به‌کرانداری‌

                       

‌:در‌نتیجه‌داریم

       
   

                  
  

   
               

   

   
  

   
       

                                                 

                                                                                                                       

(92)  

‌:داریم(‌96)کنیم‌که‌با‌استفاده‌از‌برای‌اثبات‌این‌مطلب،‌توجه‌می

                                                                . 

‌گاه،‌آن                    بنابراین‌اگر‌فرض‌کنیم‌
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‌گاه،‌آن                    اگر‌فرض‌کنیم‌

       
   

                               

                                                             

                       

                                                         

 

‌:به‌طریق‌مشابه‌داریم

      
   

      
 

 
                                                                      (98)  

‌:داریم(‌98)و‌(‌92)بنابر‌روابط‌

               
   

          
 

 
                                 

‌که‌با‌فرض‌این

           
 

 
               , 

 ‌ نقطه‌ثابت‌باناخ‌داریم‌ۀطبق‌قضی‌رو،‌از‌این.‌استیک‌تابع‌انقباض‌‌ تابع‌

                                

‌.است(‌9)‌ۀجواب‌معادل‌      نابراین‌ب
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